第 一 章 ” 古 算 概观 


第 一 节 十 算 名 家 


中 华 古 算 , 代 有 人 出 。 史籍 中 伏 义 画 八 卦 、 大 挠 造 甲 子 、 隶 
首 作 数 、 垂 制 规 第 的 传说 ， 实 际 上 反映 了 先 民 对 族 中 掌握 一 定 
数学 知识 的 人 物 的 崇敬 。 先 秦 诸 子 中 ， 也 不 乏 通 晓 数 理 的 行家 
里 手 。 据 《 宋 史 “， 礼 志 》 记 载 ， 北 宋 大 观 三 年 〈1109 年 ) 礼 封 
“ 自 昔 著名 算数 者 ”, 共 有 55 人 榜 上 有 名 。 清 代 阮 元 (1764 一 1849 
年 ) 等 人 编 繁 的 《上 畴 人 传 》 及 续 编 、 三 编 ， 共 有 432 名 中 国学 
者 入 传 。 本 书 对 历代 算 家 的 介绍 不 可 能 穷 源 竟 委 ， 这 里 仅 以 简 
短篇 幅 ， 对 西汉 以 降 的 一 些 重要 人 物 略 加 勾 描 。 


(一 ) 两 汉 数 学 家 
张 营 
秦汉 之 际 阳 武 〈 今 河南 原 阳 ) 人 。 秦 时 为 柱 下 更 ， 明 习 天 
下 贸 籍 ， 又 善 算 ， 通 律 历 。 后 辅佐 刘邦 (公元 前 256 一 前 195 
年 ) 建 汉 有 功 ， 公 元 前 202 年 封 北 平 侯 ， 又 迁 为 计 相 。 吕 后 时 
为 御 史 大 夫 。 文 帝 时 为 孙 相 。 著 书 18 篇 ， 并 整理 过 十 算 书 。 


2 大 哉 言 数 


耿 寿 昌 

汉 宣 帝 时 为 大 司 农 ， 以 善 算得 宣帝 宠信 ， 又 习 于 商 功 分 斩 
之 事 , 并 为 宣帝 造 杜 陵 ， 赐 锁 关 内 侯 .。 著 有 《月 行 度 》 等 书 ,， 也 
曾 整 理 古 算 书 。 

许 商 

一 作 许 商 , 字 长 伯 , 西 汉 长 安 ( 今 陕 西西 安 ) 人 。 先 任 将 作 大 
臣 . 河 堤 都 尉 , 滴 河 就 由 于 他 领导 开 当 得 名 ;后 迁 光 禄 大 夫 、 大 司 
农 等 职 , 并 曾 担 任 汉 成 帝 的 经 师 , 著 有 《 许 商 算术 》26 卷 。 z 

刘 献 (? 一 公元 23 年 ) 

字 子 验 ， 西汉 沛 ( 今 江 苏 沛 县 ) 人 。 少 为 黄 门 郎 ， 与 父 刘 
癌 总 校 群 书 ， 所 闭 《 七 略 》 开 中 国 目 录 学 之 先 。 医 新 时 代 被 尊 
为 国 师 ,， 又 先后 受 封 为 红 休 候 与 嘉 新 公 , 后 因 谋 诛 王莽 被 杀 。 刘 
获 精 通天 文 星 历 与 数 术 方 技 ， 所 著 《 三 统 历 谱 》 体 现 了 他 力求 
用 数字 阐述 宇宙 构造 的 理想 ; 又 造 标 准 量 器 “ 律 嘉 量 ”"， 按 其 多 
文 可 推 知 他 使 用 的 圆周 率 约 在 3. 1498 至 3. 2031 之 间 。 

张衡 〈 公 元 78 一 -139 年 ) 

字 平 子 ， 东 汉 南 阳 西 鄂 〈 今 河南 南召 ) 人 。 历 任 郎 中 、 太 
史 令 、 尚 书 即 。 室 文采 ， 善 机 巧 ， 尤 精 天 文 历 算 。 创 制 水 运 浑 
象 和 地 动 仪 ， 著 有 《 灵 宪 》、《 算 图 论 》 等 。 曾 应 用 重 差 术 于 他 
的 宇宙 模型 ， 又 曾 讨论 球体 积 问 题 。 

刘 洪 

字 元 车， 东汉 蒙 阴 〈 今 属 山 东 临 沂 )》 人 ， 为 汉 宗 室 鲁 王 之 
后 。 历 官 校 尉 、 长 史 、 都 尉 、 上 计 橡 等 ， 封 谷 城 门 候 。 曾 在 东 
观 检 览 群 书 ， 与 紫 亿 〈 公 元 133 一 192 年 共 论 历 法 ， 后 造 《 乾 
象 历 》, 内 中 应 用 正 负 术 及 至 不 足 术 , 又 以 一 次 等 间距 内 插 法 推 
算 月 球 行 度 。 
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徐 岳 
字 公 河 ， 汉 瑶 时 代 东 莱 ( 今 山东 掖 县 ) 人 。 相 传 受 学 于 刘 
洪 ， 对 《 九 章 算 术 》 有 研究 


(二 ) 三 国 两 晋 南北 朝 数 学 家 


起 更 

-名 婴 ， 字 大 卿 、 身 世 不 详 。 传 本 《有 周 解 算 经 》 为 赵 爽 所 
注 . 注 文中 提 到 仅 在 孙 吴 颂 行 的 《 乾 得 历 》,， 按 此 推测 他 是 三 国 
时 代 呈 人。《 周 散 算 经 》 注 中 的 “ 勾 股 贺 方 图 注 ” 对 勾 股 定理 及 
其 应 用 都 作 了 证 明 ,，“ 日 高 图 注 ” 则 葛 立 了 重 差 术 的 理论 基础 ， 

刘 微 

魏 晋 时 代 人 ， 生平 不 详 。 按 北宋 算 学 杞 封 时 被 封 为 “ 淄 乡 
男 ” 的 事实 ,推测 他 可 能 生 于 今日 山东 淄博 一 带 。 公 元 263 年 
注 《 九 章 算 术 》, 全 面 证 明了 《 九 章 算 术 》 中 的 公式 和 算法 ， 纠 
二 了 其 中 的 震 干 错误 ，3 引 进 了 一 些 概 念 和 方法 ， 对 中 国 古 代数 
学 体系 进行 了 理论 整理 。 他 又 自 扎 《 重 差 》 一 卷 附 于 《 九 章 算 
术 》 之 后 , 后 来 被 称 为 《海岛 算 经 》。 刘 微 的 许多 工作 是 开创 性 
的 ， 在 圆 面积 会 式 及 圆周 率 的 推算 、 多 面体 体积 理论 、 球 与 旋 
转 体 的 体积 、 勾 股 定理 及 其 应 用 、 测 量 、 线 性 方程 组 、 比 例 理 
论 、 极 限 思想 ， 以 及 对 数 系 的 认识 等 方面 ， 他 都 达到 了 当时 世 
界 上 最 先进 的 水 平 。 

何 承 天 〈 公 元 370 一 447 年 ) 

东海 郑 〈 今 山东 郑 城 h》 人 ， 曾 在 刘 宋 朝 任 著作 佐 郎 和 太子 
率 更 令 等 职 。 公 元 443 年 造 《 元 嘉 历 》, 首创 调 日 法 以 求 理想 的 
分 数 近似 值 ， 六 只 半天 度数 和 卫 极 蝶 高 相当 于 给 出 加 局 率 的 近 
似 值 约 为 3. 1429 。 


4 大 哉 言 数 


张 丘 建 

一 作 张 抒 建 ,实力 后 人 避 和 孔子 讳 所 为 。 所 撰 《 张 丘 建 算 
经 》 目 序 后 题 “清河 张 丘 建 说 序 ”， 书 中 有 题 涉及 北魏 献 文帝 所 
颁 行 的 户 调制 度 ， 据 此 推测 他 是 公元 5 世纪 的 人 。 张 丘 建 对 最 
大 公约 数 及 最 小 公 倍 数 、 等 差 级 数 等 问题 都 作 了 推广 ， 著 名 的 
“ 百 鸡 问题 ”也 是 由 他 给 出 的 。 

祖冲之 (公元 429 一 500 年 》 

字 文 远 , 范 阳 通 县 ( 今 河北 当 水 ) 人 ,生活 于 宋 、 齐 两 朝 , 先 后 
出 任 从 事 史 、 参 军 .县 令 、. 亩 者 仆 射 . 校 尉 等 职 . 曾 注 《 九 章 算术 》， 
又 与 子 祖 虑 合 著 《 缀 术 》, 在 圆周 率 的 计算 、 球 体积 公式 、 带 从 开 
方 等 方面 继承 了 刘 徽 的 传统 并 有 所 突破 。 他 的 《大 明 历 》 在 天 文 
学 上 也 多 创 获 ,又 曾 造 指南 车 . 坎 器 .水 礁 磨 等 机 械 。 

祖 蝶 

一 作 祖 星之 , 字 景 烁 , 祖 促 之 之 子 . 少 承 家 学 ,在 梁 朝 曾 任 员 
外 散 骑 侍郎 、 太 府 卿 、 太 守 、 材 官 将 军 、 奉 朝 请 等 职 。 公 元 525 年 
兽 一 上 度 被 北魏 拘 执 ,他 曾 参 与 《 缀 术 ) 的 写作 ,在 推导 球体 积 公 式 
时 提出 了 “和 医 势 既 同 , 则 积 不 容 异 ”的 积分 学 原理 。 

杜 变 

字 叔 遵 ,北周 中 山 无 极 〈 今 河北 无 极 ) 人 。 曾 任 司 隶 大 夫 、 
郡 守 等 职 ， 又 被 封 为 开国 伯 。 枝 弯 对 多 部 算 书 进行 过 整理 ， 又 
自 扎 《 五 萌 算 经 》 和 《五 经 算术 》 等 书 。 公 元 566 年 颁 行 的 
《天 和 历 》 也 是 他 的 作品 。 


(三 ) 隋唐 数学 家 


刘 业 (公元 544 一 610 年 ) 
字 士 元 ， 降 代 信 和 都 电 亭 ( 今 河北 偶 县 ) 人 。 少 即 以 博学 知 
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名 ， 隋 断 帝 时 为 太 学 博士 ， 对 《 九 章 算 术 》《 周 骨 算 经 》 都 有 
研究 。 公 元 600 年 完成 《 皇 极 历 》， 内 中 推算 天 体 行 度 采 用 了 等 
间 盏 二 次 内 插 公 式 ， 

王 孝 通 

唐武德 年 间 任 算 历 博士 ,后 至 通 直 郎 太 史 丞 ,参与 修 历 。 所 
著 《 缉 十 算术 》 在 勾 股 术 .三 次 方程 和 多面 体 体 积 方面 都 有 创新 。 

李 淳 风 

唐 代 岐 州 雍 ( 今 陕西 凤翔 ) 人 , 通晓 天 文 、 历 算 、 阴 阳 、 占 
候 等 学 。 曾 为 将 仕 朗 、 承 务 朗 、 太 党 博士 、 朝 议 大 夫 、 太 史 令 、 
上 轻 车 都 导 等 ， 又 被 封 为 昌 乐 男 。 唐 初 奉 诏 注释 “十 部 算 经 ”， 
对 保存 两 汉 以 来 的 数学 典籍 作出 了 贡献 。 又 造 浑 天 仪 ， 编 制 
《 己 德 历 》。 

张 疗 (公元 683 一 727 年 ) 

僧 名 一 行 ， 唐 代 魏 州 昌 乐 〈 今 河南 南 乐 ) 人 。 其 曾祖 为 唐 
代 开 国 功 臣 。 张 六 上 自 幼 博学 ， 因 不 满 武 氏 抛 权 而 剃 度 为 僧 ， 后 
来 成 为 天 台 密 宗 的 领袖 。 武 则 天 退位 后 ， 张 六 应 召 入 京 主持 修 
历 , 于 公元 727 年 完成 《大 衍 历 》， 内 中 出 现 具 有 正切 性 质 的 算 
表 和 不 等 间距 二 次 内 捅 算法 。 又 曾 设 计 制 造 黄道 游 仪 、 水 运 浑 
象 等 天 文 仪器 ， 并 主持 大 规模 的 大 地 测量 。 

边 冈 

唐 昭 宗 时 曾 任 太 子 少 往事 ,公元 892 年 修成 《 崇 玄 历 》, 内 
中 相 减 相 乘 法 首开 良 宋 历 家 以 公式 算法 制作 天 文 表 的 先河 。 


《四 ) 宋 元 数 学 家 
沈 插 G031 一 1095 年 ) 
字 存 中 ， 北 宋 钱 塘 〈 今 浙江 杭州 》 人 。 仁 宗 年 进士 ， 历 任 


Uv 大 鼓 刘 数 


县 令 、 三 司 使 、 判 年 器 监 、 提 举 司 天 监 、 翰 林学 士 、 知 州 等 职 。 
晚年 居 润 州 ( 今 江苏 镇 江 )〉 梦 溪 园 ， 扎 成 中 国 科 技 史 上 的 重要 
著作 《 梦 溪 笔谈 》 其 中 “ 隙 积 术 ”将 立体 体积 问题 推广 为 高 阶 
等 差 级 数 玉 和 ;“ 会 贺 术 ”中 提出 的 由 弓形 之 高 与 径 求 弧 长 的 近 
似 公 式 后 被 郭守敬 《授时 方 》 所 采用 。 他 对 “棋局 都 数 ” 的 研 
究 则 暗 用 了 组 合 方 法 和 指数 定律 。 

页 宪 

生平 不 详 . 仪 知 生活 于 11 世纪 上 半 叶 , 作 过 左 班 典 直 , 撰 
有 《黄帝 九 章 垂 法 细 草 》 和 《算法 千古 集 》。 前 书 中 记 有 “ 开 方 
作法 本 源 图 "， 数 学 史家 称 之 为 “页 宪 三 角 ”， 实 际 上 是 一 个 正 
整 指数 的 二 项 式 系 数 表 ， 在 此 基础 上 建立 的 增 乘 开 方法 是 中 国 
古代 代数 学 中 的 一 项 代表 性 成 京 。 

刘 益 

北宁 中山 〈 今 河北 定 县 一 带 ) 人 ， 生 活 于 12 世纪 。 所 著 
《 议 古 根源 》 首 创 “ 正 负 开 方术 ”， 为 后 来 一 般 高 次 方程 的 数值 
解法 莫 立 了 基础。 

李 冶 (1192 一 1279 年 ) 

一 名 李 治 ， 字 仁 镍 ， 号 敬 帝 ， 金 代 真 定 栾 城 〈 今 河北 率 
城 ) 人 。 曾 为 进士 、 知 州 。 金 亡 后 隐居， 一 上 度 被 元 朝政 府 召 为 
翰林 学 士 , 但 不 久 就 以 老病 相 辞 ,仍然 隐居 读书 并 著 书 授 徒 。 李 
冶 的 数学 著作 有 《 测 圆 海 镶 》 和 《 益 古 演 段 》 他 对 天 元 术 ， 即 
中 国 古 代 设 未 知 数列 方程 和 解 方程 的 方法 进行 了 系统 的 研究 ， 
对 勾 股 容 圆 等 几何 问题 也 有 独特 的 阐述 。 

泰 九 稻 (1202 一 1261 年 ) 

字 道 古 ， 南 宋 普 州 安 岳 〈 今 四 川 安 岳 ) 人 。 早 年 曾 随 父 访 
习 于 太史 局 ,成年 后 相继 在 四 州 、 湖 北 、 安 徽 、 江 苏 等 地 做 官 ， 
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1247 年 左右 写成 《 数 书 九 章 》。 书 中 完善 了 高 次 方程 的 数值 解 
法 ， 从 而 把 中 国 古 代 从 开 方 到 解 高 次 方程 的 研究 传统 发 展 到 最 
高 水 平 。 秦 九 韶 又 创造 “大 衍 求 一 术 ”, 完满 地 解决 了 “孙子 问 
题 ”. 他 还 提出 十 进 小 数 的 表示 法 和 已 知 三 边 求 三 角形 面积 的 公 
式 ， 对 线性 方程 组 的 解法 也 作 了 改进 。 

杨辉 

字 谦 光 ， 南 宋 钱塘 〈 今 浙江 杭州 ) 人 人， 生平 不 诗 ” 著 有 
《详解 九 章 算 法 》《 日 用 算法 》《 乘 除 汉 变 本 末 》《 田 亩 比 类 乘 
除 捷 法 》《 续 古 摘 奇 算法 》 等 书 ， 内 中 保存 了 不 少 珍贵 的 数学 
史料 ， 贾 宪 的 “ 开 方 作法 本 源 图 ” 即 为 一 例 。 杨 辉 对 各 种 速算 
捷 法 的 记载 反映 了 珠算 产生 前 筹 算 算 法 变革 的 历史 ; 在 纵横 图 
与 高 阶 等 差 级 数 方 面 ， 他 也 都 完成 了 开拓 性 的 工作 ， 

朱 世 杰 

字 汉 卿 ， 号 松 庭 。 元 代 燕 山 ( 今 北京 》 人 ， 著 有 《四 元 玉 
鉴 》 和 《 算 学 启蒙 》 两 书 。 他 的 杰出 贡献 是 把 宋代 数学 家 创造 
的 天 元 术 发 展 成 四 元 术 ， 其 关键 是 建立 以 筹 式 表达 的 四 元 高 次 
方程 组 并 引入 消去 法 来 解 方程 组 。 在 高 阶 等 差 级 数 和 高 次 内 插 
法 方面 ， 他 已 实际 掌握 了 一 般 三 角 吉 的 求 和 公式 和 任意 次 差 的 
招 差 方 法 。 

郭守敬 (1231 一 1316 年 ) 

字 寿 思 ， 元 代 顺 德 邢 台 〔〈 今 河北 邢台 )》 人 。 相 继 担任 过 太 
史 令 、 都 水 监 、 昭 文 馆 大 学 士 等 职 。 元 初 与 许 衡 (1209 一 1281 
年 )、 王 必 〈1235--1281 年 ) 等 人 一 道 参 与 修 历 ， 于 1281 年 编 
成 《授时 历 》， 内 中 应 用 三 次 内 播 法 推 求 太阳 行 度 ， 又 引入 相当 
于 球面 三 角 算 法 的 黄 、 赤 坐标 换算 法 。 在 天 文 、 水 利 等 方面 也 
”有 杰出 贡献 。 
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(五 ) 明代 数学 家 

吴 散 

字 信 民 ， 号 主 一 篇 ， 仁 和 “〔( 今 浙 江 杭 州 ) 人 。 曾 在 浙江 布 
政 使 司 任 幕 宾 , 1450 年 撰 成 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》, 既 体 现 古代 
经 典 《 九 章 算术 》 的 规范 作用 ， 又 记录 了 明代 初 兴 的 商业 算术 
之 本 来 面 角 ， 书 中 已 有 珠算 算法 。 

王 文 素 (1463 年 一 ?) 

字 尚 彬 ， 其 先 汾 州 ( 今 山 西 汾 阳 一 带 ) 人 ， 后 移居 饶 阳 
( 今 河北 人 饶 阳 )， 经 商 之 余 整 理 各 家 算 书 ， 成 《 通 证 古今 算 学 宝 
鉴 》， 对 明代 算 书 和 纵横 图 的 记载 弥 足 珍贵 ， 亦 曾 涉及 珠算 。 

顾 应 祥 

字 管 溪 ， 江 认 吴 兴 人 。 嘉 靖 年 间 任 巡抚 、 都 察 院 右 副 都 御 
史 、 刑 部 尚书 等 职 ， 扔 有 多 部 算 书 ， 其 《 测 圆 算术》 称 :“ 每 条 
细 草 ， 止 以 天 元 一 立 算 , 而 漫 无 下 手 之 处 ”说 明 此 时 中 算 家 对 
宋 元 时 代 的 天 元 术 已 缺乏 了 解 。 

程 大 位 〈1533 一 1606 年 ) 

字 涩 思 ， 号 宾 渠 ， 安 徽 休 了 末 人 。 早 年 经 商 ，1592 年 完成 
《 直 指 算法 统 宗 》， 系 统 地 介绍 珠算 ， 对 珠算 算法 的 完备 和 珠算 
的 普及 作出 了 杰出 贡献 。 

朱 载 埔 (1536---1612 年 ) 

字 伯 勤 ， 号 句 曲 由 人， 明代 宗室 郑 王 之 后 ， 生 于 怀 庆 ( 今 
河南 沁 阳 )。 早 年 历经 磨难 ,后 辞 历 让 国 ， 潜心 治学 ， 所 创 十 二 
平均 律 在 世界 律 学 史上 占有 重要 的 一 席 地 位 。 他 对 纵 、 横 两 种 
“ 季 律 ”的 换算 相当 于 给 出 了 非 十 进 小 数 的 概念 及 相关 算法 ,在 
珠算 开 方 、 等 比 数列 方面 亦 多 创 获 。 
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徐光启 (1562 一 1633 年 ) 

字 子 先 ， 号 玄 启 ， 上 海 人 。1600 年 结识 意大利 传 数 士 利 玛 
赛 (M. Ricci, 1552 一 1610 年 ), 随后 加 入 天 主教 。 徐 光 启 于 1604 
年 考 中 进士 ， 相 继任 礼部 右 侍 郎 、 尚 书 、 输 林 院 学 士 、 东 阁 学 
土 等 ， 最 后 官 至 文 渊 阅 大 学 士 。 他 对 明 末 西方 科学 的 引进 起 了 
很 大 作用 ， 在 天 文 、 农 学 、 水 利 等 领域 均 有 建树 。 曾 与 利 玛 罕 
合作 翻译 了 《几何 原本 》( 前 六 卷 ) 和 《测量 法 义 》»， 又 自 撰 
《测量 异同 》、《 勾 股 义 》 等 。 

李 之 藻 (1565 一 1630 年 ) 

字 振 之 ,又 字 我 存 , 号 凉 庵 ,仁和 ( 今 浙 江 杭 州 ) 人 。1598 年 
进士 , 官 至 工 部 员外 郎 .与 利 玛 赛 合 作 编译 《 浑 盖 通 宪 图 说 》《 图 
容 较 义 》《 同 文 算 指 ? 等 ,后 书 第 一 次 系统 地 介绍 了 西方 的 笔算 


(六 ) 清 代 数学 家 


梅 文 蜡 〈1633 一 1721 年 ) 

字 定 九 ， 号 勿 庵 ， 安 徽 宜 城 ( 今 宣 州 ) 人 。 清 初 民 间 数 学 
家 , 曾 以 著作 勤奋 受到 康 申 帝 玄 烨 (1654 一 1722 年 ) 的 表彰 。 梅 
文身 毕生 致力 于 会 通 中 西数 学 ， 对 于 清 初学 者 了 解 西方 数学 和 
清 代 中 叶 传 统 数 学 的 复兴 起 到 了 一 定 的 促进 作用 。 

明 安 图 

字 静 谭 ， 和 蒙古 族 正 白旗 〈 今 内 蒙古 锡 盟 南部 ) 人 。 青 年 时 
被 选 为 官学 生 学 习 天 文 、 数 学 , 后 在 钦 天 监 供职 , 历任 五 官 正 、 
监 正 等 ， 参 与 编纂 《 历 象 考 成 》 等 大 型 天 文 著作 的 任务 。 所 著 
《 割 圆 密 率 捷 法 》 为 清 代数 学 家 无 穷 寡 级 数 展开 式 研 究 的 嘴 矢 。 

汪 莱 (1768- 一 1813 年 ) 

字 孝 婴 ， 号 衡 高 ， 安 徽 合 县 人 。 一 生 主 要 以 教 馆 为 业 ， 昔 
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年 曾 任 八 旗 官 学 教习 和 县 学 训导 ， 主 要 整 学 著作 汇集 在 《 衡 遍 
算 学 》 之 中 ， 内 容 包括 球面 三 角 、 勾 股 算术 、 矢 割 圆 和 代数 
方程 论 ， 而 以 解 的 存在 性 和 唯一 性 贯穿 始终 ， 在 方程 论 领 域 的 
成 就 最 为 突出 。 

李 锐 (1769 一 1817 年 ) 

叉 名 李 则 ， 字 尚之 ， 号 四 香 ， 江 苏 元 和 ( 今 苏州 ) 人 。 生 
平 教 馆 兼作 莫 宾 ， 整 理 过 多 部 古代 数学 经 典 ， 为 乾 嘉 学 派 在 数 
学 领域 的 代表 人 物 。 所 著 天 文 、 数 学 书 被 人 汇集 成 《 李 氏 遗 
书 》， 其 中 最 可 注目 者 为 讨论 方程 论 的 《 开 方 说 》。 

世 补 诚 〈1791 一 1823 年 ) 

字 方 立 ， 江 苏 阳 湖 〈 今 常州 ) 人 。 首 创 以 埃 积 术 处 理 无 穷 
罕 级 数 的 方法 ， 在 椭圆 求 周 问题 上 也 有 开辟 草 莱 之 功 ， 数 学 著 
作 被 人 汇集 于 《 董 方 立 遗 书 》 之 中 。 

项 名 达 (1789 一 1850 年 ) 

原名 万 准 ， 字 步 菜 ， 号 梅 侣 ， 浙 江 钱 塘 ( 今 杭 州 ) 人 。 曾 
中 进士 ， 授 知县 未 就 ， 退 而 专攻 数学 ， 在 无 穷 哈 级 数 和 椭 贺 求 
周 问 题 上 有 所 建树 。 

徐 有 于 (1800 一 1860 年 ) 

字 铬 至 ， 又 作 钧 巍 ， 浙 江 乌 程 ( 今 湖州 )》 人 。 道光 年 进士 ， 
历任 按察 司 、 布 政司 、 巡 抚 ， 太 平 军 攻破 苏州 时 为 清 军 溃 座 所 
杀 . 徐 氏 哮 襄 数学 ,在 无 穷 因 级 数 领 域 集 诸 家 之 说 ， 参 以 己见 ， 
使 其 合理 完备 。 

戴 哆 (1805 一 1860 年 ) 

原名 邦 棣 ， 字 鄂 士 ， 号 箱 坚 ， 又 号 仲 乙 ， 浙 江 钱塘 〈 今 杭 
州 )》 人 。 戴 网 虽 淡 泊 于 功名 仕 进 , 但 思想 深 受 曾 为 广东 督学 的 
长 兄 戴 奈 及 封建 网 常 名 教之 影响 ， 以 至 后 来 在 太平 军 攻克 杭州 
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之 时 与 长 兄 一 同 自 尽 。 他 曾 独 立地 发 现 有 理 指 数 的 二 项 式 定 理 ， 
在 对 数 与 各 种 三 角 函 数 的 医 级 数 展 开 及 制 表 法 方面 也 都 有 精巧 
人 研究。 

李 善 兰 (1811- 一 1882 年 ) 

原名 心 苦 ， 字 竟 芳 ， 号 秋 幼 ， 别 号 王 叔 ， 浙 江海 宁 人 -. 他 
与 清末 洋务 集团 有 密切 关系 ,晚年 曾 任 同 文 馆 天 文 算 学 总 教习 ， 
主要 数学 著作 汇集 在 《 则 古音 裔 算 学 》 之 中 。 李 善 兰 创造 “ 尖 
锥 术 ” 来 处 理 无 穷 才 级 数 问题 ， 得 到 者 干 积分 学 中 的 结果 ;在 
反 积 术 的 研究 中 得 到 -- 些 组 合 学 的 重要 结论 ， 包 括 著名 的 “ 李 
善 兰 恒等式 ”在 素数 论 方面 , 李 善 兰 证 明了 费 尔 马 (了 . Fermat， 
1601 一 1665 年 ) 小 定理 并 指出 其 道 不 真 ; 他 还 是 《几何 原本 》 
(后 九 卷 ;《 代 数学 》《 代 微 积 拾级 》 等 西方 数学 著作 的 翻译 者 。 


第 二 节 十 工 书 一 览 


中 国 证 代数 学 有 两 个 辉煌 时 代 : 第 一 个 在 魏 晋 南北 朝 ， 第 
二 个 在 宋 元 。 衔 接 这 两 个 时 代 的 醒目 事件 ， 是 唐 代 官 刻 “ 算 经 
十 书 ".。“ 算 经 十 书 ” 既 总 结 了 前 一 时 代 的 优秀 成 果 ， 又 为 后 一 
时 代 的 研究 者 提供 了 课题 和 规范 ， 而 在 “ 算 经 十 书 ” 中 占据 中 
坚 位 置 的 ， 就 是 标志 着 中 国 古代 数学 体系 已 具 规 模 的 《 九 章 算 
术 》。 但 是 《 九 章 算术 》 亦 非 无 本 之 木 ， 只 是 岁月 消磨 ， 坟 典 无 
传 ， 我 们 只 好 对 它 之 前 的 有 关 算 书 作 些 揣 度 性 的 论说 。 


(一 )《 九 章 算 术 》 以 前 的 数学 著作 


古 希腊 学 者 普罗 克 和 鲁 斯 (Proclus，, 公元 412? 一 485 年 ) 曾 
用 咖 默 的 语调 谈 到 欧 几 里 得 (Euclid, 前 330? 一 前 275 年 )《 原 
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本 》 给 数学 史 带 来 的 损害 ; 他 说 ,由 于 《原本 》 的 精妙 与 宏大 ， 
致使 在 它 之 前 出 现 的 许多 古 希腊 数学 著作 被 后 世 彻 底 地 遗忘 掉 
了 。 这 一 情况 同样 适 于 《 九 章 算术 》:， 近 两 千年 来 ， 中 算 家 把 
《 九 章 算术 》 奉 为 走 拒 ， 以致 后 人 对 《 九 章 算 术 》 之 前 有 无 数学 
著作 都 产生 了 怀疑 。 然 而 有 证 据 表 明 ,《 九 章 算 术 》 并 不 是 中 国 
历史 上 的 第 一 部 数学 著作 。 

先秦 数学 作品 

中 华文 明 的 众多 思想 和 学 术 成 就 都 可 以 在 先秦 诸 子 中 找到 
渊源 。 颂 家 重视 六 艺 的 修养 ,构成 六 艺 之 一 的 “ 数 ” 在 春秋 战 
国之 际 已 被 看 作 一 门 独立 的 学 科 ,《 周 礼 。 地 官 》 中 曾 明 确 规定 
了 执掌 贵族 子弟 教育 的 保 氏 要 以 “ 九 数 ” 相 授 。 墨 家 和 名 家 重 
视 逻 辑 容 理 和 理性 思辩 ， 他 们 提出 的 一 些 命题 具有 深刻 的 数学 
内 涵 。 在 《 周 礼 》 《 墨 子 》、《 庄 子 》 等 先秦 著作 ， 以 及 《 管 
子 》 这 样 虽 为 后 人 托 名 而 作 、 却 反映 了 许多 先秦 历史 事实 的 作 
品 中 ， 都 可 发 现 一 些 数学 知识 。 但 是 诸 子 百 家 中 似乎 没有 人 贡 
献 过 一 部 专门 的 数学 著作 。 

然而 这 不 等 于 说 秦 代 以 前 未 曾 有 过 数学 作品 。 刘 微 在 为 
《 九 章 算术 》 写 的 序 中 说 : 


“ 往 者 其 秦 焚 书 ， 经 术 散 坏 。 自 时 殿后 ， 汉 北平 修 张 

苍 、 大 司 农 中 丞 耿 寿 日 各 以 善 算命 世 。 蕉 等 因 旧 文 之 遗 残 ， 

各 称 删 补 。 故 校 其 目 则 与 古 或 异 ， 而 所 论 者 多 近 语 也 。? 
张 苍 、 耿 寿 昌 皆 为 西汉 初 年 人 ,他 们 “ 因 旧 文 之 遗 残 ,各 称 删 补 ”， 


@ 钱 宝 凉 校 点 《 算 经 十 书 》 上 髓 ， 中 华 书局 ，1963 年 第 一 版 。 第 91 页 ， 
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从 前 后 文 来 看 ,这 个 “ 旧 文 ”应 该 是 刘 徽 所 注 之 《 九 章 算 术 ) 的 前 
身 , 而 且 成 于 秦 火 之 前 ,说 它 是 战国 晚期 的 作品 大 概 不 错 。 

西汉 《算术 》 

《 汉 书 ， 律 历 志 》“ 备 数 ” 一 节 称 :“ 其 法 在 算术 , 宜 于 天 下 ， 
小 学 是 则 ， 职 在 太史 ， 义 和 掌 之 .”《 周 解 算 经 》 中 陈 子 语 荣 方 
日 ;“ 此 靳 算术 之 所 及 。” 有 人 认为 这 两 处 的 “算术 ”， 都 是 “两 
汉 时 期 数学 书 的 代用 名 词 ". 由 

根据 刘 效 《七 略 》 写 成 的 《 汉 书 。 艺 文 志 》 录 有 《 许 商 算 
术 》 二 十 六 卷 、《 杜 忠 算 术 》 十 六 卷 ， 可知 这 两 本 书 至 述 形成 于 
西汉 末年 ; 至 于 它们 的 内 容 ， 只 能 大 致 推测 。 《艺文志 》 将 它们 
列 入 “ 数 术 ”上 略 之 “ 历 谱 ”中 ; 而 “ 历 谱 者 ”, 按 班固 (公元 32 一 
92 年 ) 的 解释 为 :“ 序 四 时 之 位 , 正 分 至 之 节 , 会 日 月 五 星之 辰 ， 
以 考 寒暑 杀生 之 实 …… 此 圣人 知 命 之 术 也 。” 可 见 它们 是 与 我 们 
今日 意义 的 天 文学 和 占星 术 有 关 的 书籍 ， 内 中 可 能 涉及 某 些 推 
算 方法 ， 与 《 九 章 算术 》 的 性 质 不 尽 相 同 。.@ 

竹简 《算数 书 》 

1983 年 底 , 湖北 省 江陵 县 张 家 山 西汉 古 幕 中 出 土 了 一 批 珍 
贵 的 古代 文献 ， 内 中 有 一 套 名 为 《算数 书 》 的 竹简 。 据 初步 考 
察 ， 墓 主 大 约 卒 于 公元 前 2 世纪 的 吕 后 至 文帝 初 年 ， 与 张 苍 系 
同一 时 代 的 人 。 从 竹简 的 内 容 来 看 ， 则 与 今 本 《 九 章 算术 》 颇 


GD 参阅 钱 宝 琼 《 中 国 数学 史 )， 科 学 出 版 社 ，1964 年 第 一 版 ， 第 29 页 。 

名 ” 李 学 勤 先生 对 此 提出 了 一 个 相反 的 看 法 , 说 为 :“ 清 王 先 说 《 汉 书 补 注 》 引 
沈 铁 韩 说 ， 据 《 广 前 》 载 汉 许 商 、 杜 忠 、 吴 陈 炽 、 魏 王 紫 并 善 《 九 章 》 术 ， 
证 明 许 、 杜 所 为 即 是 《 九 章 》 术 ， 并 非 别 为 一 书 。 所 谓 《 许 商 算术 》《 杜 
忠 算 术 》, 犹如 《 毛 诗 》、《 左 氏 春 秋 》 之 类 ， 只 是 推 征 《 九 章 算 术 》 的 两 家 
作品 .” 见 其 为 郭 书 春 《 九 章 算术 》 汇 校本 所 写 的 跋 ,辽宁 教育 出 版 社 , 1990 
年 第 一 版 ， 第 545---546 页 。 
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多 相似 之 处 ,有 些 标题 和 算 题 甚至 完全 一 致 .这 一 重要 文献 岂 : 
重见天日 与 整理 出 版 , 必 将 使 人 们 对 《 九 章 算术 ;成 书 之 前 中 国 
古代 数学 的 原貌 得 到 更 清晰 的 认识 。 


(二 站 《 九 章 算术 》 


成 书 年 代 

《 周 礼 虽然 提 到 了 “ 九 数 ”, 但 未 给 出 具体 名 目 。 郑 交 ( 公 元 
127 一 200 年 ) 注 《 周 礼 时 引 东 汉 初 郑 众 (? 一 公元 83 年 ) 之 说 
道 : 


“ 九 数 : 方 田 、 标 米 、 差分 、 少 广 、 商 功 、 均 输 、 方 
组、 高 不 足 、 雳 要 ， 今 有 重 差 、 儿 入、 名 股 也 。? 


其 中 大 部 分 与 《 九 章 算 本 》 上 的 视 名 对 应 。 刘 徽 《 九 章 算术 》 序 
则 说 :“ 周 公制 礼 而 有 九 数 ， 放 数 之 流 则 《 九 章 》 是 也 。” 因 此 
可 以 说 ,，“ 九 数 ” 是 《 九 章 算术 》 的 还 源 。《 九 章 算术 》 是 先秦 
以 迄 西 汉中 国 古 代数 学 知识 的 总 结 与 升华 ， 它 的 形成 必然 是 一 
个 较 长 的 历史 过 程 。 

至 于 《 九 章 算术 》 被 最 后 编 定 的 时 间 ， 即 从 何 时 起 它 已 具 
备 与 我 们 今日 所 见 到 的 版 本 大 体 相 似 的 规模 ， 数 学 史上 历来 聚 
讼 纷 绒 。 有 人 总 结 出 共有 七 种 不 同 的 说 法 ;大 体 上 来 说 ,又 可 


DD 参阅 杜 石 然 《 江 陵 张 家 山竹 简 ( 算 数 书 ) 初 控 》,《 自 然 科学 史 研 究 》, 第 7 卷 ， 
第 3 期 ,1988 年 。 
多 引 自 [ 清 ) 阮 元 校勘 :《 十 三 经 注意 》， 上 册 ， 中 华 书 局 影印 本 ，1980 年 第 
一 版 ， 第 92 页 。 
@@ 参阅 李 志 《 ( 九 音 算 术 ) 争鸣 问题 的 概述 》,《 九 章 算术 与 刘 徽 )， 北京 师范 
大 学 出 版 社 ，1982 年 第 一 版 ， 第 28 一 34 页 。 
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将 它们 分 成 西汉 成 书 说 和 东汉 成 书 说 这 两 大 派 。 江 陵 张 家 山 汉 
简 的 出 土 对 前 者 提供 了 较为 有 利 的 证 据 。 除 却 《 算 数 书 》 的 内 
容 与 《 九 章 算术 》 有 相似 之 处 外 ， 它 们 同样 不 见于 根据 刘 歼 实 
录 所 写成 的 《 汉 书 。 艺文志 》, 而 这 一 条 恰 是 东汉 说 者 据 以 论证 
《 九 章 算术 》 在 硬 新 时 代 未 曾 出 现 的 重要 论据 .CD 此 外 ， 与 《 算 
数 书 》 同 时 出 土 的 竹简 汉 律 中 , 还 有 关于 “ 均 输 律 ” 的 简 文 ,而 
汉 武 帝 太 初 元 年 (公元 前 104 年 ) 置 均 输 官 的 史料 ， 过 去 一 直 
被 东汉 成 书 说 者 当 作 《 九 章 算术 》 晚 出 的 一 个 证 据 。 

到 目前 为 止 , 关于 《 九 章 算 术 》 的 成 书 经 过 ， 最 明确 的 说 
法 还 是 刘 微 的 那 眉 话 。 因 此 如 果 没 有 很 强 的 理由 证 明 刘 徽 的 叙 
述 是 任 空 杜 扎 的 ， 那 么 可 以 说 ， 在 西汉 中 期 耿 寿 昌 删 补 之 后 ， 
《 九 章 算 术 》 已 具有 与 今日 所 见 之 版 本 大 体 相同 的 形式 了 。 

结构 与 内 容 

《 九 章 算术 》 包 括 246 个 应 用 问题 ， 分 别 隶 属于 九 章 ,各 章 
的 名 称 和 主要 内 容 如 下 : 

第 一 ， 方 田 : 与 田亩 丈量 有 关 的 面积 、 分 数 问题 ; 

第 二 ， 粟 米 : 以 谷物 交换 为 例 的 各 类 比例 问题 ; 

第 三 ， 衰 分 : 按 比例 分 配 和 等 差 数 列 问题 ; 

第 四 ， 少 广 : 由 田亩 计算 引出 的 分 数 、 开 方 问题 ; 

第 五 ， 商 功 : 与 土方 工程 有 关 的 体积 问题 ; 

第 六 ， 均 输 : 与 摊派 劳役 和 税收 有 关 的 加 权 比 例 等 问题 ; 

第 七 ， 盘 不 足 :由 两 设 答案 求解 二 元 问题 的 一 类 特殊 算法 ; 

第 八 , 方程 ， 线 性 方程 组 问题 ， 


四 ”实际 上 在 刘 敬 的 分 类 体系 中 , 未曾 将 数学 著作 单独 列 出 ,前 述 许 商 、 杜 忠 
的 《算术 》， 可 能 都 不 是 今日 意义 上 的 “算术 ”。 
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第 九 ， 勾 股 : 勾 股 定理 及 其 应 用 。 


re 


站 
马 


更 ) 世 全 


义 | | 全 
让 有 
府 Lt 
-一 五 
自 | 邱 检 3 
| 十 十 克 | 
二 本 : | 
步 苏 | 得 | 
并 夫 态 ; 微 ， 
十 从 田 Fs 时 二 | 
-多 | ， 终 - 又 | 注 | 下。 
中 何 | | 何 填 |。 芷 : 引 二 
入 涪 呈 EE 


南宋 本 《 九 章 算 经 》 卷 一 之 首 〈 采 自 《 宋 刻 算 经 六 种 沁 
注释 与 版 本 
《 九 章 算术 》 成 书后 ,历代 都 有 学 者 研习 , 见 诸 史 籍 者 就 有 
东汉 的 马 续 、 郑玄 、 刘 洪 、 徐 后 ,三 国 的 闹 泽 、 陈 炽 、 刘 微 ， 南 
北朝 的 祖冲之 、 查 弯 ， 唐 代 的 李 淳 风 、 李 籍 ， 北 宋 的 页 宪 ， 南 
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宋 的 杨辉 ， 清 代 的 戴震 (1723 一 1777 年 )、 李 满 〈? 一 1812 
年 ) 等 人 。 对 《 九 章 算术 》 的 注释 ， 则 以 刘 徽 的 质量 最 高 影响 
最 大 ， 刘 微 前 后 诸 家 的 注释 差不多 都 已 失传 。 后 来 李 淳 风 奉 救 
整理 “ 算 经 十 书 ”， 就 以 刘 徽 注 本 为 底 本 。 现 今 传世 的 《 九 章 算 
术 》 就 由 本 文 、 刘 徽 注 和 李 淳 风 注 三 部 分 所 组 成 。 李 淳 风 又 将 
《 九 章 算 术 》 改 为 《 九 章 算 经 》， 直 到 清 代 中 叶 才 被 恢复 过 来 。 

现 传 《 九 章 算 术 》 有 十 几 个 不 同 的 版 本 ， 其 中 最 有 价值 的 
是 南宋 鲍 瀚 之 刻本 ， 可 惜 仅 存 前 五 章 ， 现 藏 上 海 图 书馆 ， 为 海 
内 外 孤本 。1774 年 戴震 从 明代 《永乐 大 典 》 中 辑录 出 完整 的 
《 九 章 算术 》， 从 此 有 了 更 多 的 版 本 ， 影 响 较 大 的 有 《四 库 全 
书 》 本 、 武 英 典 聚 珍 版 本 、 微 波 榭 《 算 经 十 书 》 本 ， 以 及 李 满 
的 《 九 章 算术 细 草 图 说 》。 z 

成 就 与 影响 

《 九 章 算 术 》 在 整数 论 、 分 数论 、 比 例 算法 、 开 平方 和 开 立 
方 、 面 积 和 体积 、 鳃 不 足 算法 、 线 性 方程 组 解法 、 正 负数 概念 
及 加 减法 则 、 勾 股 定理 的 应 用 等 方面 都 取得 了 当时 世界 领先 的 
成 就 ， 对 中 国 古 代数 学 的 格局 产生 了 决定 性 的 影响 。 汉 代 以 后 
的 中 国 算 家 ， 几 乎 是 言 必 称 《 九 章 》。 刘 徽 以 给 《 九 章 算术 》 作 
注 的 形式 完善 了 中 国 古 代数 学 的 理论 体系 ， 贾 宪 、 杨 辉 、 秦 九 
韶 、 吴 敬 、 程 大 位 等 人 则 按 《 九 章 算术 》 的 模式 从 事 著 述 .。《 九 
章 算 术 》 的 体例 、 方 法 以 及 术语 ， 成 了 近 两 千年 来 中 算 家 这 一 
“学 术 共 同体 ”(Academic community) 所 尊 奉 的 规范 ， 中 国 古 
代数 学 中 的 绝 大 多 数 成 果 , 都 可 以 在 《 九 章 算 术 》 中 找到 源头 。 


@ 参阅 郭 书 春 《关于 〈 九 章 算术 的 版 本 》,《 数 理化 信息 》( 二 )， 辽 宁 教 育 
出 版 社 ，1987 年 。 
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(三 ) 汉 唐 算 书 

经 过 汉 唐 一 千 多 年 来 的 发 展 ,中 国 古 代数 学 业已 蔚然 大 观 ， 
其 著作 则 以 “ 算 经 十 书 ” 为 代表 。 隋 唐 两 代 在 国子监 内 设 算 学 
馆 ， 科 举 考试 中 也 增设 了 明 算 科 。 唐 高 宗 时 ， 太 史 令 李 淳 风 与 
国子监 博士 梁 述 、 太 学 助教 王 真 儒 等 受 诏 注释 十 部 算 经 ， 书 成 
后 令 国 学 行 用 。 这 十 部 算 经 就 是 : 《 半 租 算 经 )》、《 九 章 算 经 》、 
《海岛 算 经 》《 孙 子 算 经 》《 夏 候 阳 算 经 》《 张 丘 建 算 经 》《 绥 
术 》、《 五 曹 算 经 》、《 五 经 算术 》 和 《 缉 古 算 经 》。 

以 上 十 部 算 经 ， 至 北宋 已 非 完 壁 。 元 丰 七 年 (1084 年 ) 秘 
书 省 刊刻 唐 代 立 于 学 官 的 算 经 ， 其 时 《级 术 》 早 已 亡 佚 , 《夏侯 
阳 算 经 》 亦 非 原本 。 到 了 南宁 嘉定 六 年 (1213 年 ), 鲍 潮 之 翻 刻 
北宋 所 刻 算 经 时 ， 则 将 《 数 术 记 遗 》 一 道 付 刻 ， 用 以 替代 失传 
的 《 缀 术 》， 这 样 仍然 是 十 部 算 经 . 下面 就 对 《 九 章 算 术 》 之 外 
的 另外 九 部 著作 逐一 加 以 介绍 。 

《 周 秤 算 经 ) 

原名 《 周 体 》 作者 不 详 ， 书 分 上 、 下 二 卷 , 约 写 成 于 公元 
前 1 世纪 ， 但 其 中 有 更 早期 的 内 容 。 主 要 闻 述 西汉 天 文学 家 的 
盖 天 说 和 四 分 历法 ， 也 有 相当 丰富 的 数学 知识 ， 具 体 体 现在 复 
杂 的 分 数 运算 , 一 般 的 色 股 定理 以 及 重 差 术 这 三 个 方面 。 赵 爽 、 
最 弯 和 李 淳 风 都 曾 为 之 作 注 。 

《海岛 算 经 》 

原 为 刘 徽 附 于 《 九 章 算术 》 之 后 的 ( 重 差 》, 李 淳 风 将 其 独立 
出 来 并 作为 “ 算 经 十 书 ” 之 一 种 , 因 其 首 题 是 关于 测量 海岛 之 高 
远 的 问题 , 故 名 ,全 书 由 九 道 测 量 问 题 所 组 成 ,其 中 “二 望 ” 三 间 、 
三 望 ?四 问 “ 四 望 ? 一 问 , 是 中 国 古 代 重 差 术 的 代表 作 。 

《孙子 算 经 》 
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共 3 卷 、 作 者 不 详 、 大 约 完 成 于 公元 400 年 前 后 , 但 传 本 
《朱子 算 经 》 中 有 后 人 算 改 附加 的 内 容 。 上 卷 叙 述 筹 算 记 数 制度 
和 乘除 法 则 . 中 卷 说 明 分 数 和 开平 方 算法 ， 下 卷 包括 一 些 复杂 
的 应 用 问题 。 其 最 著名 者 为 下 卷 之 “ 物 不 知 数 ” 题 ， 书 中 提示 
的 解法 被 后 世 学 者 推广 成 系统 的 一 次 同 余 式 组 解法 .其 理论 依 
据 被 史家 称 为 “中 国 剩余 定理 ”或 “孙子 定理 ”。 

《夏侯 阳 算 经 》 

唐 代 芯 于 学 官 的 4 夏侯 阳 算 经 》 早 已 亡 佚 ,北宋 刻 书 时 以 唐 
代 中 叶 的 一 本 实用 算术 书 胃 名 顶替 ,作者 可 能 是 韩 延 。 该 书 共 3 
卷 , 内 中 记载 7- 相当 多 的 捷 算 方 法 并 对 十 进 小 数 进行 了 推广 。 

《 张 丘 建 算 经 》 

公元 5 世纪 张 丘 建 所 扎 ， 成 书 在 《孙子 算 经 》 和 《 夏 使 阳 
算 经 》 之 后 ， 具 3 卷 。 主 要 成 就 有 : 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 
的 应 用 、 等 差 级 数 、 开 带 从 平方 和 不 定 方程 ， 著 名 的 “ 百 鸡 问 
题 ” 即 出 于 此 书 . 传 本 《 张 丘 建 算 经 》》 中 有 村 弯 和 李 淳 风 的 注 ， 
以 及 唐 代 算 学 博士 刘 孝 和 队 的 细 草 。 

《五 曹 算 经 》 

北周 对 弯 扎 . 共 5 卷 . 各 卷 标题 分 别 是 田 曹 、 兵 曹 、 集 曹 、 
仓 草 、 金 草 ， 故 总 名 《五 曹 》， 是 一 部 为 地 方 行 政 官 员 编 写 的 实 
用 算术 书 。 

《五 经 算术 》 

杜 弯 扎 , 2 卷 。 书 中 对 儒家 经 典 及 古代 经 师 的 注解 中 所 涉及 
的 数字 问题 进行 解释 , 数学 内 容 不 深 , 但 对 解读 经 文 有 所 神 益 ， 
是 研究 中 国 古 代数 学 与 经 学 之 关系 的 最 好 材料 。 

《 数 术 记 遗 》 

卷首 题 “ 汉 徐 舌 扎 、 北 周 汉中 和 郡 守 、 前 司 隶 臣 桔 弯 注 >， 但 
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有 人 认为 实 乃 甄 弯 托 名 所 作 。. 书 中 介绍 了 三 种 大 数 进位 法 和 
14 种 记 数 法 ， 后 者 反映 了 对 筹 算 方法 进行 了 改革 的 历史 情况 。 

《 缉 古 算 经 》 

原名 《 缉 古 算术 》， 王 孝 通 扎 并 自 注 , 李 浏 风 改 称 《 缉 古 算 
经 》。 王 孝 通 对 此 作 自 视频 高 ， 其 《上 缉 古 算术 表 》 中 称 :“ 请 
访 能 算 之 人 考 论 得 失 , 如 有 排 其 一 字 , 臣 欲 谢 以 千金 .” 全 书 不 
分 卷 ，20 个 问题 大 部 分 用 高 次 方程 求解 ,是 现存 最 早 介 绍 开 带 
从 立方 的 书籍 ， 在 多 面体 求 积 方面 亦 有 创新 。 

其 他 汉 唐 算 书 

汉 唐 算 书 中 还 有 两 部 值得 一 提 , 它们 都 是 南北 朝 时 的 作品 : 
一 个 就 是 祖冲之 父子 的 《 缀 术 》, 另 一 个 是 董 泉 的 《三 等 数 》。 二 
书 毕 为 唐 代 算 学 馆 的 教科 书 ,《 绥 术 》 在 所 有 算 书 中 限 习 时 间 最 
长 ， 可 见 内 容 相 当 艰 深 ， 可 惜 它们 都 已 失传 了 。 

汉 唐 算 书 当然 不 止 这 12 部 , 《新 唐 书 艺文志》 之 “ 历 算 
类 ”中 就 列 有 信和 都 芳 《 黄 钟 算法 》、 刘 禧 《 九 章 杂 算 文 ;、 阴 景 
恰 《 七 经 算术 通 义 》、 江 本 《一 位 算法 》、 陈 从 运 《 得 一 算 经 》、 
张 遂 《心机 算术 括 》 等 多 部 算 书 。 另 外 ， 敦 煌 卷子 中 还 有 几 部 
唐 代 算 书 的 残 卷 ,% 其 内 容 多 可 与 《孙子 算 经 从 《 张 丘 建 算 经 人 
《 数 术 记 遗 》 等 南北 朝 的 数学 著作 相互 印证 。 


(四 ) 宋 元 算 书 
宋 、 元 两 朝 是 中 国 古 代数 学 最 辉煌 的 时 代 , 特别 是 13 世纪 


fd 此 说 与 今 本 《夏侯 阳 算 经 》 为 唐人 著作 之 说 均 从 钱 宝 琼 ,参见 钱 校 《 算 经 
十 书 》 下 册 ， 第 531 、551--553 页 ， 

@ 编号 P. 2667，S. 0930，P. 3349，S. 0019，S. 5779 ， 其 中 后 三 种 为 同一 书 ， 
参阅 王 重 民 《敦煌 遗书 总 目 索 引 》， 中 华 书 局 ，1962 年 第 一 版 。 
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下 半 时 ， 在 短 短 的 几 十 年 时 间 里 ， 就 出 现 了 李 冶 、 秦 九 韶 、 扬 
辉 、 朱 世 杰 等 四 位 伟大 的 数学 家 。 宋 元 算 书 中 的 精品 实际 上 就 
是 这 四 大 名 家 的 代表 作 。 

《 数 书 九 章 》 

秦 九 韶 著 ,成书 于 1247 年 。 全书 81 题 ， 分 为 大 衍 、 天 时 、 
田 域 、 测 望 、 赋 役 、 钱 谷 、 营 建 、 军 旅 和 市 易 九 大 类 ， 一 类 为 
一 卷 。 据 考 此 书 原名 《 数 术 大 略 》 后 被 人 易 名 《数学 九 章 》 或 
《 数 书 九 章 》， 卷 数 亦 有 变动 。 因 为 清 代 几 种 流行 的 版 本 都 以 
《 数 书 九 章 》 为 名 ， 其 原名 几乎 被 人 遗忘 .@ 该 书 在 写作 体例 和 
选用 题材 方面 都 继承 了 《 九 章 算术 》 的 传统 ， 但 是 中 国 古 算 构 
造 性 和 机 械 化 的 特色 得 到 了 更 为 突出 的 体现 ， 其 代表 成 果 是 关 
于 一 次 同 余 式 组 解法 的 大 衍 求 一 术 和 关于 高 次 方程 数值 解 的 增 
乘 开 方法 ， 这 两 项 工作 都 远 远 地 走 在 世界 前 列 。 此 外 ，、 在 线性 
方程 组 、 统 计 思 想 、 几 何 与 测量 等 方面 ,作者 也 都 有 新 的 创 获 。 

《 测 较 海 镜 》 与 《 益 古 演 段 》 

一 书 都 是 李 冶 阐述 天 元 术 的 著作 。《 测 圆 海 镜 》12 卷 , 著 于 
1248 年 , 原名 《 测 圆 海 镜 细 草 》 该 书卷 首 绘 出 “ 圆 城 图 式 ”, 即 
围绕 着 一 座 圆 形 城池 的 测量 问题 所 展开 的 各 种 几何 关系 ， 书 中 
的 170 个 问题 都 与 这 幅 图 形 有 关 。 首 卷 “识别 杂 记 ”692 条 , 逐 
一 列举 勾 股 形 各 边 及 其 和 、 较 、 积 与 圆 的 关系 ， 每 一 条 相当 一 
个 几何 定理 ， 因 而 此 书 含有 丰富 的 几何 学 内 容 并 具有 演绎 推理 
的 倾 问 ， 这 在 中 国 古 代数 学 著作 中 是 绝无仅有 的 。 但 是 作者 的 


一 一 一 


@ 参阅 杜 石 然 《 中 国 上 右 代 数学 名 著 简 介 》, 《中国 古 代 科技 成 就 》, 中 国 青年 出 
版 社 ，1978 年 第 -- 版 ， 第 66---72 页 ， 

加 ”参阅 李 迪 《 ( 数 书 九 章 ) 流传 考 ), 《 素 九 韶 与 〈 数 书 九 章 )》， 北 京师 范 大 
学 出 版 社 ，1987 年 第 一 版 ， 第 43 一 58 页 ， 
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主要 目的 还 是 借助 于 各 种 几何 关系 来 建立 高 次 方程 ,从 而 全 面 、 
系统 地 介绍 天 元 术 的 理论 和 算法 .《 测 圆 海 镜 》 是 中 国 数学 史上 
流传 下 来 的 最 早 详尽 论述 天 元 术 的 著作 。 李 治 对 此 书 极为 重视 ， 
临终 前 曾 对 其 子 说道 :“ 看 平生 著述 , 死 后 可 尽 烤 去 ; 独 《 测 俩 
海 镜 》 一 书 ， 虽 九 九 小 数 , 吾 尝 精 思 致 力 盐 ,后 世 必 有 知 者 ， 庶 
可 布 广 垂 永 乎 ?” 

《 益 古 演 段 》3 卷 ， 作 于 1259 年 ， 该 书 在 蒋 周 所 扎 《 益 古 
集 》 的 基础 上 ,“ 再 为 移 补 条 段 ， 细 绣 图 式 ， 使 粗 知 十 百 者 ， 便 
得 入 室 咯 其 文 ?. 由 是 一 部 普及 天 元 术 的 著作 。 

《详解 九 童 算法 》 与 《杨辉 算法 》 

《详解 九 章 算法 》1i2 卷 ,作者 杨辉 ,成 于 1261 年 , 现 已 残缺 
不 全 。 根 据 杨 辉 自 序 可 知 ,该 书 除 从 《 九 章 算术 》 中 取出 80 问 加 
以 详解 外 ,又 另 增 “图 ”“ 习 除 ”"“ 篆 类 ?3 卷 。 书 中 保存 了 许多 珍 
贵 的 数学 史料 ,例如 页 宪 的 “ 开 方 作法 本 源 ” 图 就 被 少 广 章 所 引 
用 。 在 著作 体例 上 ,作者 引入 了 图 、 草 和 “ 比 类 ”等 内 容 。“ 比 类 ” 
系 相 对 于 “ 古 间 ”而 言 ,其 中 不 乏 作 者 的 创造 ,如 商 功 章 中 以 方 
亭 . 方 锥 、 拨 堵 . 攻 有 里 、 刍 蔡 、 刍 童 等 立体 “ 比 类 ?于 各 种 堆 翅 , 在 高 
阶 等 差 级 数 的 研究 史上 留 下 了 光辉 的 一 页 。 

《杨辉 算法 》 是 杨辉 后 期 三 部 数学 著作 的 合 称 :《 乘 除 通 变 
本 末 》3 卷 ， 原 名 《乘除 通 变 算 宝 》， 著 于 1274 年 ;《 了 田亩 比 类 
乘除 捷 法 》2 卷 , 著 于 1275 年 ;《 续 古 摘 奇 算法 》2 卷 , 著 于 1275 
年 。 前 两 书包 括 许多 实用 算法 ， 后 书 中 有 各 类 纵横 图 并 讨论 了 
若干 图 的 构成 规律 。 

杨辉 的 另 一 部 著作 《日 用 算法 》2 卷 ， 著 于 1262 年, 今 已 


电 【元 ] 李 痢 《 益 古 演 段 》 自序 ， 知 不 足 帝 处 书本 ， 赣 隆 年 间 。 
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失传 。 

《 算 学 启蒙 》 与 《四 元 玉 鉴 》 

二 书 皆 为 朱 世 杰 所 撰 .《 算 学 启蒙 》3 卷 ， 写 成 于 1299 年。 
全 书 共 259 问 , 分 为 20 门 , 从 乘除 口诀 开始 , 包括 面积 、 体 积 、 
比例 、 开 方 、 高 次 方程 ， 由 浅 入 深 ， 循 序 浙 进 。 确 是 一 部 很 好 
的 数学 启蒙 读本 。 

《四 元 玉 鉴 》3 卷 , 著 于 1303 年 , 是 朱 世 杰 的 名 山 之 作 。 全 
书 共 288 间 ， 分 为 24 门 。 书 中 用 “天 ”、“ 地 ” “人 ”、“ 物 ”四 
字 代 表 四 个 未 知 数 ， 系 统 地 介绍 了 二 元 、 三 元 、 四 元 高 次 方程 
组 的 布 列 和 和 解法。 解法 的 关键 是 消 元 ， 将 多 元 高 次 方程 组 化 成 
一 元 高 次 方程 ,然后 应 用 增 乘 开 方 法 来 解 .《 四 元 玉 鉴 》 中 的 另 
一 杰出 成 就 是 埃 积 招 差 术 。 井 积 即 高 阶 等 差 级 数 求 和 ， 招 差 即 
高 次 内 插 法 ， 在 这 两 方面 作者 都 得 到 了 相当 一 般 的 结果 ， 比 西 
方 同类 工作 要 早出 400 年 以 上 。 

其 他 宋 元 算 书 

除了 上 述 四 大 名 家 的 著作 之 外 ， 宁 元 时 代 还 有 许多 重要 的 
算 书 。 对 于 增 乘 开 方 法 的 完善 起 过 作用 的 ， 有 佚名 的 《 释 锁 算 
书 》、 贾 宪 的 《黄帝 九 章 算 法 细 草 》、 刘 益 的 《 议 古 根源 》 等 ; 对 
天 元 术 直 到 四 元 术 的 演化 发 展 产 生 过 影响 的 ， 可 以 举 出 蒋 周 的 
《 益 古 集 》、 李 文 一 的 《 照 胆 》、 石 信道 的 《 铃 经 》、 刘 汝 谐 的 
《如 积 释 锁 》、 李 短 载 的 《两 仪 群英 集 到 》、 刘 大 鉴 的 《乾坤 括 
囊 》 等 。 在 《 宋 史 。 艺 文 志 》《 尝 文 总 目 》 以 及 其 他 一 些 书 目 
中 ， 可 以 辑录 出 一 份 很 长 的 书 单 ， 其 知名 者 有 和 蒋 疆 元 的 《应 用 
算法 》、 曹 唐 的 《 曹 唐 算法 》、 韩 公 廉 的 《 九 章 勾 股 测验 浑 天 
书 》、 杨 云 翼 的 《 勾 股 机 要 》、 丁 巨 的 《 丁 巨 算法 》、 贾 亭 的 《 算 
法 全 能 集 》、 陈 尚德 的 《 石 塘 算 书 》、 绢 丝 的 《 算 经 图 解 》、 安 止 
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高 、 何 平子 的 《 详 明 算 法 》、 谢 察 微 的 《发 蒙 算 经 》、 杨 鉴 的 
《 明 微 算 经 》 佚名 的 有 《 透 帘 细 草 》、《 锦 宫 启 源 》、《 辨 古 通 
源 》 《指南 算法 》、《 谢 经 算术 》 等 。 此 外 ， 这 一 时 期 还 有 一 些 
虽然 不 是 专门 的 算 书 ,但 其 中 有 相当 多 数学 内 容 的 著作 、 例 如 
沈 括 的 《 梦 溪 笔谈 》、 沈 立 的 《 河 防 通 议 》、 刘 瑾 的 《 律 虽 成 
书 》 赵 友 钦 的 《 革 象 新 书 》 等 .2 


(五 ) 明代 算 书 


明代 数学 式微 ， 明 人 所 扎 算 书 也 少 有 新 意 ， 唯 有 朱 载 博 的 
工作 是 个 例外 ,但 从 历史 的 角度 来 看 ， 吴 敬 、 王 文 素 和 程 大 位 
的 著作 也 有 一 定 意 义 ， 即使 是 顾 应 祥 等 人 的 作品 ， 就 其 维系 中 
国 古 算 一 线 不 绝 的 作用 来 说 也 还 是 值得 一 提 的 。 

《 九 童 算法 比 类 大 全 》 

吴 敬 接 ， 成 于 1450 年 ， 书 共 10 卷 ， 前 9 卷 对 应 《 九 章 算 
术 》 各 章 。 每 卷 先 自 杨 辉 《 详 解 九 章 算 法 》 等 书 引出 数 道 “ 古 
问 ”， 后 面 则 以 应 用 问题 进行 “ 比 类 ”。 末 卷 专 论 开 方 ， 所 用 方 
法 为 北宋 早期 的 立成 释 锁 法 。 书 中 提 到 了 算盘 并 给 出 了 珠算 加 
减法 口诀 。 在 宋 版 《 九 章 算术 》 几乎 失传 的 情况 下 ， 吴 敬 的 这 
本 书 是 后 人 了 解 汉 唐 数 学 知识 的 重要 文献 。 

《 通 证 古今 算 学 宝 鉴 》 

王 文 素 扎 , 共 42 卷 ， 前 30 卷 完 成 于 1513 年 ， 后 12 卷 完 
成 于 1522 年 。 全书 内 容 丰 富 , 结构 严整 。 作 者 遍 采 众 家 ， 收 罗 
各 类 算 题 1000 余 道 ， 又 仿照 杨辉 、 吴 敬 的 方式 予以 比 类 ,并 在 
关键 处 给 出 目 己 的 评述 , 书 中 也 提 到 算盘 和 珠算 算法 。 此外, 作 


中 参阅 李 仇 《十 三 ,十 四 志 纪 中 国民 间 数 学 》， 科学 出 版 社 ,1957 年 第 一 版 。 
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者 在 曲 边 形 面积 、 圆 的 有 关 命题 、 勾 股 算术 ， 以 及 纵横 图 等 方 
面 均 有 所 发 挥 。 

吴 敬 与 王 文 素 的 书 今 已 罕见 。 

《 律 学 新 说 》、《 律 吕 精 义 》 和 【《 算 学 新 书 》 

三 书 均 为 朱 载 博 所 撰 。《 律 学 新 说 》4 卷 , 作者 序 于 1584 年 。 
《 律 吕 精 义 》20 卷 , 序 于 1596 年 。《 算 学 新 书 》1 卷 ，1603 年 刻 
竣 。 、 

前 两 本 书 的 主要 贡献 在 于 阐述 作者 所 创 十 二 平均 律 的 理 
论 , 其 数学 意义 是 通过 25 位 数字 的 四 则 与 开 方 运算 , 显示 了 当 
时 的 数学 从 筹 算 过 渡 到 珠算 之 后 ， 仍 然 承继 了 程序 化 与 算法 化 
的 传统 .《 律 学 新 说 》 中 还 探讨 了 级 、 横 两 种 “ 乘 律 ” 尺 的 数量 
关系 ， 相 当 于 九 、 十 两 种 不 同 进位 制 小 数 之 间 的 换算 关系 ， 其 
算 理 与 现代 数论 中 的 结果 完全 一 致 . 

《 算 学 新 书 》 具体 前 述 了 用 算盘 进行 高 位 开 方 运算 的 程序 ， 
书 中 说 :“ 几 学 开 方 ， 须 造 大 算盘 , 长 九 九 八 十 一 位 ， 共 五 百 六 
十 七 子 ”, 可 见 作 者 处 理 的 数据 之 庞大 。 论 及 十 二 平均 律 的 计算 
时 ， 书 中 还 应 用 了 指数 定律 和 等 比 数列 的 知识 。 

朱 载 博 还 有 《 嘉 量 算 经 》、《 圆 方 勾 股 图 解 》 等 书 ， 内 容 则 . 
与 上 述 作品 多 有 重复 。 

《算法 统 宗 》 与 《算法 菇 要 》 

《算法 统 宗 》17 卷 ,， 程 大 位 扎 , 成 干 1592 年 。 作 者 自序 称 
此 书 “ 参 会 诸 家 之 说 ， 附 以 一 得 之 轧 ， 臭 集成 编 ", 全 书 592 题 
大 多 摘 日 各 家 算 书 。 前 两 卷 介 绍 基 础 知识 ， 包 括 珠算 口 识 ;中 
间 部 分 对 应 《 九 章 算 术 》 各 章 ， 但 解 题 均 用 珠算 ; 后 五 卷 是 以 
诗歌 形式 表达 的 “难题 ”和 和 不 好 归 类 的 “ 杂 法 ”。 书 末 还 附 有 一 
个 “ 算 经 源流 ”, 著录 了 北宋 元 丰 七 年 (1084 年 ) 以 来 的 数学 刻 
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本 51 种 。 该 书 的 出 版 刚好 适应 了 明代 商业 繁荣 的 社会 需要 , 因 
此 得 以 广泛 和 久远 的 流 播 。 明 、 清 两 代 被 一 再 刊刻 ， 并 流传 到 
日 本 、 朝 鲜 、 东 南亚 各 国 。1598 年 ， 程 大 位 对 《算法 统 宗 》 删 
繁 揭 要 ， 遂 有 答 编 本 《算法 繁 要 》4 卷 问世 。 

其 他 明代 算 书 

现今 所 知 最 早 的 明代 算 书 ， 大 概 是 严 恭 于 1372 年 撰 成 的 
《 通 原 算法 》， 原 书 已 经 失传 ， 但 从 《永乐 大 典 》 等 书 中 可 以 辑 
出 它 的 大 部 分 内 容 。 今 有 刻本 的 明代 中 期 算 书 有 顾 应 祥 的 《 勾 
股 算术 》(1533 年 )、《 测 图 海 镜 分 类 释 术 》(1550 年 )、《 弧 矢 算 
术 》 (1552 年 )、《 测 问 算 术 》 (1553 年 )， 唐 顺 之 的 《 勾 股 六 
论 》, 周 述 学 的 《神道 大 编 历 宗 算 会 》(1558 年 ), 它们 可 以 说 是 
筹 算 系 统 数学 著作 的 磺 军 了 。 介 绍 珠 算 的 刻本 ， 重 要 的 还 有 徐 
心 鲁 的 《 盘 珠算 法 》(1573 年 )、 柯 尚 迁 的 《数学 通 轨 》 (1578 
年 )、 黄 肤 云 ( 即 龙 吟 ) 的 《算法 指南 》(1604 年 ) 等 。 

在 王 文 素 《 通 证 古今 算 学 宝 鉴 》 和 程 大 位 《算法 统 宗 》 二 
书 中 ， 都 著录 了 许多 现 已 失传 的 明代 算 书 ， 如 夏 源 泽 的 《指明 
算法 》、 许 荣 的 《 九 章 详 注 算法 》 和 《 九 章 袖 中 锦 》、 金 来 明 的 
《启蒙 算 集 》、 刘 仕 隆 的 《 九 章 通明 算法 》、 郑 高 异 的 《启蒙 发 明 
算法 》、 马 杰 的 《改正 算法 》、 杨 溥 的 《 算 林 拔 葵 》、 朱 元 清 的 
《 庸 章 算法 》 等 。 在 各 种 私人 藏书 目录 中 , 也 可 以 找到 大 量 现 已 
亡 佚 了 的 明代 算 书 。 

至 于 西学 传 入 之 后 出 现 的 众多 译 书 以 及 与 西方 数学 有 关 的 
著作 ， 这 里 就 不 于 介绍 了 。 


(六 ) 清 代 算 书 
清 代 算 书 汗 牛 充 栋 ， 数 学 史家 李 全 〈1892 一 1963 年 ) 毕生 
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搜罗 , 得 中 算 著作 家 600 余人 ,著作 1000 余 种 .@ 由 于 不 断 有 新 
的 材料 被 发 现 , 清 代 到 底 有 多 少 中 算 书 是 很 难 统计 的 ,下面 介绍 
的 , 仅 限 于 儿 位 影响 较 大 的 数学 家 的 作品 ,其 中 多 为 著作 集 。 

《 梅 氏 丛书 辑 要 》 

这 是 梅 文 易 的 天 文 、 数 学 著作 集 ， 共 25 种 62 卷 ， 其 中 最 
后 两 种 是 梅 文 鼎 的 孙子 梅 球 成 (1681 一 1763 年 ) 的 作品 。 该 书 
由 梅 球 成 率 其 族人 整理 , 于 1759 年 以 承 学 党 名 义 首次 刊行 , 在 
清 代 广 为 流行 ， 有 许多 不 同 的 刊本 。 集 中 收 有 梅 文 易 的 数学 著 
作 13 种 。 它 们 是 :《 笔 算 》5 卷 、《 筹 算 》2 卷 、《 度 算 释 例 》2 
卷 、《 少 广 拾遗 》1 卷 、《 方 程 论 》6 卷 、《 勾 股 举 隅 》1 卷 《 几 何 
通 解 》1 卷 《( 平 三 角 举 要 》5 卷 《 方 圆 容积 》1 卷 《 几何 补 编 》4 
卷 《 弧 三 角 举 要 》5 卷 《 环 中 乘 尺 》5 卷 《 生 堵 测量 》2 卷 ， 

《方程 论 》 是 梅 文 鼎 的 第 一 部 数学 著作 , 他 在 没有 见 到 《 九 
章 算术 》 方 程 章 的 情况 下 ， 通 过 明代 数学 家 的 著作 对 线性 方程 
组 进行 研究 ; 在 书 中 .他 还 提出 了 把 传统 的 “ 九 数 ” 分 别 纳 入 
“算术 ”和 “ 量 法 ”这 两 大 分 支 的 数学 分 类 思想 。《 勾 股 举 隅 》 中 
用 出 入 相 补 原理 证 明了 勾 股 定理 和 各 种 勾 股 和 较 公式 ， 其 中 四 
个 公式 为 梅 氏 首创 , 对 勾 股 定理 的 证 明 则 暗合 刘 徽 原意 。&《 几 何 
通 解 》 旨 在 说 明 他 所 提倡 的 “几何 即 勾 股 论 ”。¢ 方 圆 短 积 》 中 
对 球体 积 公式 的 推导 涉及 到 旋转 体 与 其 重心 的 关系 ， 梅 氏 所 用 
的 模型 启发 了 后 来 徐 有 王 的 工作 。《 几 何 补 编 》 中 有 许多 梅 氏 独 
立 钻研 立体 几何 的 结果 ， 例 如 正 多 面体 、 半 正 多 面体 ， 以 及 它 
们 与 球体 的 关系 。《 平 三 角 举 要 》 和 《 弧 三 角 举 要 》 是 中 国 第 一 


QD 参阅 李 伍 《近代 中 算 著述 记 》,《 中 算 史 论 从 》, 第 二 集 , 中 国 科 学 院 ,1954 年 
第 一 -版 ,第 103 一 301 页 。 
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套 三 角 学 教科 书 ， 两 书 循序 渐进 ， 由 定义 到 公式 和 定理 ， 由 平 
面 到 球面 ， 并 加 以 算 例 说 明 。《 环 中 乘 尺 》 则 借助 投影 原理 建立 
球面 三 角 的 图 解法 。《 牌 堵 测 量 》 利 用 多 面体 模型 来 显示 天 体 在 
不 同 球面 坐标 中 的 关系 ， 并 对 郭守敬 等 人 在 《授时 历 》 中 创造 
的 “ 黄 赤 相 求 法 ”作出 了 三 角 学 诠释 。 

《 畴 人 传 》 对 梅 氏 著作 的 评价 是 ,“ 其 论 算 之 文 务 在 显明 , 不 
套 芝 拙 、 往 往 以 平易 之 语 ， 解 极 难 之 法 ， 浅 近 之 言 ， 达 至 深 之 
理 . 使 读 其 书 不 待 详 求 而 义 可 晓 然 。” 这 就 是 《 梅 氏 从 书 辑 要 》 
得 以 广泛 传播 的 原因 ， 

《 荐 园 密 率 捷 法 》 

明 安 图 撰 。 此 书 在 明 安 图 生前 尚未 定稿 ， 他 临终 前 嘱托 门 
人 陈 际 新 等 人 算 校 。 上 后 者 于 1774 年 整理 成 书 4 卷 , 遂 后 有 几 个 
抄本 在 数学 家 中 流传 , 但 是 直到 1839 年 此 书 才 正式 付 刻 , 清 代 
共有 四 个 不 同 的 刻本 ， 

《 荐 贺 密 率 捷 法 》 是 清 代 数学 家 人 研究 无 穷 竹 级 数 的 开篇 之 
作 。 首 卷 列 出 了 九 个 无 穷 级 数 公 式 ， 其 中 前 三 个 为 法 国 传教 士 
杜 德 美 (P. Jartoux，1668- 一 1720 年 ) 所 介绍 之 西方 成 果 ， 后 
六 个 则 是 明 安 图 所 创 ， 清 代 有 人 笼统 地 称 为 “杜氏 九 术 ”是 不 
对 的 。 后 面 3 卷 主要 阐述 了 九 个 公式 的 来 源 ， 作 者 所 用 的 “ 制 
圆 连 比例 法 ”, 系 在 圆 内 构造 一 系列 连 比例 关系 , 然后 加 以 整理 
得 到 一 串 级 数 。 书 中 也 引入 了 由 已 知 函 数 的 展开 式 求 其 反 函 数 
展开 式 的 方法 ， 后 来 被 人 称 为 “级 数 回 求 术 ”。 

《 衡 斋 算 学 》 

《 衡 帝 算 学 》 是 汪 莱 的 数学 著作 和 集 ， 共 有 7 卷 , 著 于 不 同时 
期 : 首 卷 撰 于 1796 年 ， 末 卷 撰 于 1804 年 。 第 一 个 完整 的 刊本 
出 现在 站 庆 年 间 ,比较 流行 的 刊本 则 是 汪 药 弟子 夏粮 于 1854 年 
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刻印 的 《 衡 裔 算 学 遗书 》 合 刻本 (包括 《 衡 裔 遗书 》9 卷 ) 。 

第 一 卷 和 第 四 卷 之 前 半 部 是 关于 球面 三 角 的 ， 作 者 特别 感 
兴趣 的 是 球面 三 角形 存在 唯一 解 的 条 件 问题 ， 这 种 对 解 的 存在 
性 和 唯一 性 的 关注 贯穿 了 他 数学 研究 的 全 过 程 。 第 二 卷 专门 讨 
论 已 知 勾 股 积 与 勾 弦 和 求 其 他 元 素 的 勾 股 和 较 问 题 ， 作 者 指出 
梅 于 成 的 三 次 方程 解法 可 能 出 现 两 个 根 ， 因 此 他 又 提出 了 一 
可 避免 这 一 结果 的 新 解法 。 在 第 五 卷 中 ， 汪 氏 列 出 三 次 以 下 的 
各 类 方程 9% 个 , 逐一 讨论 其 是 否 仅 有 一 个 根 ; 此 外 他 还 就 一 类 
三 次 方程 讨论 ME 全 出 了 韦 达 (F. Vieta ,1540 一 
1603 年 ) 定理 的 一 个 特例 。 第 七 卷 进 一 步 总 结 了 他 在 方程 论 领 
域 的 研究 成 果 , 给 出 了 - 的 一 px" 十 q 一 0 (mn 上 月 
均 为 正 整 数 ，p、4 均 为 正 数 ) 存在 正 根 的 充分 条 件 。 第 五 、 六 
两 卷 是 关于 割 圆 问题 的 .第 四 卷 的 后 半 部 名 为 “ 递 兼 数理 ”， 其 
中 明确 地 给 出 了 组 合 (Combination) 的 定义 并 讨论 了 组 合 数 与 
古代 霹 积 公式 的 关系 。 

江 莱 还 有 一 本 名 为 《会 两 算 经 》 的 作品 ， 是 关于 非 十 进 制 
的 理论 和 算法 的 ， 收 入 在 《 衡 高 遗书 》 之 中 ， 

《 李 氏 遗书 》 

《 李 氏 遗书 》 是 李 锐 的 天 文 、 数 学 著作 集 . 共 收 书 11 种 18 
孽 , 系 李 锐 去 世 后 由 其 友人 及 弟子 编校 而 成 , 初版 于 嘉庆 年 问 . 
清 代 共有 四 个 版 本 。 

内 中 《方程 新 术 草 》(1798 年 );《 勾 股 算术 细 草 》(1808 年 )、 
《 弧 天 算术 细 草 》(1808 年 ) 各 1 卷 , 系 作 者 对 古典 数学 ,特别 是 
古本 《 九 章 算 术 》 进 行 研究 的 结果 ,其 研究 风格 体现 了 乾 嘉 学 派 
重视 文献 考据 的 特点 。《 日 法 朔 条 强 弱 考 》1 卷 , 撰 于 1799 年 , 书 
中 正确 地 曾 明 了 南北 朝 何 承 天 所 创 “ 调 日 法 ”的 数学 意义 ,并 以 
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此 法 来 考验 古代 诸 家 历法 ; 李 锐 所 提出 的 由 日 法 求 强 弱 二 数 的 
方法 ,实际 上 沟通 了 二 元 一 次 不 定 方程 与 一 次 同 余 式 组 的 关系 。 

《 开 方 说 》 是 李 锐 钻研 方程 论 的 杰作 。 该 书 共 3 卷 , 其 中 最 
后 一 卷 是 李 锁 的 弟子 歼 应 南 在 他 去 世 后 续 成 的 。 在 《 开 方 说 》 的 
上 卷 中 ， 作 者 讨论 了 数字 方程 正 根 个 数 与 其 系数 符号 序列 的 关 
系 ， 提 出 了 与 笛 卡 儿 (R，Descartes，1596 一 1650 年 ) 符号 法 
则 一 致 的 判定 方法 。 书 中 还 有 许多 方程 论 方面 的 成 果 ， 如 对 负 
根 、 重 根 的 认识 ,各 种 方程 变形 法 等 等 。 

《 象 数 一 原 》 

项 名 达 撰 ， 共 7 卷 ， 前 六 卷 陆 续 写 于 1837 年 至 1846 年 之 
间 ， 后 一 卷 及 四 、 六 两 卷 中 的 部 分 内 容 为 戴 晚 所 补 。 作 者 在 董 
祷 诚 《 割 圆 连 比例 图 解 》 的 基础 上 ,应 用 巢 积 公 式 于 表达 弧 矢 关 
系 的 项 级 数 展开 式 , 将 董 式 的 方法 推广 到 分 缴 和 偶数 倍 弧 的 情 
况 . 书 中 又 给 出 一 个 椭圆 求 周公 式 , 并 得 到 有 理 指 数 短 的 二 项 式 
展开 式 .在 西方 微 积分 尚未 传 进 中 国之 前 ,项 名 达 的 工作 代表 了 
中 算 家 用 目 己 独特 的 方法 处 理 有 关 无 穷 和 极限 问题 的 努力 。 

项 名 达 早 期 的 著作 ， 有 《人 勾 股 六 术 》、《 三 角 和 较 术 》《 开 
诸 乘 方 捷 术 》 三 种 ， 均 收入 《下 学 合算 学 》 之 中 。 

《 求 表 捷 术 》 

戴 临 扎 , 内 3 种 9 卷 ,其 中 《对 数 简 法 》2 卷 、 续 1 卷 分 别 
完成 于 1845 年 和 1846 年 ,《 外 切 密 率 》 4 卷 和 《 假 数 测 圆 》2 卷 
均 成 于 1852 年 。 

《对 数 简 法 ) 及 其 续 的 主要 内 容 是 关于 对 数 函 数 的 短 级 数 展 
开 及 对 数 表 造 法 的 。 作 者 借助 于 有 理 指数 的 二 项 式 定理 ， 得 到 
由 开 方 表 求 对 数 、 由 自然 对 数 求 常用 对 数 、 由 展开 式 求 对 数 , 以 
及 由 三 角 孙 数 的 对 数 展开 式 造 三 角 晃 数 对 数 表 等 方法 ， 从 而 推 
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广 了 《数理 精 理 》 中 所 介绍 的 常用 对 数 的 造 表 法 。 在 《外 切 密 
率 ) 中 , 戴 氏 讨论 了 以 前 算 家 未 曾 触及 的 正切 、 余 切 、 正 割 、 余 
割 等 四 种 三 角 函 数 的 展开 问题 ， 共 得 出 九 个 严 级 数 公 式 ， 在 讨 
论 正 割 画 数 展 开 式 的 系数 构成 时 ,得 到 与 欧 拉 (L. Euler,1707 一 
1783 年 ) 数 递 推 式 一 致 的 结果 ， 并 实际 算出 了 前 10 个 欧 拉 数 。 
《 假 数 测 圆 》 则 进一步 阐述 了 三 角 函 数 的 对 数 表 的 制造 方法 。 

《 求 表 捷 术 》 中 的 成 果 , 一 般 较 西方 的 同类 工作 迟 出 , 但 戴 
氏 使 用 的 方法 是 具有 特色 的 ， 他 的 对 数 研 究 是 相当 全 面 和 严格 
的 。 当 时 来 中 国 的 英国 人 伟 烈 亚 力 (A. Wylie，1815 一 1887 
年 ) 和 艾 约 瑟 (J. Edkins ，1823 一 1905 年 ) 都 对 他 的 著作 给 予 
相当 高 的 评价 。 z 

戴 晚 的 早年 著作 还 有 《 重 差 图 说 》《 色 股 和 较 集 成 》、《 四 
元 玉 鉴 细 草 》 等 ， 痢 是 关于 古典 数学 的 ， 三 书 均 未 出 版 。 

《 则 古井 毅 算 学 》 

李 善 兰 扎 , 共 13 种 24 卷 .。“ 则 ”是 效法 的 意思 ,“ 则 古音 
遍 ” 是 李 氏 为 自己 书 裔 起 的 名 字 。《 则 古音 斋 算 学 》 中 的 主要 作 
品 , 多 是 在 他 1852 年 开始 翻译 西方 科学 著作 之 前 完成 的 , 例如 
《四 元 解 》 成 于 1845 年 , 《 认 德 术 解 》 成 于 1848 年 ， 《对 数 探 
源 》 出 版 于 1850 年 ,《 红 矢 启 秘 》 和 《方圆 羡 幽 》 出 版 于 1851 
年 .《 则 古音 斋 算 学 》 的 第 一 个 刊本 是 1867 年 在 南京 发 行 的 。 

《方圆 阐 幽 》1 卷 .《 弧 矢 启 秘 》2 卷 、《 对 数 探 源 》2 卷 、 
《对 数 尖 锥 变法 释 》1 卷 都 是 阐释 李 氏 所 创 “ 尖 锥 术 ” 的 、 这 是 
一 种 处 理 桥 级 数 的 几何 模型 ， 所 导出 的 尖 锥 求 积 术 相 当 于 和 埋 函 
数 的 定 积分 和 逐 项 积分 公式 .。《 井 积 比 类 》4 卷 对 中 国 古代 的 起 
积 术 进 行 了 系统 的 整理 ， 导 出 了 一 个 被 后 人 称 为 “ 李 善 兰 恒 等 
式 ” 的 著名 组 全 公式， 又 得 到 组 合 学 中 的 第 一 种 斯 特 灵 〈S 
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Stirling ，1692 一 1770 年 ) 数 和 欧 拉 数 。《 椭 圆 正 术 解 》2 卷 、 
《椭圆 新 术 》1 卷 .《 查 圆 输 遗 》3 卷 对 栅 圆 方程 进行 了 研究 ， 提 
出 了 级 数 解 和 几何 解 两 种 解法 。《 级 数 回 求 》1 卷 ， 专 门 讨论 如 
何 由 寿 级 数 展开 式 求 其 反 函 数 的 医 级 数 。《 四 元 解 》2 卷 ， 系 作 
者 研读 朱 志 杰 《四 元 玉 鉴 》 后 所 作 。《 火 器 真 雇 》1 卷 ， 以 几何 
方法 来 处 理 弹 道 问 题 ， 是 中 国 最 早 精密 科学 意义 上 的 弹道 学 闭 
作 。《 饼 德 术 解 》3 卷 、《 天 算 或 问 》1 卷 均 涉及 天 文学 中 的 计算 ， 
所 以 也 收入 这 一 “ 算 学 ”和 集中。 

李 善 兰 义 于 1872 年 扎 《 考 数 根 法 》1 卷 ， 他 称 之 为 “ 则 古 
苷 彰 算 学 十 四 ”, 内 中 提出 了 四 种 素数 判别 法 , 证 明了 费 尔 马 小 
定理 并 指出 其 道 命题 不 成 立 。 

《 则 古 背 帝 算 学 》 中 的 内 容 , 从 整体 上 来 说 是 无 法 与 早已 进 
入 高 等 数学 阶段 的 同时 代 西 方 数 学 相 比 的 ， 但 是 作者 通过 自己 
的 创造 性 劳动 ,把 19 世纪 末 的 中 国 数学 引导 到 了 高 等 数学 的 门 
坎 ， 他 在 尖 锥 术 、 运 积 术 、 素 数论 方面 的 工作 尤其 值得 称道 。 

李 善 兰 的 数学 著作 ， 还 有 《 票 布 演 草 》 《 测 圆 海 镜 解 》、 
《 九 容 图 表 》、《 造 整数 勾 股 级 数 法 》、《 开 方 古 义 》、《 群 经 算 学 
考 》、《 代 数 难题 解 》 等 。 


第 三 节 十 记 数 制 与 击 算 具 
(一 ) 十 进位 值 制 的 萌芽 


十 进位 值 制 是 人 类 文明 进程 中 最 美妙 的 创造 之 一 。 所 谓 十 
进 ， 就 是 以 10 为 基底 ， 因 10 进 一 位 ;所谓 位 值 ， 就 是 规定 同 
一 数 符 因 其 位 置 之 不 同 而 表示 不 同 的 数值 。 这 一 思想 今日 看 来 
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是 如 此 简单 ， 但 是 在 历史 上 并 不 是 所 有 的 古代 民族 都 自然 地 采 
用 十 进位 值 制 的 : 古代 巴 比 仑 人 就 用 60 进 制 , 玛雅 人 和 阿 效 台 
克 人 用 20 进 制 , 罗马 人 则 用 5 一 10 混合 进 制 ; 古代 埃及 和 希腊 
虽然 采用 十 进 制 ， 但 是 末 曾 出 现 位 值 概念 。 在 近代 欧洲 ， 人 们 
往往 把 十 进位 值 制 的 发 明 归 于 印度 人 ， 法 国 数学 家 拉 普 拉 斯 
(P. S. Laplace，1749- 一 1827 年 ) 就 曾 说 过 :“ 用 十 个 记号 表示 
一 切 的 数 ， 每 个 记号 不 但 有 绝对 的 值 ， 而 且 有 位 置 的 值 ， 这 种 
巧妙 的 方法 出 自 印 度 。 这 是 一 个 深远 而 又 重要 的 思想 ， 它 今 
看 来 如 此 简单 ， 以 致 我 们 忽视 了 它 的 真正 伟 绩 。 但 恰恰 是 它 的 
简单 性 以 及 对 一 切 计 算 都 提供 了 极 大 的 方便 ， 才 使 我 们 的 算术 
在 一 切 有 用 的 发 明 中 列 在 首位 ; 而 当 我 们 想到 它 竟 逃 过 了 古代 
最 伟大 的 两 位 人 物 阿 基 米 德 和 阿波 罗 尼 的 天 才思 想 的 关注 时 ， 
我 们 更 感到 这 成 就 的 伟大 了 .。? 这 有 段 话 清楚 不 过 地 表达 出 了 十 
进位 值 制 的 意义 ， 但 是 “这 种 巧妙 的 方法 出 自 印度 ”的 论断 却 
是 不 对 的 ; 实际 上 ， 印 度 是 在 公元 初 的 前 几 个 世纪 里 才 开 始 应 
用 十 进位 值 制 的 ， 有 据 可 凭 的 记载 最 早 则 多 于 阿 耶 波多 
(Aryabhatu, 公元 476---550 年 ) 的 著作 。 应 该 说 ,中 国 是 世界 
上 上 最早 产生 这 一 概念 并 确立 完善 的 十 进位 值 记 数 制度 的 国家 。 

甲骨 和 人 金 文中 的 十 进 制 记 数 法 

距 今 三 干 多 年 前 的 扔 墟 甲骨 中 已 有 完备 的 十 进 制 记 数 法 。 
甲骨 文中 有 关 数 字 的 记载 很 多 , 例如 :“ 八 日 辛 雍 允 戌 伐 二 干 六 
百 五 十 六 人 ”, 名 就 是 说 在 八 日 辛 交 那天 杀 敌 2656 人 。 在 甲骨 文 
中 可 以 找到 13 个 表示 数目 的 字 ， 它 们 是 : 


QD 引 自 [ 美 ] T. 丹 齐 克 《 数 ， 科 学 的 语言 )， 苏 仲 湘 译 ， 商 务 印 书 馆 ，1985 
年 第 一 版 ， 秆 16 页。 
@ 编号 通 19， 参 阅 病 沫 车 《卜辞 通 繁 )， 日 本 文 求 堂 石 印 本 ，1933 年 版 。 
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1 2 3 4 5 6 ?7 8 3 10 100 1000 10000 


甲骨 文中 十 、 百 、 干 、 万 的 倍数 用 合 文 表示 , 例如 “ 山 ” 表 
示 30，“ 范 ”表示 300; 现 已 发 现 的 最 大 数字 是 30000， 写 作 
“ 妨 "." 对 于 较 大 的 多 位 数字 ， 一 般 采 用 分 位 合 书 的 形式 ,例如 
2656 就 写作 “分 窗 支 人"， 有 时 又 以 “此” 字 或 “又” 字 隔 开 
多 位 数字 ， 如 56 写作 “ 文 又 由 ”。 

西周 金 文 继承 了 股 商 中 骨 文 的 记 数 制 ， 仅 个 别 数 符 有 所 改 
变 , 如 将 9 写作 “3 ，10 写作 “+ ”等 ， 其 他 则 无 变化 ,例如 
大 天 副 馈 中 的 数字 659 就 写作 “ 全 又 至 又 溯 " 

原始 的 位 值 概念 

十 进 概念 较 容易 产生 ， 因 为 人 类 与 生 俱 来 就 有 10 个 手指 
头 ， 用 手指 计数 是 十 分 自然 的 。 位 值 制 的 产生 却 经 历 了 一 个 漫 
长 的 历程 ， 

从 考古 发 据 出 的 材料 来 看 ,在 距 今 5000 一 6000 年 前 的 中 国 
新 石器 时 代 的 陶器 上 ， 就 有 表示 数字 的 刻 符 。 与 早期 股 商 文化 
有 着 密切 血缘 关系 的 城子 崖 文化 ， 其 遗址 出 土 陶 片上 有 形 如 
| 二“ U"、“ 山 "的 刻 符 ; 如 果 按 专家 的 意见 把 它 解释 成 数字 


中 编号 粹 1171， 参 阅 郭 沫 若 《 般 契 粹 编 》， 日 本 文 求 堂 石 印 本 ，1937 年 版 。 
也 ”参阅 郭沫若 《两 周 金 文辞 大 系 图 录 考 释 ?》, 科学 出 版 社 , 1957 年 第 一 版 , 第 
6 册 第 34 时 。 
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12、20、30 的 话 , 那么 这 就 是 位 值 概念 最 原始 的 胚 型 了 。 

甲骨 和 金 文中 不 但 有 表示 1 一 9 这 九 个 基数 的 字符 ,还 有 表 
示 位 值 的 “十 ”“ 百 "、“ 生 ”>、“ 万 ”等 字 。 值 得 指出 的 是 ， 甲 
骨 文 中 的 “10” 就 是 直立 的 “1” 类 似 地 ， 甲 骨 文 中 的 “20”、 
“30”、“40” 等 ， 不 过 是 直立 “2”、“3”、“4” 的 合 文 。 至 于 甲 
骨 文 中 的 “ 文 ”, 自 刘 鹭 (1857 一 1909 年 ) 以 来 无不 将 其 释 为 15， 
郭 沫 奋 (1892 一 1978 年 ) 正确 地 解释 为 50,@ 从 而 揭示 了 数字 
合 文 所 隐 含 的 位 值 意义 。 日 本 数学 史家 三 上 义 夫 (1868 一 1950 
年 ) 曾 据 汉文 的 形状 考证 算 筹 的 起 源 ， 提 出 “一 ”、“ 十 ” 
“ 百 ”、“ 千 ” “万 ”这 五 个 字 中 和 丝 有 一 横 , 但 “十 ”、“ 千 ”两 字 
除 有 一 横 外 还 多 一 竖 , 认为 这 是 筹 算 纵横 相间 制 的 痕迹 .9 其 实 
此 说 用 来 说 明 位 值 概念 的 起 源 更 为 恰当 。 

多 位 数字 的 合 文 向 着 位 值 制 的 确立 又 前 进 了 一 步 ; 如 果 把 
侍 合 文 他 中 表示 位 值 的 “和”、“@”、“ | ”等 字符 去 掉 ， 再 
引入 表示 0 的 符号 ， 就 成 了 地 道 的 十 进位 值 制 了 。 这 一 变化 在 
东周 金 文 中 有 所 体现 : 中 山 国 出 土 扁 过 和 铀 灯 上 , 可 以 看 到 
“三 全 人 ”" “三 全 又 民 "等 数字 , 前 者 表示 406， 后 者 
表示 355, “全 ” 则 表示 0。.@ 

在 先秦 典籍 中 ， 也 可 找到 位 值 概念 已 然 成 熟 的 蛛丝马迹 。 
《黑子 .经 上 》 称 “一 少 于 二 而 多 于 五 ,说 在 建 ”, 孙 论 让 (1848 一 


QD 参阅 李 迪 《中 国 数学 史 简 编 }, 辽宁 人 民 出 版 社 , 1984 年 第 一 版 ,第 10、 11 
页 。 
@ 参阅 郭 染 若 《 释 五 十 ), 《甲骨 文字 研究 》， 科 学 出 版 社 ，1962 年 第 一 版 . 
图 参阅 三 上 义 夫 《中 国 算 学 之 特色 》， 林 科 棠 译 ， 商 务 印 书馆 ，1934 年 第 二 
版 ， 第 48 页。 
四 ”参阅 孔 国 平 ( 金 文中 的 历 算 知 识 ),《 中 国 科技 史料 ,第 11 卷 ,第 3 期 ,1990 
年 。 


36 大 裁 言 数 


1908 年 ) 认为 “ 建 ” 当 作 “ 进 ?”。 此 说 如 果 成 立 ， 那 么 这 里 讲 的 是 
位 值 制 ， 同一 个 字符 (或 算 筹 ) 在 个 位 表示 1， 故 少 于 2; 进 一 位 
表示 10， 故 大 于 5. 岂 《管子 。 轻重》 篇 中 “一 可 以 为 十 ”之 语 也 
可 以 作 同 样 的 理解 。《 左 传 》 记 载 鲁 蝇 公 三 十 年 〈 前 543 年 ) 史 赵 
言 疑 县 老人 年 龄 日 数 时 称 “ 交 有 二 首 六 身 ”， 士 文 伯 则 说 “然则 二 
万 六 干 六 百 有 六 旬 也 ”, 经 学 家 重 康 、 村 预 (公元 222 一 284 年 )、 颜 
师 十 (公元 581 一 645 年 ) 对 此 都 曾 注 释 ， 数 学 家 梅 文 鼎 则 在 《 古 
算 器 考 》 中 明确 讲 到 :“ 下 交 二 画 竖 置身 旁 , 盖 即 坚 两 算 为 二 万 ， 又 

并 三 六 为 六 干 六 百 六 旬 ， 而 四 位 平 列 与 历 草 同 , 此 又 〈 筹 算 ) 用 于 
三 代 及 汉 晋 者 也 .” 按 照 梅 氏 的 解释 : 古 “ 交 ” 字 写 作 “1fI”， 下 移 
二 首 至 身 旁 成 “|Hff 人 ,此 即 26660。 这 既是 关于 位 值 制 业已 成 熟 的 
一 个 例子 ， 同 时 也 可 看 成 算 筹 记 数 法 出 现 的 一 个 证 据 。 


(二 ) 算 筹 与 筹 算 


算 筹 记 数 与 十 进位 值 制 的 确立 

大 约 在 春秋 战国 之 际 ， 人 们 开始 使 用 一 种 竹 制 算 具 记 数 和 
计算 ， 这 就 是 算 筹 ， 它 的 出 现 使 十 进位 值 制 在 中 国 得 以 完备 和 
最 终 确立 。 

用 算 筹 来 表示 数目 有 纵 、 和 


| (| (WH {ll HI TT TT 王 
一 三 三 三 等 上 二 十 立 
4 5 6 8 9 


这 十 九 个 莹 数 ， 专 则 以 空位 显示 。 用 算 筹 表示 多 位 数字 ， 高 位 
到 低位 从 左 到 右 横 排 ， 但 相 邻 两 位 的 筹 式 须 纵 横 相 间 。 对 此 规 


D 参阅 孙 论 让 《黑子 闻 话 》 上 册 ， 中 华 书 局 ，1986 年 第 一 版 ， 第 295 页 。 
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则 《外 子 算 经 》 写 道 ;“ 凡 算 之 法 、 先 识 其 位 。 一 纵 十 横 ， 百 立 
于 僵 。 于 、 十 相 望 , 万 、 百 相当 。” 唐 人 所 引 《 夏 侯 阳 算 经 》 中 
也 说 :“ 一 纵 十 横 ， 百 立 于 僵 。 和 二、 十 相 望 ， 万 、 百 相当 。 满 六 
以 上 ,五 在 上 方 。 六 不 积 算 ， 五 不 单 张 。” 

举例 来 说 ，2656 用 算 筹 表示 出 来 是 “二 丁 三 下 ”86037 
用 算 筹 表示 出 来 是 “ TI 上 癌 ] 三 本 “。 由 于 算 筹 纵 、 横 相间 
布 列 ， 以 空位 显示 的 零 很 容易 识别 。 除 了 符号 不 同 以 外 ， 算 筹 
记 数 制 所 表示 的 自然 数 与 现今 使 用 的 十 进位 值 制 完 全 一 样 。 

算 筹 的 起 源 及 其 形制 的 演变 

算 筹 的 前 身 很 可 能 是 古代 卜 签 用 的 蔷 草 ， 后 来 改 为 竹 制 或 
木 制 的 小 棍 ， 称 为 策 。《 周 易 ， 系 辞 传 》 日 :“ 蓝 之 策 二 百 一 十 
有 六 ， 坤 之 策 百 四 十 有 四 。” 汉 代 则 将 筹 、 策 通用 ，《 太 平 御 
览 》 引 老子 语 已 :“ 善 计 者 不 用 筹 策 *,《 后 汉 书 。 马 融 传 》 引 马 
融 〈 公 元 79 一 166 年 )《 广 成 售 》 旦 :“ 隶 首 策 乱 ， 陈 子 筹 昏 ”， 
《淮南 子 》 则 明确 说 :“ 筹 ， 策 也 。” 

从 先秦 典籍 中 的 有 关 记 载 来 看 ， 算 筹 很 可 能 起 源 于 春秋 战 
国之 际 。 一 开始 它 是 从 蔷 草 演化 来 的 ， 先 用 于 占卜 ， 继 而 用 于 
记 数 ， 最 后 才 被 当 作 计 算 工具 。“ 算 ” 字 古 体 作 “ 秆 ”， 形 同一 - 
堆 小 棍 ; 又 作 “ 甜 ”,《 说 文 解 字 》 日 ;:“ 长 六 寸 , 计 历数 者 ， 从 
竹 ， 队 弄 。”《 仪 礼 》 中 数 次 提 到 用 “ 壬 ”来 记 数 ， 可 见 “ 称 ”、 
“ 算 ”、“ 壬 ”都 与 计算 工具 有 关 ， 它们 既 可 以 作 动 词 ， 也 可 以 作 
名 词 。 郑 玄 注 《 礼 记 》 则 明言 :“ 筹 ， 算 也 。” 西 汉 作 品 中 更 多 
地 提 到 了 筹 和 算 : 校 狠 〈? 一 前 140 年 )《 七 发 》 中 赋 道 :“ 孔 


@@ 有 人 引 《 说 文 》“ 释 …*… 从 二 示 ” 及 “ 示 ， 神 事 也 ”说 明 古 代 算 学 与 数 术 的 
关系 , 参阅 俞 晓 群 ( 论 中国 古 代数 学 的 双重 意义 》, (自然 名 证 法 通讯 》, 第 14 卷 , 第 
4 期 ，1992 年 。 
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老 览 观 ， 备 子 持 筹 而 算 之 ”, 桓 宽 《 盐 铁 论 》 中 说 :“ 运 之 六 寸 ， 
转 之 息 耗 ， 取 之 贵贱 之 间 。>G 

《 汉 书 。 律 历 志 》 记载 了 算 筹 的 形制 , 说 明 当 时 它 已 相当 普 
及 并 被 规范 化 :“ 其 算法 用 竹 , 径 一 分 , 长 六 寸 , 二 百 七 十 一 枚 ， 
而 成 六 解 为 一 握 ,。”《 数 书记 遗 》 中 称 ;“ 积 算 , 今 之 常 算 者 也 ，。 
以 竹 为 之 ， 长 四 寸 以 效 四 时 ， 方 三 分 以 象 三 才 。”《 隋 书 ， 律 历 
志 》 则 云 :“ 其 算 用 人 竹 ， 广 二 分 , 长 三 寸 。 正 策 三 廉 ， 积 二 百 一 
十 六 枚 ,成 六 钥 ， 蓝 之 策 也 。 负 策 四 廉 , 积 一 百 四 十 四 枚 ， 成 
方 ， 坤 之 策 也 。 解 、 方 皆 径 十 二 ， 天 地 之 数 也 。” 按 汉代 六 寸 约 
合 14 厘米 ， 北 周 四 寸 约 合 12 厘米 ， 隋 制 三 寸 约 合 8 厘米。 总 
的 来 说 ， 算 筹 的 长 度 逐 代 变 短 ， 截 面 也 从 单纯 的 圆 形变 成 方形 
或 三 角形 ;质地 除了 竹 制 外 ， 还 有 上 骨 制 、 玉 制 、 牙 制 和 铁 制 多 
种 。 以 上 形制 的 变化 说 明 计算 水 平 的 提高 和 应 用 的 普及 : 趋 于 
短小 是 便于 操作 和 携带 ;多 边 形 算 筹 既 可 防止 滚动 又 可 区 别 正 、 
负数 ; 骨 制 算 筹 则 便于 保存 。 在 历代 类 书 、 笔 记 乃 至 小 说 中 , 都 
可 以 找到 关于 算 筹 的 记载 。 

过 去 很 少见 到 算 筹 的 实物 ,这 主要 是 当事者 缺乏 了 解 所 致 。 
例如 1955 年 河北 省 石家庄 市 东 郊 北宋 村 挖掘 出 两 座 东汉 晚期 
莫 ， 内 有 上 骨 制 算 筹 17 根 ， 当 时 就 定名 为 “ 骨 条 ”。 近 年 来 不 断 
有 算 筹 的 实物 出 土 ,从 而 为 研究 算 筹 的 演化 提供 了 丰富 的 证 据 ， 
现 举 数 例如 下 。@ 


@ 参阅 李 伍 《+ 筹 算 制度 考 》, 《中 算 史 论 从 》， 第 四 集 ， 科 学 出 版 社 ，1955 年 

四 “所 引 考古 材料 依次 参阅 《文物 )》，1989 年 第 2 期 ，1959 年 第 1 期 《文物 参 
考 资 料 )，1954 年 第 12 期 ; 《文物 》，1976 年 第 9 期 ，1975 年 第 9 期 ，1976 年 第 2 
期 ，1982 年 第 3 期 ;《 文 物资 料 丛 刊 》, 第 4 期 ，1981 年 3 月 ; 《考古 与 文物 》，1983 
年 第 2 期 ; 《名 阳 文物 志 资 料 }》， 第 二 集 ; 《文物 》1979 年 第 4 期 。 
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关于 年 代 : 较 早 的 有 甘肃 天 水 放 马 滩 战国 秦 莫 、 湖 南 长 沙 
左 家 公 山 和 潮 北 云 梦 唾 虎 地 战国 楚 幕 算 筹 ， 还 有 湖北 江陵 凤凰 
山 出 土 的 西汉 算 筹 ， 它们 都 是 竹 制 的 。 


陕西 旬 阳 出 土 西 汉 象 外 算 筹 ( 采 自 《 九 章 算术 及 其 刘 徽 注 研究 》) 

关于 长 度 : 睡 虎 地 战国 算 筹 平均 长 19. 5 厘米 , 陕西 干 阳 县 
出 土 西 汉 算 筹 约 长 13. 5 厘米 ,河北 石家庄 振 头 村 出 土 东 汉 算 筹 
长 约 8.5 厘米 ,由 此 可 以 看 出 算 筹 逐 代 变 短 的 趋势 。 

天 于 截面 形状 ; 石家庄 北宋 村 东汉 算 筹 有 方 、 圆 两 种 形状 ， 
可 以 证 明 《 数 书记 遗 》 和 《 隋 书 . 律 历 志 》 中 关于 方形 算 筹 的 
记载 是 有 根据 的 。 石 家 庄 振 头 村 算 筹 则 全 是 方形 的 。 

关于 质地 : 除了 湖南 、 湖 北 发 现 过 放置 于 竹 木 容器 中 的 竹 
制 算 筹 外 ， 其 他 如 江苏 徐州 子 房 山 出 土 之 西汉 算 筹 和 陕西 宝鸡 
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北 郊 出 土 之 东汉 算 筹 为 骨 制 ， 西 安 东 郊 三 店 村 西汉 算 筹 主要 成 
分 为 铅 ， 陕 西 旬 阳 县 佑 圣 富 汉 幕 和 长 沙 马 王 堆 三 号 汉 莫 出土 的 
都 是 象牙 制 算 筹 。 

关于 颜色 : 绝 大 多 数 出 土 算 筹 皆 为 本 质地 色 ， 因 而 有 人 怀 
疑 刘 微 关 于 “ 正 算 示 ， 负 算 黑 ”的 记载 仅仅 是 强调 “两 算得 失 
相反 ”的 形象 表述 ;但 是 在 徐州 子 房山 西汉 莫 出 土 的 骨 质 算 筹 
中 ， 我 们 确实 发 现 了 其 中 三 根 表 面 尚 存 红 色 漆 斑 ， 这 是 对 刘 徽 
注 文 可 信 程 度 的 一 个 有 力 说 明 .。 中 

关于 算 筹 的 携带 : 石家庄 振 头 村 和 陕西 千 阳 两 种 算 筹 ， 出 
土 时 均 位 于 墓 主 帮 膀 骨 处 ,后 者 还 被 惠 于 丝带 中 并 有 带 钧 发 现 ， 
由 此 可 知 唐 代 段 式 成 〈? 一 公元 863 年 )《 西 阳 杂 租 》 以 及 新 、 
上 日 《 唐 书 》 中 关于 某 些 官员 佩带 算 袋 的 制度 早 有 先例 。 战 国 基 
出 土 算 筹 则 多 被 储 放 在 特制 的 竹简 和 木 奋 之 中 。 

筹 算 

算 筹 指 算 具 ， 筹 算 则 指 算法 。 更 广义 地 讲 ， 筹 算 应 是 一 个 
由 一 系列 算法 所 构成 的 数学 体系 和 在 中 国 历 史上 延续 了 1500 
年 以 上 的 科学 传统 ， 它 的 核心 是 十 进位 值 制 和 分 离 系数 法 ， 算 
筹 只 不 过 是 它 所 倚重 的 一 个 工具 而 已 。 

关于 古代 算 家 布 算 运 筹 的 能 力 ， 可 以 北宋 布衣 学 者 卫 朴 为 
典型 。 沈 括 在 《 梦 溪 笔 谈 》 中 称 他 “运筹 如 飞 ， 人 眼 不 能 逐 ”。 
张 来 (1054 一 1114 年 ) 在 其 《明道 杂志 》 中 更 记载 了 一 个 近乎 
传奇 的 故事 :“ 〈 朴 ) 每 算 历 ， 布 算 满 案 ， 以 手 略 抚 之 ， 人 有 痊 
取 一 算 ， 再 抚 之 即 觉 .” 如 果 没 有 这 样 娴熟 的 技巧 ,很 难 设想 祖 


中 这 是 作者 同 王 渝 生 、 竺 神华 两 位 学 长 于 1980 年 在 徐州 市 博物 馆 参 观 考察 
发 现 的 . 
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冲 之 可 以 把 圆周 率 正确 地 计算 到 七 位 有 效 数字 ， 秦 九 韶 能 够 解 
出 高 达 10 次 的 数字 方程 。 

筹 算 的 四 则 运算 缘由 高 位 向 低 位 进行 。 作 加 、 减 法 先 将 两 数 
上 .下 对 齐 , 和 或 差 置 于 第 三 行 中 。 作 乘法 将 相 乘 两 数 分 别 置 于 
上 、 下 两 行 , 上 行 最 高 位 与 下 行 最 低位 对 齐 , 然 后 用 上 行 各 位 数 
字 依 次 乘 干 行 各 位 数字 , 乘 得 结果 随时 加 到 中 行 之 中 ,最 后 中 行 
的 得 数 便 是 二 数 之 积 。 下 面 显 示 的 是 25X13 的 筹 算 过 程 : 


由 一 【机 


| 
除法 运算 与 此 类 似 : 中 行 置 被 除数 , 下 行 置 除数 ,， 上行 置 商 , 施 
行 运算 时 将 上 、 下 两 行 随 乘 随 减 中 行 ， 直 至 中 行 之 余数 小 于 下 
行 之 除数 为 止 ， 中 行 不 能 减 尽 则 表示 不 能 整除 。 下 图 显示 的 是 
326 二 13 的 筹 算 过 程 


一 一 二 有 II 

二 TT i iT 

山王 了 1 二 了 UN 
一 中 | 三 一 出 | 


而 最 后 -图 是 结果 | 表示 带 分 数 25 二 。 筹 算 中 分 数 


的 表示 法 有 两 种 : 一 种 源 于 除法 , 在 上 例 中 可 以 看 到 除数 置 下 、 
被 除数 或 余数 置 其 上 的 结果 导致 了 与 今日 分 数 表达 法 一 致 的 形 
式 ; 男 一 种 则 与 多 个 分 数 的 四 则 运算 有 关 ， 对 此 有 的 算 书 采用 


左 、 右 分 置 子 、 母 的 形式 来 表达 每 一 个 分 数 ， 例 如 计 十 丘 就 写 
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1 川 ” 上 数 
作 | 1 WN 下 数 。 不 论 哪 一 种 表示 方法 ， 都 没有 相当 于 分 
左 于 右 坏 
数 线 的 记号 。 在 筹 算 中 , 负数 和 小 数 也 都 有 一 定 的 表示 方法 ,我 
们 以 后 将 介绍 。 
筹 算 的 最 大 优越 性 是 为 数学 家 提供 了 应 用 分 离 系数 法 的 途 
径 , 从 而 使 一 些 数 学 关系 的 表达 和 有 关 的 运算 得 以 大 大 地 简化 ， 
信 刀 | 


| 


| 


1 3x 十 2y 十 2 一 39 

| (mtr 

| Xx 十 2y 十 3z 一 26 
胡 示 二 元 一 次 方程 9x 一 1800x 
十 90000 一 0 

即使 更 为 复杂 的 数学 关系 
Co 式 ， 筹 算 也 能 表达 ， 例 如 
| 表示 四 元 三 次 方程 x 一 2x 

十 27xy 十 8y 十 2y 十 17z 一 3z3 十 

| 一 一 一- 16w 十 2wz 一 0 


| 
=T MN WT 


二 一 -一 一 


iTTTOOOO 大 


利用 算 筹 的 纵横 搜 效 ， 中 算 

TO 人 TQ | 家 可 以 方便 地 解决 许多 计算 问 
LT 题 。 中 国 古 代数 学 中 一 些 脸 灾 人 

口 的 成 果 ， 诸 如 开平 方 和 开 高 次 

-一 -一 一 一 一 一 -| 方 、 解 高 次 方程 、 解 线性 方程 组 


中 这 是 李 冶 《 益 古 演 段 》 中 的 表示 法 , 其 他 著作 表示 高 次 方程 可 能 略 有 不 同 。 
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和 高 次 方程 组 、 计 算 圆 周 率 、 解 一 次 同 余 式 组 、 造 高 阶 差 分 表 
等 等 ， 都 得 利于 筹 算 体系 的 采用 。 

算 码 

筹 算 记 数 不 一 定 非 要 通过 算 筹 来 实现 ， 按 筹 式 的 形状 描画 
在 纸 上 的 数字 称 为 筹码 。 王 硬 时 代 发 行 的 货币 上 就 有 “次 布 叹 
百 ”、“ 弟 布 W 百 ”、“ 壮 布 T 百 ”等 字样 。 居 延 汉 简 和 敦煌 卷子 
中 也 可 看 到 筹码 数字 。 司 蕊 光 (1019 一 1086 年 )《 洪 虚 » 以 
| lt 上 Xx T 十 TT Tm 十 
表示 1 一 10 这 10 个 数码 , 其 中 除 表 示 5 的 “X” 借 用 古 体 五 字 ， 
表示 10 的 “十 ”在 横 式 筹码 上 多 加 一 竖 外 ,其 余 均 为 纵 式 的 筹 
码 。 为 了 书写 方便 ， 后 来 又 对 笔画 较 多 的 “IW” 和 “mmT” 作 了 
修改 : 可 解说 为 四 维 之 象 的 “X” 用 来 表示 4; 5 则 以 “可 ”和 
“& ”来 表示 ,前 者 用 于 个 、 百 、 万 等 位 , 后 者 用 于 十 、 干 等 位 ; 
类 似 地 ，9 则 用 “又” 和 “ 义 ” 来 表示 。 这 种 经 由 筹码 演变 来 的 
记 数 符号 就 是 算 码 ， 它 在 宋 元 数 学 家 的 著作 中 被 广泛 应 用 。 

宋 元 数 学 家 又 普遍 采用 
记号 0 来 表示 零 , 从 而 使 算 码 
一 O 圭 5 成 为 一 套 完备 的 数字 书写 系 
统 ; 不 过 他 们 的 书写 还 是 遵从 
T 义 OT ，” 义 l 比 6 | 筹 算 纵横 相间 的 规则 ,这 是 由 
于 当时 还 是 用 筹 计算 , 算 码 不 
过 是 将 运算 过 程 记录 下 来 的 
结果 而 已 。 上 图 是 秦 九 部 《 数 
书 九 章 》 中 的 算 草 ， 其 中 的 算 码 “ 火 册 士 巨 ” 表 示 9375， 
“ 火 而 CO 和 ”表示 9807， 图 中 又 有 模式 的 “于” 

明代 珠算 兴起 之 后 , 算 码 已 不 再 与 算 筹 的 布 列 发 生 关 


Xx 币 EE 
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系 , 但 演变 后 的 算 码 依然 带 有 筹 算 的 痕迹 :; 1、2、3 仍 以 纵横 相 
同 的 筹码 表示 , 但 最 高 位 数 恒 为 纵 式 , 如 32 作 “ El ,123 作 

= || ”等 等 ;4 作 ” X".5 以 上 一 律 用 模式, 其中“ 如" 和“ 义 ” 
因 书写 快捷 变 成 了 “好” 和 “ 久 ”。 徐 心 鲁 《 盘 珠 算法 》 称 这 些 
算 码 为 马子 瞳 数 , 程 大 位 《算法 统 宗 》 则 称 为 暗 马 或 暗 子 马 数 。 
清 代 数学 家 的 算 草 多 用 暗 马 来 书写 , 例如 “二 女 勾 上 ” 表 
示 7944.“ I 一 Oll6 ”表示 11025 等 。 在 阿拉 伯 数 字 被 普遍 接 
受 使 用 之 前 ， 由 筹 算 记 数 制 脱胎 而 来 的 算 码 一 直 被 中 国 数学 家 
用 来 记 数 和 表达 数学 关系 ， 也 被 广泛 应 用 于 商业 和 日 常 夭 记 之 
中 。.q 


(三 ) 算盘 与 珠算 


具有 近代 形式 和 功能 的 算盘 究竟 起 源 于 何 时 ， 珠 算 何 时 取 
代 筹 算 成 为 中 国信 所 倚 借 的 主要 运算 手段 ， 自 清 初 梅 文 瞻 作 
《 古 算 更 考 》 以 来 . 300 余年 阳 讼 纷 终 : 远 至 东汉 , 近 至 明 中 , 论 
者 各 有 所 据 ; 但 是 有 一 点 是 诸 家 公认 的 ， 那 就 是 珠算 是 由 筹 算 
发 展 而 来 的 。 为 此 还 是 先 看 看 筹 算 自身 演变 的 情况 。 

筹 算 的 优越 性 在 于 它 可 以 利用 简单 的 工具 从 事 相当 广泛 而 
复杂 的 计算 , 但 是 其 纵横 排列 的 制度 必然 影响 布 算 速度 ， 而 且 
占 地 较 大 ， 运 算 过 程 中 算 筹 易于 被 移动 ， 这 是 它 的 缺点 。 有 人 
描述 用 算 筹 做 多 位 数 的 加 减法 ,“ 出 算 子 约 百 余 , 布地 上 , 几 长 
丈 余 .?@ 前 面 所 引 卫 朴 算 历 的 例子 ， 也 说 明 筹 算 要 求 相当 熟练 


中 参阅 严 敦 杰 《中 国 使 用 数码 字 的 历史 》, 《科技 史 文 集 》, 第 8 辑 ， 上 海 科学 
技术 出 版 社 ，1982 年 。 

名 [ 宋 ] 马 永 独 《 懒 真 于 》 卷 五 ; 引 自 华 印 梅 《中 国 珠算 史 稿 )， 中 国 财 政 经 
汶 出 版 社 。1987 年 第 一 版 ， 第 6 页 
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的 技巧 ， 并 不 是 任何 人 都 可 以 轻易 掌握 的 。 在 频繁 的 商业 交往 
和 诸如 军事 、 工 程 之 类 的 野外 作业 中 ， 筹 算 有 时 就 显得 所 襟 见 
有 时 了 。 因 此 几乎 从 筹 算 还 在 莲 勃 发 展 着 的 时 代 起 ， 就 出 现 了 对 
其 进行 改革 的 种 种 尝试 。 这 一 改革 延续 了 上 千年 之 久 ， 其 内 容 
则 包括 算 具 的 改革 和 算法 的 改革 这 两 个 方面 ， 最 后 结果 是 算盘 
取代 了 算 筹 ， 筹 算 发 展 成 了 珠算 . 

算 具 改革 

算 具 改革 当 以 《 数 术 记 遗 》 所 载 多 种 记 数 工具 为 代表 . 

《 数 术 记 遗 》 一 书记 录 了 14 种 算法 ,它们 是 :“ 积 算 ”“ 太 -- 
算 >”“ 两 仪 算 ”“ 三 才 算 ”“ 五 行 算 "“ 八 卦 算 ”“ 九 宫 算 >“ 运 筹 
算 ”“ 了 知 算 ”“ 成 数 算 ”“ 把 头 算 ”“ 龟 算 ”、“ 珠 算 ”、“ 计 数 ”, 书 
中 先 假 < 天 目 先生 "之 口 说 出 关于 各 算法 的 一 个 八字 揭 语 ,然后 
各 用 一 段 注 文 详 释 每 -算法 或 与 其 相配 的 算 具 。 

14 种 算法 当中 ， 第 一 种 “ 积 算 ” 就 是 筹 算 ， 注 文 称 “ 今 之 
常 算 者 也 ”"， 可 见 筹 算 正 是 当时 的 标准 算 具 ; 最 后 一 种 “计数 ” 
就 是 心算 , 不 需 借 助 算 具 。 其 余 12 种 算法 , 都 要 配合 一 定 的 算 
具 才 能 进行 。 过 去 有 人 曾 认为 这 些 算 具 都 是 野 弯 会 空 杜 扎 出 来 
的 ， 没 有 任何 实用 价值 ， 现 在 看 来 这 一 结论 值得 商 榨 ， 把 它们 
看 成 早期 筹 算 改革 的 产物 也 许 更 符合 历史 实际 -- 些 。 当 然 ， 它 
们 中 的 大 部 分 在 实践 的 检验 中 被 淘汰 了 ， 但 也 有 个 别 的 改 头 换 
面 地 存留 下 来 。 明 代 《 算 法 统 宗 》 所 载 “ 一 掌 金 ”算法 ， 其 本 
质 与 “小 往 大 来 、 运 于 指 掌 ”的 “运筹 算 ” 一 脉 相 承 ， 关 键 是 
利用 手指 定位 并 借助 手指 的 不 同 关节 表示 不 同 数字 ; 更 令 人 感 
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到 惊讶 的 是 , 今天 在 民间 还 有 人 掌握 并 传习 这 种 算法 了 。 

14 种 算法 中 的 “太一 算 ”、“ 两 仪 算 ”、“ 三 才 算 ”和 “ 珠 
算 ” 都 要 用 到 带 珠 的 算 具 ， 三 上 义 夫 最 早 对 这 些 算 具 的 形制 和 
用 法 进行 了 研究 ,2 后 来 又 有 许多 人 继续 提出 各 种 复原 设想 ; 虽 
然 诸 说 不 一 .但 都 认定 这 四 种 算 具 与 后 来 的 算盘 有 一 定 的 关系 。 

以 “太一 算 ” 为 例 , 揭 语 为 :“ 太 一 之 行 ,来 去 九 道 ”; 注 文 是 ， 
“刻板 横 为 九 道 , 坚 以 为 柱 , 柱 上 一 珠 , 数 从 下 始 。 故 日 来 去 九 道 
也 。” 三 上 义 夫 绘 出 如 下 示意 图 ,认为 “太一 算 ”" 就 是 在 这 种 刻 有 
九条 横 线 的 算 板 上 进行 的 。 另 一 位 日 本 学 者 户 谷 清 一 强 调 注 文 
中 有 “ 竖 以 为 柱 ” 的 话 , 因 而 提出 另外 一 种 复原 图 .@ 


[LILBH 冰 上 二 革 


图 1 一 1 太一 算 (三 上 义 夫 复原 ) 


参阅 杨 之 、 劳 格 《“ 一 河 金 ”算法 探 奇 》, 《自然 杂志 ), 第 13 卷 , 第 2 期 ， 
1990 年、 


加 ”参阅 三 上 义 夫 《 中 国 算 学 之 特色 》, 第 54 一 56 页 。 
伟 参阅 户 谷 济 一 《 论 ( 数 术 记 遗 》 的 算盘 》,《 中 华 珠算 》，1983 年 ，6 月 号 ， 
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图 1 .2 大 - 算 ( 户 谷 清 复原) 
“两 仪 算 ” 和 “ 才 算 ”的 基本 构思 与 “太一 算 ” 相同 ， 吕 
征用 不 同 颜 色 的 珠子 来 表示 不 同 的 基数 。 例 如 “两 仪 算 ” 就 以 
青 珠 表 用 5、6、7、8、9、 黄 珠 表示 1、2、3、4; 根据 注 文 ， 位 
于 同一 道上 的 青 、 黄 两 珠 所 表示 的 数字 互补 。 


五 
四 六 
三 七 
二 入 
九 
9 4 2 5 
©O ©® 
黄 过 二 三 
图 1 一 3 有 攀 仪 算 几 1 一 4 三 才 算 


《 数 术 记 遗 》 中 的 “珠算 ”与 后 来 的 算盘 更 为 接近 ， 其 揭 语 
归 ;“ 控 带 四 时 ， 经 纬 : 才 ”; 注 文 道 ,“ 刻 板 为 二 分. 其 上、 下 
二 分 以 停 游 珠 ， 中 同一 分 以 定 算 位 .位 各 卫 珠 ， 上 一 珠 与 下 四 
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珠 色 别 。 其 上 别 色 之 珠 当 五 。 其 下 四 珠 ， 珠 各 当 一 。 至 下 四 珠 
所 领 ， 故 云 控 带 四 时 。 其 珠 游 二 三方 之 中 ， 故 日 经 纬 三 才 也 。” 
三 上 义 夫 将 “刻板 为 三 分 ”理解 成 “刻板 为 三 份 *; “其 上 、 下 
两 段 置 游 珠 ， 中 间 一 段 记 一 、 十 、 百 、 千 等 位 。 此 与 现今 算盘 
中 所 见 之 原则 , 不 稍 异 同 。 然 位 各 五 珠 云云 , 即 每 行 置 五 珠 , 此 
点 与 今日 算盘 不 同 。 而 上 段 之 一 珠 , 与 下 段 之 四 珠 ， 颜色 各 异 ， 
上 段 一 珠 表 五 ,下段 一 珠 表 一 。 其 上 、 下段 之 珠 , 颜色 不 同 , 及 
下 段 有 四 珠 ， 和 皆 与 现今 算盘 不 同 。 然 上 段 一 珠 表 五 ， 下 段 一 珠 


表 一 ， 又 与 现今 算盘 完全 相同 者 .” 他 又 怀疑 其 “是 否 有 轴 贯 
珠 ”, 因此 没有 给 出 示意 图 ， 后 来 许多 研究 者 提出 了 复原 图 ， 其 
中 下 面 的 一 种 较为 贴 合 原意 2。 
elelelele| |e|®| 十 游 珠 可 以 看 出 ， 只 要 在 此 算 具 上 
| 装置 隔 开 上 、 下 珠 的 横梁 和 穿 珠 
| 杆 ,并 在 每 一 档 位 各 自 增 加 上 、 下 
和 二 珠 ， 就 与 现代 的 算盘 完全 一 样 
ololslole 了 。 这 也 就 是 为 什么 有 许多 人 坚 
图 1 一 5 《 数 术 记 遗 》 中 持 认 为 珠算 起 源 于 南北 朝 或 汉代 
的 “珠算 ” ”的 主要 原因 ，。 

但 是 这 一 论点 也 是 值得 商检 的 。 早 就 有 人 提出 过 ， 珠 算 的 
产生 应 该 有 两 个 主要 标志 ， 那 就 是 “ 既 有 横梁 穿 档 的 算盘 ， 又 
_ 有 一 套 完善 的 算法 和 口诀 .”@ 前 一 条 件 相当 于 现代 电子 计算 机 
中 的 硬件 ， 后 一 条 件 相当 于 软件 ; 离开 了 软件 系统 ， 再 先进 的 
电子 计算 机 也 是 一 堆 废物 。 辐 样 ， 没 有 相应 算法 和 口诀 的 算盘 

四 ”参阅 许 达 盘 《中国 算术 故事 》， 中 国 青年 出 版 社 ，1965 年 第 三 版 。 


四 参 赚 梅 荣归 《从 中 国 数 学 史 的 角度 谈 谈 珠算 史 的 凡 个 问题 》， 《珠算 史 通 
讯 ?，1985 年 ， 第 2 期 。 
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是 缺乏 生命 力 的 ， 例 如 古 罗马 的 沟 算盘 和 近代 俄国 的 记 数 算盘 
就 是 .真正 的 珠算 要 到 算法 改革 达到 一 定 程度 之 后 才能 出 
现 。 

算法 改革 

算法 改革 大 约 始 于 唐 代 中 时， 一 直 延 续 到 元 代 示 年， 核心 
是 简化 筹 算 乘 除 ， 但 其 结果 多 数 可 以 应 用 到 后 来 的 珠算 之 中 。 

筹 算 乘除 需要 三 重 布 位 ， 操 作 起 来 相当 麻烦 ， 因 而 算法 改 
车 的 关键 是 设法 在 同一 横 列 里 施行 乘除 运算 ， 这 样 可 以 减少 算 
寿 的 移动 从 而 提高 运算 速度 ,《 新 唐 书 。 艺文志 》 记 有 一 本 名 为 
《一 位 算法 》 的 书 , 据 南 宋 王 应 麟 (1223 一 1296 年 )《 玉 海 》 称 ， 
“ 江 本 扎 三 位 乘除 一 位 算法 三 卷 ， 又 以 一 位 因 、 折 、 进 、 退 ， 作 
一 位 算法 九 篇 ， 颇 为 简约 .” 似 乎 这 部 书 的 全 名 就 是 《三 位 乘除 
一 位 算法 》， 这 一 - 书 名 很 能 代表 唐 、 宋 、 元 三 代 筹 算 算法 改革 的 
真 户 。 在 传 本 《夏侯 阳 算 经 》 中 则 有 多 种 乘除 捷 法 ， 例如 将 多 
位 乘除 数 化 为 几 个 一 位 乘 、 除 数 的 算法 ， 后 来 被 宋代 数学 家 称 
为 “ 重 因 ”并 加 以 发 展 ; 又 如 针对 首位 或 首 几 位 数字 是 1 的 乘 、 
除数 运算 采用 的 “ 身 外 加 减 ”， 化 乘法 为 减法 的 “ 损 位 乘 ” 等 。 
在 “ 身 外 加 减 ” 法 的 基础 上 ， 唐 代数 学 家 还 创造 了 “ 求 一 ” 方 
法 ， 关 键 就 是 设法 把 乘 、 除 数 的 首位 数字 化 成 1 来 演算 ， 例如 
将 238X 240 化 为 476X120, 就 可 用 “ 身 外 加 二 ”来 算 。 唐 代 陈 
从 运 《 得 一 算 经 》、 龙 受益 《 求 一 算法 化 零 歌 》 大 约 就 是 介绍 这 
种 算法 的 。 

宋代 算法 改革 更 趋 活跃 , 沈 括 在 《 梦 溪 笔谈 》 中 记 道 :“ 算 
术 多 门 ， 如 求 --、 上 驱 、 搭 因 、 重 因 之 类 皆 不 离 乘 除 。 唯 增 成 
一 法 稍 异 其 术 ， 都 不 用 乘除 ， 但 补 气 救 公 而 已 。” 其 中 “ 求 一 ” 
“ 重 因 ”如 前 所 释 ,“ 搭 因 ”、“ 上 驱 ” 意 义 不 明 ,“ 增 成 ” 则 属于 
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归 除 法 的 一 类 。 杨 辉 在 《乘除 通 变 本 末 》 中 对 唐 中 叶 以 来 的 算 
法 改革 作 了 系统 的 总 结 ， 除 了 对 以 上 各 种 方法 进行 推广 外 ， 又 
将 当时 流行 的 “ 九 归 ” 歌 诀 精 简 为 “ 归 数 求 成 十 ”、“ 归 余 自 上 
加 ”和 “ 半 而 为 五 计 ” 三 大 类 。 书 中 又 给 出 除数 为 两 位 以 上 的 
除法 口诀 ， 成 为 后 来 “ 飞 归 ”的 先河 。 

”元 代 算 法 改革 的 成 果 可 在 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》、 郭 守 敬 的 
《授时 历 捷 法 历 成 y》、 安 止 兰 、 何 平子 的 《 详 明 算法 》、 贾 享 的 
《算法 全 能 集 》， 以 及 丁 巨 的 《 丁 巨 算法 》 中 找到 踪迹 。 朱 世 杰 
简化 了 杨辉 的 “ 九 归 ” 歌 决 ， 他 的 歌诀 是 :“ 一 归 如 一 进 ， 见 一 
进 成 十 。 二 一 添 作 五 ,办 二 进 成 十 。 三 一 三 十 一 , 三 二 六 十 二 ， 
办 三 进 成 十 ……”, 与 现代 珠算 的 乘法 口诀 几乎 一 致 。 朱 世 杰 等 
人 又 在 “ 九 归 ” 和 “以 减 代 除 ”的 基础 上 发 展 出 “ 归 除 ”， 其 基 
本 思想 是 用 “ 九 归 ” 求 得 商 数 ， 然 后 按 类 似 于 “ 求 一 ”和 “ 身 
外 威 ” 的 方法 进行 后 面 的 运算 。 在 “ 归 除 ”法 中 ， 应 用 “ 九 
归 ” 所 得 商 数 有 时 过 大 而 被 除数 “无 除 "， 于 是 有 人 创造 了 “起 
一 ”与 “ 挤 归 ”两 法 ， 安 止 斋 与 何平 子 、 丁 巨 、 贾 享 的 著作 对 
此 都 有 所 论述 。 与 此 同时 ， 元 代数 学 家 亦 普遍 采用 了 从 低位 入 
算 的 “ 留 头 乘法 ”或 “下 乘法 >.“ 留 头 乘 ” 和 “ 归 除 ”等 方法 
的 出 现 ， 不 但 使 乘 、 除 运算 不 需 任 何 变通 就 可 以 在 一 个 横 列 里 
进行 ， 也 为 珠算 的 使 用 铺 平 了 道路 。 

所 有 这 些 乘 除 捷 法 都 是 适应 着 唐 代 以 后 商业 经 济 的 繁荣 而 
被 逐步 地 发 展 起 来 的 ， 它 们 不 但 在 当时 的 社会 实践 中 起 过 积极 
作用 ， 而 且 构成 了 从 筹 算 向 珠算 过 滤 的 必要 桥梁 。 


@ 参阅 梅 荣 照 《 唐 中 期 到 元 末 的 实用 算术 》,《 宋 元 数学 史 论 文集 》， 科学 出 版 
社 ，1966 年 第 一 版 ， 
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宋 、 元 、 明 三 代 算盘 史料 

在 对 筹 算 改革 作 了 以 上 两 个 方面 的 回顾 之 后 ， 对 珠算 的 起 
源 就 不 必 拘 泥 于 确定 一 个 具体 的 时 间 上 限 了 .。 大 略 言 之 ,《 数 术 
记 遗 》 中 的 “珠算 ” 板 即 是 后 世 算 盘 的 胚 型 ， 而 具有 现代 形式 
和 功能 的 算盘 很 可 能 出 现在 北宋 ， 只 是 由 于 算法 未 备 ， 当 时 仅 
在 个 别 地 区 和 个 别 场合 被 应 用 。 元 朝 是 珠算 与 筹 算 并 驾 齐 驱 的 
时 代 ， 前 者 受到 商界 和 部 分 民间 数学 家 的 青睐 ， 后 者 则 -一 向 是 
正统 历 算 家 专 擅 的 技术 。 另 一 方面 ， 自 唐 中 期 升 始 的 算法 改革 
到 元 末 终 于 完成 ,许多 捷 算 方 法 连同 口诀 很 自然 地 被 珠算 所 借 
用 。 宋 元 算 书 中 尽管 可 能 有 些 关于 珠算 的 内 容 ， 但 对 后 世 未 产 
生 多 大 影响 。 明 代 有 了 较 出 色 的 珠算 教科 书 ， 珠 算 也 在 明代 中 
叶 商 业 进 一 步 繁荣 的 社会 环境 中 于 勃发 展 ， 而 筹 算 则 逐渐 消 声 
匿 迹 。 

下 面 是 关于 早期 算盘 的 一 些 较 重 要 的 线索 @: 

1921 年 在 河北 省 巨 鹿 宋 城 故 址 出 土 了 一 颗 木 珠 ， 直 径 2. 1 
厘米 ， 外 形 呈 扁 圆 状 . 中 有 穿孔 。 巨 鹿 故 城 系 北宋 大 观 二 年 
(1108 年 ) 被 黄河 谤 滥 所 淹没 的 , 如 能 确定 该 木 珠 为 算盘 珠 而 非 
他 物 〈 如 念珠 )， 此 为 北宋 已 出 现 算盘 的 实物 证 据 ， 

程 大 位 《算法 统 宗 》 卷 未 著录 了 两 部 宋代 算 书 《 盘 珠 集 》 和 
《 走 盘 集 》, 从 书 名 来 看 似 与 珠算 有 关 。 又 元 末 陶 宗 仪 《说 桂 》 引 
宋代 《 谢 察 微 算 经 》 用 字 例 有 “算盘 之 中 ”、“ 有 有 梁 之 上 (下)”、 
“ 盘 中 横梁 隔 木 ”等 语 。 

北宋 画家 张 择 端 所 绘 《 清 明 上 河 图 》 长 卷 中 ， 卷 末 赵 太 孙 


QD 资料 主要 来 源 于 李 健 、 严 敦 杰 、 华 印 榴 、 钱 定 一 , 大 矢 真 一 、 下 平和 夫 等 ， 
参阅 华 印 椿 《中 国 珠 算 史 稿 》， 第 28 一 35 页 , 第 53 一 57 页 , 第 61 一 66 页 。 


52 大 哉 言 数 


家 药 铺 柜上 有 一 长 方形 器 物 , 细 辨 像 一 只 15 档 算盘 。 元 初 画家 
王 振 觅 绘制 的 《乾坤 一 担 图 》， 图 中 男 一 老者 挑 着 货 郎 担 ， 担 上 
方 则 有 相当 清晰 的 筑 盘 图 像 。 

宋 元 许 文 中 多 包 珠 算 用 语 , 最 早 为 南宋 许 人 张 孝 祥 (1132 一 
1170 年 ) 作 于 1165。 :的 一 首 许 ， 内 有 “ 商 归 斗 算 珠 ”一 句 。 元 
初学 者 刘 因 则 有 《算盘 诗 》 一 首 。 此 外 ， 元 代 禅 师 和 当时 日 本 
来 华 僧人 话 交 中 亦 多 有 所 反映 ， 如 大 鉴 禅 师 (1274 一 1339 年 ) 
《 噬 藏 重 游 占 》 中 咏 道 : “上 百 亿 毛 头 球 走 盘 ”， 雪 村 友 梅 禅师 
《1290- 1346 年 )《 丹 通 》 诗 云 :“ 机 前 透 出 走 盘 珠 ” 等 等 。 元 曲 
《 庞 居 士 误 放 来 生 债 》 中 则 有 “去 那 算 盘 里 氢 了 我 岁数 ”的 唱词 ， 
陶 宗 仪 《 南 村 辍 耕 录 》 以 “ 擂 盘 珠 ”“ 算 盘 珠 ”“ 佛 顶 珠 ”来 
比喻 婢 仆 的 服务 态度 。 

明代 关于 珠算 的 史料 多 不 胜 举 : 洪武 年 间 刻 印 的 《 魁 本 对 
相 四 言 杂 字 》 是 一 部 图 文 并 茂 的 儿童 识字 读物 ， 书 中 绘 有 算盘 
图 ; 永乐 年 间 刊 行 的 《鲁班 木 经 》 中 专门 介绍 了 算盘 的 制作 规 
格 ; 马 欢 《 沪 涯 胜 览 .古里 国 》 称 “ 彼 之 算法 无 算盘 *， 可 见 
“我 ”之 算法 有 算 共 ;， 周 了 晖 《金陵 琐事 。， 历数 》 称 “ 赵 大 浏 上 不 
得 算盘 ， 唐 三 川上 得 算 熏 ”".《 金 撼 梅 》 草 写 汤 来 保 狂 状 ,“ 匹 手 
村 过 算盘 ”; 《警世 通 言 》 称 宋 金 “ 写 算 精通 ”,“ 去 拿 算 盘 ， 登 
帐 短 ”; 《 醒 世 恒 言 》、《 黄 山 迷 严 竹 桃 》 《 疗 妒 赣 记 》、《 组 上 白 
霄 》 等 小 说 话 本 中 都 提 到 算盘 ， 

珠算 

明代 中 晚期 是 珠算 的 黄金 时 代 。 这 一 时 代 出 现 了 许多 专门 
介绍 珠算 的 书籍 和 珠算 家 ， 各 种 珠算 算法 和 相应 的 口诀 也 被 发 
展 完 善 ; 也 正 是 在 这 -- 时 期 ， 珠 算 不 仅 广泛 流行 于 民间 ， 而 且 
被 传播 到 朝鲜 、 日 本 、 泰 国 等 地 。 
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明代 珠算 书 很 多 , 除 已 失传 的 外 ,主要 的 著作 都 出 现在 16 
世纪 70 年 代 至 17 世纪 初 的 这 30 年 中 , 它们 是 : 1573 年 徐 心 鲁 
的 《 盘 珠算 法 》 1578 年 柯 尚 迁 的 《数学 通 轨 》、1584 年 朱 载 博 
的 《 算 学 新 说 》、1592 年 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 1604 年 黄 墟 云 
的 《算法 指南 》。 其 中 以 程 大 位 的 书 流传 最 广 ， 影 响 最 大 。 

值得 指出 的 是 ， 更 早 些 时 候 吴 敬 与 王 文 素 的 两 部 著作 ， 过 
去 一 般 被 认为 主要 是 介绍 筹 算 方法 的 ， 深 入 的 研究 表明 此 二 书 
中 关于 珠算 的 内 容 占 了 相当 大 的 比例 。 举 例 来 说 ， 吴 敬 的 《 九 
章 算法 比 类 大 全 》 首 先 提出 了 珠算 的 加 减法 口诀， 称 作 “起 五 
决 ”"“ 成 十 诀 "“ 破 五 决 "“ 破 十 诀 ”， 后 来 徐 心 鲁 将 它们 综合 
成 “上 诀 ” 和 “ 退 决 >. 一 直行 用 至 今 。 关 于 珠算 乘法 的 次 序 、， 
吴 敬 首先 介绍 了 “ 留 头 乘 ”， 王 文 素 《 通 证 古今 算 学 宝 鉴 》 在 
“ 留 头 乘 ” 外 又 介绍 了 “ 掉 尾 乘 ” 和 “ 破 头 乘 >， 程 大 位 《算法 
统 宗 》 又 增加 “ 隔 位 乘 ”， 珠算 的 四 种 后 乘法 始 得 完备 . 

珠算 的 乘法 口诀 就 是 九 九 口 决 ， 除 法 一 般 用 宋 元 数 学 家 创 
造 的 九 归口 决 。 程 大 位 明确 规定 了 “ 九 九 合 数 ” 应 “ 呼 小 数 在 
上 ,大 数 在 下 ”;“ 九 归 歌 ”应 “ 呼 大 数 在 上 ， 小 数 在 下 ”。 例 如 
“六 八 四 十 八 ” 即 乘法 口诀 ,“ 八 六 七 十 四 ”是 九 归 口诀 。 

除了 通常 的 四 则 运算 外 ， 珠 算 也 用 于 开 方 、 解 高 次 方程 和 
其 他 计算 问题 。 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 涉 及 的 各 类 计算 问题 均 
用 珠算 解决 ， 朱 载 培 的 《 算 学 新 说 》 详 细 地 介绍 了 珠算 开 方 的 
程序 。 可 见 作为 计算 工具 ， 珠算 基本 可 以 涵盖 筹 算 的 功能 ， 但 
其 迅捷 便当 却 是 后 者 无 法 比肩 的 。 

珠算 与 筹 算 一 脉 相 承 ， 尤 其 是 在 计数 方法 上 。 算 盘 中 的 一 
颗 上 珠 与 (大 于 5 的 ) 筹 色 上方 异 向 排列 的 一 根 算 筹 完全 相应 ， 
熟悉 筹 算 的 人 只 须 一 个 不 太 复 杂 的 技术 转换 就 可 以 毫 无 困难 地 
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接受 珠算 .珠算 与 筹 算 的 最 大 区 别 就 在 于 它 依赖 于 算法 口诀。 筹 
算 虽 然 也 可 应 用 口诀， 但 因 布 算 速 度 的 限制 ， 这 一 要 求 并 不 迫 
切 , 运筹 基本 是 一 种 心算 配合 筹码 记 数 的 过 程 。 珠算 则 不 然 , 熟 
练 的 算盘 师 勿 需 经 过 心算 这 一 步 台 (特殊 的 心算 结合 珠算 法 除 
外 ), 呼出 口 决 的 同时 就 拨 出 了 得 数 。 举例 来 说 , 筹 算 作 6 十 7 的 
运算 ， 操 作者 将 筹码 于 换 成 一 机 ， 全 和 赁 心算 并 要 熟练 地 掌握 筹 
算计 数 规则 ， 而 珠算 只 要 按 “ 七 上 二 去 五 进 一 ” 的 口诀 拨 珠 即 
可 ， 速 度 显然 大 大 高 于 前 者 。 

珠算 的 精华 正在 于 它 的 算法 口诀 。 利 用 汉语 单字 发 音 的 特 
点 ， 将 各 种 计算 程序 概括 成 若干 字 一 句 的 口诀 ,演算 时 随 呼 口 
决 随 拨 结果 ， 颇 像 现 代 电 子 计算 机 中 调 出 预先 编 好 的 程序 来 进 
行 运算 的 过 程 。 明 代数 学 书 中 的 创新 ， 主 要 是 对 珠算 算法 及 其 
相应 程序 的 改进 ,“ 金 蝉 脱 壳 ”"“ 损 乘 ”"、“ 归 除 ”"“ 飞 归 ” 等 等 
方法 都 纷纷 地 被 珠算 改进 或 创造 出 来 。 同 时 ,算法 口 决 也 逐渐 
演变 得 更 为 规范 和 符合 技术 上 的 要 求 ， 以 加 法 为 例 ， 吴 敬 、 王 
文 素 凤 以 “一 起 四 作 五 、 二 起 三 作 五 ”来 表示 4 十 1，3 十 2 等 ， 
徐 心 鲁 则 改作 “一 下 五 除 四 、 二 下 五 除 三 ”。 前 者 需 先 去 下 珠 再 
拨 上 珠 ， 后 者 则 由 上 而 下 -- 气 拨 成 ， 显 然 提高 了 操作 速度 。 到 
了 清 代 ， 还 出 现 了 专门 讲求 珠算 指法 的 书籍 ， 如 张 秀 冠 的 《 球 
算 入 门 》 和 潘 办 禧 的 《 算 学 发 蒙 》 等 ， 

清 代 虽 已 传 入 西方 的 笔算 、 纳 皮尔 筹 算 和 比例 规 算 法 等 ,但 
-珠算 仍 是 主要 的 计算 手段 。 直 到 今天 ， 珠 算 仍 然 在 我 们 的 生活 
中 发 挥 着 作用 。 
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第 四 节 十 算 与 社会 


本 书 所 论述 的 中 国 古代 数学 ， 主 要 是 在 中 国 封建 社会 这 一 
政治 经 济 实体 中 发 展 起 来 的 一 门 知 识 ， 它 既 有 数学 自身 的 一 些 
性 质 〈 如 抽象 性 、 精 确 性 )， 又 带 有 浓厚 的 时 代 与 地 域 的 色彩 ， 
其 基本 框 染 是 与 中 国 封建 大 一 统 的 政治 经 济 结构 及 相应 的 人 文 
环境 相 适 应 的 。 


(一 ) 封建 大 一 统 的 数学 观 


圣人 人 制 数 说 与 王道 

早期 人 类 往往 把 知识 的 起 源 归 于 本 氏族 的 领袖 和 英雄 ， 这 
就 是 圣人 制 数 说 的 文化 学 渊源 。 值 得 研究 的 是 ， 这 一 类 传说 在 
中 国 古 代 是 被 当 作 信 史 来 看 待 的 : 而 它们 洲 角 的 时 代 ， 又 几乎 
与 儒家 思想 逐步 取得 统治 地 位 和 封建 大 一 统 帝 国 逐 步 建 立 的 过 
程 同 步 ， 这 就 不 得 不 使 我 们 要 对 这 一 类 传说 的 政治 背景 去 作 一 
番 探 索 。 

《 易 传 》 中 多 次 谈 到 人 类 的 历史 和 宇宙 的 起 源 : 《 系 辞 传 
下 》 称 :“ 古 者 询 御 2 氏 之 王 天 下 也 ， 仰 则 观 象 于 天 ， 俯 则 观 法 
于 地 ， 观 乌 兽 之 文 与 地 之 宜 ， 近 取 诸 身 ， 远 取 诸 物 ， 于 是 始 作 
八卦 以 通 神明 之 德 ， 以 类 万 物 之 情 ”;《 说 卦 传 》 称 :“ 埋 者 圣人 
之 作 《 易 》 也 ， 山 赞 于 神明 而 生 著 ,参天 两 地 而 倚 数 ， 观 变 于 
阴阳 而 立 卦 ， 发 挥 于 刚 柔 而 生 交 ， 和 有 顺 于 道德 而 理 于 义 ， 穷 理 
尽 性 以 至 于 命 。” 


QD 即 伏 闽 ， 亦 作 伏 条 、 傅 戏 、 应 琳 、 密 戏 、 密 六 。 
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《 直 本 》 则 称 :“ 黄 帝 使 义 和 占 日 、 常 仪 占 月 、 奥 区 占星 气 、 
冷 纶 造 律 吕 、 大 挠 作 甲 子 、 隶 首 作 算数 、 容 成 综 此 六 术 而 著 
调 历 也 。?”2 

《 易 传 》 和 《 世 本 》 都 是 战国 时 期 的 作品 ， 它 们 反映 了 刚刚 
从 神学 脱胎 而 出 的 早期 哲学 与 历史 学 的 原 狐 ， 也 体现 了 奴隶 制 
向 封建 制 过 渡 时 代 逐 渐 走 上 主导 地 位 的 儒家 学 说 的 政治 理想 和 
世界 观 。 鼓 吹 乌托邦 的 唐 上 处 盛世 需要 呼唤 古代 英雄 ， 强 调 宇宙 
自然 与 人 类 存在 的 和 谐 导致 “天 道 ” 与 “人 道 ” 相 统一 的 自然 
一 历史 哲学 ; 而 作为 “ 通 神明 ”、“ 类 万 物 ” 的 数学 ， 由 介 平 
“天 ”、“ 人 ”之 间 的 圣人 掌握 和 传授 就 是 十 分 自然 的 了 。 

其 他 一 些 典籍 也 涉及 和 十 数学 的 传说 ， 例 如 《由 海 经 . 海 
外 东经 》 称 怠 命 竖 亥 步 地 ， 坚 交 “ 右 手 把 算 ， 左 手指 青 丘 北 ”， 
《管子 … 轻 重 》 称 “ 密 戏 作 九 九 之 歌 ”,《 尸 子 》 称 “ 垂 为 规矩 准 
绳 ， 使 天 下 仿 珊 ”等 . 

汉代 是 封建 大 一 统 成 熟 完 善 的 时 代 ,“ 天 人 合 一 ”的 自然 一 
历史 观 成 为 维护 王道 正统 的 理论 支柱 ， 圣 人 制 数 说 则 被 采 入 官 
修正 史 之 中 :《 史 记 ， 历 书 》 称 “黄帝 考 定 星 历 ,建立 五 行 ， 起 
消息 ， 正 闽 余 ”; 《 夏 本 纪 》 说 大 对 治水 ，“ 左 准 强 ， 右 规矩 ”; 
《 汉 书 。 律 历 志 》 云 “ 自 伏 戏 画 八卦 由 数 起 ， 至 黄帝 、 沈 、 竹 而 
大 备 ";《 汉 书 。 魏 相传 》 则 有 “ 太 吴 乘 震 执 规 司 春 ”,“ 少 吴 乘 
郧 执 和 玫 司 秋 ”,“ 黄 帝 乘 坤 民 执 绳 司 下 土 ” 等 语 。 圣 人 制 数 说 在 
此 时 还 出 现 了 一 个 新 的 变种 , 那 就 是 河 洛 起 源 说 。《 系 辞 传 》 原 
有 “ 河 出 图 ， 洛 出 书 ， 圣 人 则 之 ”的 说 法 ， 但 “ 河 ”、“ 洛 ”、 


7) 即 伶 伦 ，。 
名 据 [ 良 ] 司马 上 《史记 索 隐 》,《 史 记 》 卷 二 十 六 《有 历 书 》,《 二 十 五 史 》 本 ， 
上 海 古 籍 出 版 社 、 上 海 书店 ，1986 年 ， 第 163 页 。 
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“圣人 ” 究 何 所 指 均 未 明确; 《 汉 书 。 五行 志 》 则 引 刘 次 说 谓 
“ 作 闵 氏 继 天 而 王 ， 受 河 图 ， 则 而 男 之 - 八卦 是 也 ; 名 治 洪水 ， 
网 洛 书 ， 法 而 陈 之 ， 洪 范 是 也 。” 郑 玄 则 以 数字 排列 说 明 《 系 辞 
传 》 中 天 地 生成 数 和 《 易 纬 。 乾 玄 度 》 太 乙 行 九 官 ， 后 来 被 宋 
儒 说 成 是 数学 起 源 之 河 图 、 洛 书 。 此 外 ,在 汉代 出 土 砖 石 画 中 ， 


也 通常 可 见 伏 廊 执 乍 、 女 娲 执 规 的 形象 。 


这 些 都 说 明 ， 随 着 封建 大 一 统 意识 形态 的 确立 ， 圣 人 制 数 
说 成 了 皇家 钦定 的 理论 ， 它 与 统治 阶级 极力 鼓吹 的 君权 神 授 思 
想 是 协调 一 致 的 。 在 数学 家 这 一 方面 ， 不 管 他 们 的 真正 认识 如 
何 , 论 及 数学 的 起 源 大 率 祖 述 圣人 制 数 说 .。《 周 估算 经 》 第 一 句 
话 就 以 “ 昔 者 周公 ”开头 ， 随 后 又 借 周公 与 商 高 的 对 话 谈 到 
“ 包 御 立 周 天 历 度 ”，“ 策 之 所 以 治 天 下 者 ， 此 数 之 所 生 也 ”。 在 
刘 徽 的 《 九 章 算术 》 序 中 也 可 以 更 到 《 易 传 } 与 4 世 本 } 的 影子 : 


普 在 让 牺 氏 始 画 八 卦 ， 以 通 神明 之 德 ， 以 类 万 物 之 
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情 ， 作 九 九 之 术 以 合 六 英之 变 。 必 于 黄帝 神 而 化 之 ， 引 而 
伸 之 ,于 是 建 历 纪 ， 协 律 吕 ， 用 稽 道 原 ， 然 后 两 仪 四 象 精 
微 之 气 可 得 而 效 看 。” 


类 似 的 例子 ,不胜 枚 举 ， 它 们 从 一 个 侧面 反映 了 中 国 古 代数 学 
与 封建 政治 的 关系 。 

《 九 童 算术 》 的 政治 经 济 背 景 

秦 灭 六 国 ， 废 封 邑 ， 立 郡 县 ， 完 成 一 统 天 下 的 大 业 。 
秦 制 ， 又 通过 一 系列 政治 澡 经 济 漠 光 和 制 地 方 训 强 ， 语 时时 大 
统 的 国家 官僚 机 器 正 于 完善 。 这 一 历程 在 《 九 章 算 术 》 这 样 的 
数学 典籍 中 亦 有 所 反映 。 对 于 《 九 章 算术 》, 历史 学 家 和 经 济 学 
家 另 有 一 种 读 法 ， 那 就 是 透 过 形形色色 的 数学 应 用 问题 ， 去 发 
气 秦 汉 之 际 的 典章 制度 以 及 政治 经 济 方面 的 丰富 史料 。@ 

统一 度量 衡 是 实现 封建 大 一 统 的 一 项 重要 政策 。《 九 章 算 
术 》 中 就 包括 大 量 与 度量 衡 单位 换算 有 关 的 问题 ， 其 单位 名 称 
和 进 制 都 与 秦汉 制度 相同 . 东汉 光 和 二 年 (179 年 ) 所 造 大 司 农 
狸 的 铭文 则 明确 指出 《 九 章 算术 》 的 规范 作用 : 


“大 司 农 以 成 寅 诏书 ， 秋 分 之 日 ， 同 度量 , 均衡 石 , 排 
斗 桶 ， 正 权 概 ， 更 特 为 诸 州 作 铜 斗 、 舱 、 称 、 尺 。 依 黄 钟 
律 历 ， 九 章 算 本 ， 以 均 长 短 、 轻 重 、 大 小 ， 用 齐 七 政 ， 令 


4d) 钱 宝 琼 被 点 《 算 经 十 书 》 上 朋 ， 第 91 页 ， 

加 参阅 陈 直 《( 九 音 算 术 ;， 著 作 的 年 代 》,《 西 北大 学 学 报 》( 自 然 科学 版 ), 1957 
年 第 1 期， 宋 杰 《 ( 九 章 算 术 〉 记载 的 汉代 的 “ 程 糙 ”》,《 北 京师 院 学 报 》 1983 年 
第 2 期 ; 宋 杰 《 ( 九 音 算术 ， 东 社 会 经 济 方面 的 史料 价值 》， 《自然 辩证 法 通讯 》， 第 
6 卷 第 5 期 ， 1984 年 。 
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海内 都 同 。”0 


修 驰 道 ， 治 沟 渔 ， 建 官 仓 ， 整 顿 边防 ， 这 些 秦 汉 统 治 者 建 。 


立 和 巩固 大 一 统 帝 国 的 具体 措施 在 《 九 章 算术 》 中 都 有 反映 。 商 
功 章 的 实际 背景 是 秦汉 之 际 频繁 不 断 的 官 营 工程 : 穿 地 、 贷 城 、 
修 堤 、 挖 渠 尼 非 普通 百姓 所 能 组 织 ; 方 坎 震 、 圆 夫 震 是 军事 城 
集 的 缩 样 ;和 容 粟 万 狸 的 方 仑 、 圆 国 显 然 是 官 家 所 修 ; 方 亭 则 使 
人 联想 到 至 今 仍 意 立 在 咸阳 古 原 上 的 汉代 皇帝 们 的 陵 丘 。 配 合 
浩大 的 政府 工程 ， 汉 初 即 颁 行 均 输 令 , 郡 县 设 均 输 官 ;《 九 章 算 
术 》 则 专 有 均 输 一 章 : 前 四 题 涉 及 四 至 五 县 数 万 人 本 的 劳役 捧 
派 ， 动 轻 上 万 乘 车 ， 调 票数 十 万 狮 ， 若 无 强 有 力 的 号 令 断 然 组 
织 不 起 来 ; 第 9 题 “ 太 仓 栗 输 上 林 ”, 反映 了 从 官 仓 调 粮 的 情况 ; 
第 21 题 “ 甲 发 长 安 ， 五 日 至 齐 ”， 在 了 蛙 陌 遍 墅 的 割据 时 代 则 是 
不 可 想象 的 。 

秦汉 之 际 的 阶级 和 经 济 关系 在 《 九 章 算 术 》 中 也 有 所 折射 。 
衰 分 章 第 1、6 题 按 “大 夫 、 不 更 、 和 著 请、 上 造 、 公 士 ” 五 级 荔 
位 分 配 物 品 : 位 高 者 多 , 位 低 者 少 ; 而 第 8 题 按 曙 位 分 挫 税 款 : 
位 高 者 少 , 位 低 者 多 。 题 中 句 名 也 都 是 秦汉 之 制 。 商 功 章 4、5、 
6、7、21、22 诸 题 第 以 “用 徒 几何 ” 设 问 ,反映 了 刑 徒 或 百姓 
充 役 的 事实 。 均 输 章 27 题 “ 持 米 过 关 ”、28 题 “ 持 金 过 官 ”， 反 
映 了 政府 的 抑 商 政策 和 对 百姓 外 出 的 限制 ,西汉 初 年 奖励 农 桑 ， 
提倡 耕 曼 ， 推 广 代 田 法 ， 实 行 粮 食 交 易 的 官方 控制 和 盐 铁 官 营 
和 等， 这些 经 济 手段 都 对 强化 封建 大 一 统 政治 起 到 了 积极 作用 。 
《 九 章 算术 》 方 田 章 3、4 题 量 地 以 里 为 计 ， 实 乃 当 时 政府 大 规 


OD ”了 拯 隆 等 编 4 中 国 上 古代 度量 衡 图 集 》, 文物 出 版 社 , 1984 年 第 一 版 , 第 97 页 ， 
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模 丈 量 土地 的 写 眼 。 少 广 章 前 11 题 均 以 田 广 若 干 求 田 一 亩 , 似 
与 当时 “ 假 民 公 田 ”的 政策 有 关 。 所 谓 “ 假 民 公 田 ” 就 是 由 政 


。 府 将 官 地租 给 农民 耕种 。 收取 的 地 租 称 为 “ 假 税 ” 均 输 章 第 24 


题 “ 今 有 假 田 ， 初 假 之 岁 三 亩 一 钱 ” 即 为 一 例 。 票 米 章 首先 列 
出 各 类 谷物 交换 的 比率 ， 反 映 了 政府 对 粮食 交易 的 严格 控制 。 
总 而 言 之 ,《 九 章 算 术 》 的 内 容 与 封建 大 一 统 帝 国 的 政治 经 
济 是 相 适 应 的 。 难 怪 有 人 认为 “ 它 是 当时 政府 为 了 适应 培养 行 
政 官员 的 需要 而 由 国家 组 织 力量 编纂 的 一 部 代表 时 代 水 平 的 数 
学 教科 书 。”9 
治 、 乱 看 数学 

中 国 数学 史上 有 一 个 令 人 困惑 的 现象 ， 那 就 是 古代 数学 发 
展 的 两 个 高 峰 期 ， 一 -个 在 牧 晋 南北 朝 ， 一 个 在 宋 辽 金 元 对 峙 的 
时 代 , 它们 都 处 于 战乱 濒 仍 、 中 央 集 权 削 弱 的 封建 政治 低谷 ; 而 
在 封建 社会 相对 稳定 的 时 期 , 如 汉 、 唐 、 明 、 清 的 全 盛 时 期 , 数 
学 却 较 少 表现 出 创造 性 来 。 

对 于 这 -- 历 史 现 象 ， 科 学 史家 们 曾 从 不 同 的 角度 尝试 着 给 
出 解释 ， 例 如 把 南北 朝 数学 的 繁荣 归于 民族 大 融合 ， 把 宋 元 之 
交代 数学 的 勃兴 归于 知识 分 子 仕途 的 断绝 等 等 ; 但 是 这 种 局 部 
着 眼 的 解释 显得 单薄 脆弱 ,往往 -一 个 反例 就 足以 颠覆 整个 结论 ， 
而 在 形形色色 的 历史 事件 和 人 物 中 去 搜寻 反例 ， 总 要 比 在 数学 
证 明 中 容易 一 些 ， 

如 果 从 中 国 古 代数 学 与 封建 大 一 统 政治 经 济 的 关系 来 着 
眼 ， 对 这 一 问题 似 有 希望 找到 一 个 宏观 的 解答 。 中 国 古 代数 学 


QD 李 继 闵 《 九 章 算术 〉 太 其 训 徽 注册 究 》， 陕西 人 民 教 育 出 版 社 ，1990 年 
第 一 版 ， 第 16 页 。 
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体系 的 胚 形 ， 与 儒家 治国 思想 得 到 重视 ， 以 及 封建 大 一 统 帝 国 
建立 的 过 程 几 乎 同步 发 展 、 其 竟 基 作 《 九 章 算术 》, 就 反映 了 封 
建 统治 者 透 过 颂 生 阶层 来 管理 这 一 庞大 国家 机 器 的 种 种 需要 。 
因而 在 河清 海 刘 、 政 通 人 和 的 时 代 ， 数 学 是 在 《 九 章 算术 》 的 
框架 中 ， 以 与 封建 大 一 统 的 政治 经 济 相 适应 的 形式 平缓 地 发 展 
的 .北周 开国 伯 杜 弯 扎 《五 萌 算 经 》 和 《五 经 算术 》， 前 者 纯 为 
政治 官吏 所 作 ， 后 者 则 体现 了 汉代 设置 五 经 博士 的 流风 ， 亦 为 
数学 服务 于 正统 学 术 即 经 学 之 最 好 注脚 .隋唐 至 北宋 设 明 算 科 .、 
开 算 学 馆 ， 官 刻 算 书 ， 都 显示 了 数学 的 官僚 化 倾向 。 王 孝 通 
《上 强占 算 术 表 》 称 :“ 夫 为 君 上 者 司 牧 黑 首 , 有 神道 而 设 教 , 采 
能 种 而 经 纶 , 尺 性 穷 源 英 重 于 算 ”, 把 数学 与 人 治 联 为 一 体 。 北 
宁 官 父 机 构 膨 胀 ， 死 去 的 数学 家 也 叮 光 受 封 : 然而 封 需 的 标准 
却 不 是 受 封 者 的 实际 贡献 而 是 道统 的 尊 摆 :如 大 挠 、 隶 首 等 虚 
构 的 人 物 俱 封 为 公 , 耿 寿 昌 、 张 衡 、 何 承 天 等 朝 官 俱 封 为 侯 , 而 
刘 徽 、 张 丘 建 、 夏 做 阳 等 不 见 官 志 者 仅 封 为 男 。 盛 世 时代 的 数 
学 家 往往 兼 有 显赫 的 官方 身份 : 耿 寿 昌 是 大 司 农 ， 张 衡 是 太 中 
令 ， 李 淳 风 为 朝 议 大 夫 上 轻 车 都 尉 ， 顾 应 祥 为 刑部 尚书 。 这 种 
时 代 中 较 重要 的 数学 成 果 ， 也 多 涉及 国家 机 器 的 运作 ， 例 如 
《大 衍 历 中 的 数学 成 果 就 与 张 遂 所 组 织 的 政府 天 文 及 大 地 观测 
有 关 。 z 

相反 地 ， 在 礼 衣 乐 坏 、 纲 纪 和 散乱 的 时 代 ， 尽 管 《 九 章 算 
术 》 中 的 问题 和 方法 依然 是 数学 进步 的 源泉 和 数学 家 尊 奉 的 规 
范 ， 但 是 它 所 体现 的 那 种 与 封建 大 一 统 政 治 经 济 相 适应 的 文化 
特征. 在 当时 的 数学 中 已 黯然 褪色 。 刘 徽 、 赵 绞 都 表现 出 与 儒 
家 济世 理想 不 同 的 追求 纯 学 术 的 风格 ,《 测 圆 海 镜 》 的 几何 模型 
与 演绎 化 倾向 与 4 九 章 算术 》 异 相 旨 趣 ， 天 元 术 发 源 于 13 世纪 
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中 叶 河 北 、 山 西 交界 的 山区 ， 各 种 纵横 图 的 突然 出 现 似乎 与 社 
会 经 济 活动 毫 无 关系 。 刘 征 、 赵 爽 、 张 丘 建 、 夏 侯 阳 都 无 官方 
身份 ， 朱 志 杰 是 教书 先生 ， 杨辉 为 地 方 小 吉 ， 秦 九 部 、 李 冶 的 
仕 进 丝 因 战乱 受到 影响 。- 一 句 话 ， 动 乱 时 代 的 数学 由 于 较 少 受 
到 传统 和 官方 两 方面 的 束缚 ,往往 以 出 人 意料 的 速度 向 前 发 展 。 
当然 ， 它 们 还 取决 于 合适 的 学 术 气 氛 和 文化 环境 ， 这 一 点 留待 
后 文 继续 讨论 。 

数学 与 律 历 

另 一 足以 显示 中 国 古 代数 学 之 社会 性 质 的 事实 ， 就 是 它 与 ， 
律 历 的 关系 。 律 者 音律 ， 历 者 历法 。 这 里 要 说 明 的 是 ， 在 中 国 
古代 ， 历 学 与 天 文 有 着 不 同 的 内 涵 : 前 者 近似 于 今日 意义 的 数 
理 天 文学 ， 常 与 算 学 相提并论 ; 后 者 系 将 天 象 作 为 一 种 王家 独 
占 的 通天 手段 ， 与 星 占 学 十 分 相似 ， 因 此 不 在 本 书 论述 的 范围 
之 内 .了 

在 中 国 古 代 ， 律 、 历 两 学 向 来 为 官方 垄断 ， 这 可 由 历代 纪 
传 体 忠 书 得 到 明证 。 《史记 》 为 中 国正 史 创 棱 辟 莽 ， 其 记载 官方 
典章 制度 及 天 文 僵 地 等 事 的 “ 八 书 ” 中 就 有 《 律 书 》 和 “《 历 
书 》。 汉 武 帝 时 邓 平 以 黄 钟 自 乘 之 数 为 日 法 造 《 太 初 历 》 《 汉 
书 》 遂 以 律 、 历 合 为 一 志 。 自 时 厥 后 ,《 后 汉 书 》《 晋 书 》、《 魏 
书 》《 隋 书 》《 宋 中》 无 不 因 循 律 、 历 合 述 的 传统 名。 至 于 律 、 


cD 参阅 江 晓 原 《 中 国 古 代 历 法 与 星 占 术 ` 一 一 兼 论 如 何 认 识 中 国 古 代 天 文学 》， 
《大 自然 探索 》，1988 年 第 3 期 ;又 可 参阅 本 丛书 中 的 另 一 专著 《天 学 真 原 》( 江 晓 
原著 )。 . 
加 ”历代 正史 中 ,三国 及 南北 朝 多 凯 律 、 历 等 志 :《 宋 书 》、《 旧 唐 书 》 则 依 《 史 
志 》 卓 例 分 述 律 历 ;《 新 唐 书 》 以 下 则 不 再 述 律 。 有 些 朝代 的 史 志 名 称 亦 有 变化 : 如 
《 旨 唐 书 》 在 《音乐 志 》 中 介绍 律 学 :《 新 五 代 史 》 和 《清史 稿 》 分 别 以 《 司 天 考 》 和 
《时 宪 志 》 介 绍 历 学 等 ， 
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历 两 学 的 功用 ,《 史 记 ， 律 书 》 称 :“ 王 者 制 事 立 法 ， 物 度 轨 则 ， 
ee 
书 》 称 :“ 王 者 易 姓 受 傅 ， 必 慎 始 初 ， 改正 朔 ， 易 服 色 ， 推 本 天 
元 ， 顺 二 原音.*《 汉 节 ， * 律 历 志 》 开 篇 就 引 《 尚 书 。 终 典 》“ 同 
律 上 度量衡” 一句, 说 明 律 历 的 作用 是 “ 齐 远近 立民 信也 ”。 可 见 
律 与 历 ， 在 中 国 封 建 社会 中 扮演 着 十 分 重要 的 角色 ， 是 直接 服 
务 于 最 高 统治 者 的 王 学 。 

中 国 十 代数 学 与 律 、 历 两 学 可 以 说 是 共生 共 荣 ， 尤 其 与 后 
者 的 关系 更 为 密切 。 《史记 ， 律 书 》 谈 到 “ 数 ” 与 “ 声 ” 的 关系 
时 是 这 样 说 的 ;“ 神 生 于 无 ， 形 成 于 有 ， 形 然后 数 ， 形 而 成 声 ， 
故 日 神 使 气 ， 气 就 形 。” 除 却 “ 神 生 于 无 ”这 一 纯 属 意识 形态 的 
讲话 ， 可 以 看 出 作者 的 本 意 是 强调 数学 与 律 学 具有 同样 的 物质 
基础 。《 汉 书 … 律 历 志 》 在 阐述 历法 之 前 有 “ 备 数 ”、“ 和 声 ， 
“ 审 度 ”“ 扁 量 ”" “权衡 ”五 事 ， 而 以 “ 备 数 ” 居 先 ,“ 夫 推 历 
生 律 制 历 ， 规 圆 矩 方 ， 权 重 衡 平 ， 准 绳 嘉 量 ， 探 栈 索 隐 ， 钧 深 
致远 ， 英 不 用 燃 。” 

从 中 国 古代 典籍 的 分 类 中 也 可 看 出 数学 与 历 学 的 关系 .《 汉 
书 。 志文 志 》 为 中 国 现存 最 早 的 书目 ,内 中 并 无 “算术 ”一 门 ; 
如 前 所 述 ， 有 关 茧 作 被 放 在 “ 术 数 ” 略 之 “ 历 谱 ” 类 中 .《 隋 书 
“经籍 志 》 确 这 了 四 部 分 类 体系 ， 数 学 书 则 被 归 入 “ 子 ” 部 
- 肋 数 ” 类 ， 这 种 做 法 遂 后 被 各 代 史 玉 及 官 修 书 目 所 承袭 , 《四 
库 全 书 》 亦 将 天 文 、 算 法 合 为 “ 子 ” 部 之 一 类 。 一 些 大 型 类 书 
也 用 取 类 似 的 方法 ,《 玉 海 》 将 算 学 娄 入 “ 律 历 ”一 门 , 《古今 
图 书 集成 》 则 将 “测量 、 和 算法、 数目” 三 部 归 入 “ 历 象 汇 编 ” 之 
"历法 典 "。 康 咎 “ 御 制 ”《 律 历 渊源 》100 卷 ， 包 括 《 律 吕 正 
义 》5 卷 、《 历 象 考 成 》42 卷 、《 数 理 精 蕴 》53 卷 ， 可 谓 律 、 历 、 
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数 三 位 一 体 。 

年 中 国 古代 , 数学 家 多 为 历 家 , 即今 日 意义 上 的 天 文学 家 。 
一 部 《 畴 人 传 》 即 以 历法 改革 为 主线 贯彻 始终 .@“ 畴 人 ”一 词 
出 自 《 史 记 ， 历 书 》, 原 指 家 业 世 代 相 传 的 专门 家 , 特别 指 通 历 
者 ， 后 来 则 泛 指 历 算 家 。 曾 经 删 补 过 《 九 章 算术 》 的 张 苍 就 是 
-一 个 有 案 可 稽 的 历 算 家 , 《 汉 书 。 律 历 志 》 称 :;“ 汉 兴 ， 北平 侯 
张 苍 首 推 律 历 事 ”祖冲之 闻 达 于 朝廷 不 是 由 于 推算 圆周 率 , 而 
是 由 于 与 戴 法 兴 辩 历 和 创制 《4 大 明 历 》, 他 对 圆周 率 的 计算 结果 
被 《 隋 书 . 律 历 志 》 记 录 才 留 传 于 后 世 。 刘 灯 、 李 淳 风 、 张 送 、 
秦 九 间 、 郭 守 敬 、 梅 文书 、 李 善 兰 ， 这 些 在 不 同时 期 代表 中 国 
古代 数学 水 平 的 大 学 者 都 是 兼 通 历 算 于 一 身 的 人 物 。 

中 国 古 代数 学 中 的 许多 成 果 与 律 历 直接 相关 ， 最 典型 的 例 
子 是 古代 分 数理 论 及 算法 的 发 达 ， 在 很 大 程度 上 受 惠 于 历法 普 
遍 以 分 数 表达 天 文 基本 数据 ， 以 及 律 学 中 采用 三 分 损益 法 来 确 
定 基本 音程 这 两 桂 事 实 ， 确定 基本 音程 这 一 问题 还 导致 了 中 国 
古代 非 十 进 制 算术 的 研究 。 至 于 数学 与 历 学 相得益彰 的 例子 更 
是 俯 拾 皆 是 : 正 负 术 、 重 差 术 、 调 日 法 、 内 播 法 、 同 余 式 组 解 
法 、 会 圆 术 、 增 乘 开 方 法 ,这些 成 果 都 有 历 学 方面 的 背景 并 反 
过 来 为 制定 历法 服务 。 

在 大 一 统 的 封建 制度 中 ， 律 历 关 系 着 改正 阔 、 易 服 色 等 国 
家 最 高 利益 和 郊 礼宾 射 等 象征 王道 的 诸 般 大 礼 ， 因 而 是 上 层 建 
筑 中 的 上 层 ， 与 它们 关系 密切 的 数学 也 就 难免 带 有 特定 的 政治 
色彩 。 


OD 参阅 情 神 华 《 ( 财 人 传 ; 研究 》,《 明 清 数 学 史 论 文集 ,江苏 教育 出 版 社 ， 
1990 年 第 一 和 版， 第 235 一 237 页 。 
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(二 ) 学术 思潮 演变 中 的 中 国 古 代数 学 


先秦 显 学 与 两 种 数学 传统 

先秦 诸 子 中 ， 儒 、 墨 并 称 显 学 。 春 秋 战 国之 际 的 数学 ， 肯 
定 受 到 这 两 派 学 术 思想 的 影响 。 

筷子 (前 551 一 前 479 年 ) 直接 论 算 的 言论 ， 不 见 《论语 》 
等 儒家 经 典 ， 但 他 “ 少 也 贱 ， 故 多 能 鄂 事 ”，“ 曾 为 委 吏 ， 主 积 
出 纳 仓 ” 这 “ 委 吏 ”就 是 会 计 ， 显 见 他 是 长 于 书 计 的 。 况 且 作 
为 一 个 大 教育 家 , 他 所 教授 的 内 容 就 包括 数学 。《 史 记 “。 和 孔子 世 
家 》 称 孔 门 弟子 “ 盖 三 千 硕 ， 身 通 六 艺 者 ， 七 十 有 二 人 ”; 这 
“六 艺 ”"， 邑 五 礼 、 六 乐 、 五 射 、 五 御 、 六 书 和 九 数 ， 而 九 数 正 
是 《 九 章 算术 》 的 远 源 。 

孔子 所 创 侍 家 学 说 ， 主 要 关注 的 是 社会 政治 秩序 和 相应 的 
人 伦 道 德 规范 ， 它 借 “ 祖 述 部 胜 ， 宪 章 文 武 ” 宣 传 一 种 贵族 民 
主 制 的 政治 理想 。 儒 家 经 典 《 周 礼 》 中 详细 陈述 了 周 代 国家 机 
构 的 职能 , 其 中 涉及 许多 科学 与 技术 部 门 , 例如 冯 相 氏 掌 历法 ， 
保 章 氏 掌 观 天 星 占 ， 医 师 掌 医药 ， 草 人 、 稻 人 掌 农耕 ， 大 行人 
掌 标准 量 器 ， 职 方 氏 掌 地 图 ， 土 方 氏 掌 测 地 。 被 用 来 取代 《有 周 
礼 * 冬 官 》 佚 文 的 《 考 工 记 》 更 包括 门类 齐全 的 国家 技术 部 门 
职守 和 各 种 工艺 规范 。 这 种 严密 的 专业 分 工 和 学 术 官 守 的 性 质 
无 疑 对 后 世 也 产生 了 影响 ， 例 如 汉代 就 有 太史 令 、 太 医 令 分 党 
皇家 天 文 、 医 学 机 构 ， 有 将 作 大 臣 、 尚 方 监管 理 国家 土木 工程 ， 
大 司 农 则 为 主管 农业 的 最 高 辅 臣 .O《 九 章 算术 》 与 秦汉 政治 经 


中 参阅 短 树 人 《 试 谈 孔 拆 的 科技 知识 和 任 家 的 科技 政策 》， 《自然 科学 史 研 
究 ),， 第 7 卷 ， 第 4 期 , 1988 年 。 


66 大 试 言 数 


济 形态 的 高 度 和 谐 ， 陶 、 唐 和 北宋 时 代数 学 的 官僚 化 倾向 ， 这 
些 现象 的 背后 都 衍射 出 儒家 治国 理想 的 光环 。 

”” 侨 家 的 自然 观 强调 事物 的 变化 和 宇宙 整体 的 和 谐 。 被 他 们 
苯 为 六 经 之 首 的 《周易 》, 实际 上 是 一 个 由 阴 、 阳 两 区 构成 的 符 
号 系统 及 相应 的 解说 . 它 对 中 国 古 代数 学 的 影响 有 两 个 方面 :一 
个 是 象 数 观念 的 流行 . -- 个 是 组 合 数学 的 发 端 ; 前 者 属于 数 卡 ， 
后 者 属于 数学 、 但 在 中 国 古 代数 术 和 数学 是 很 难 截然 分 开 的 。 

黑子 (前 468- 一 前 376 牢 ) 批评 儒者 党 礼 之 烦 玉 与 奢侈 ， 因 
而 “ 背 周 道 而 称 夏 政 "， 声 吉 “ 非 亏 之 道 也 ， 不 足 谓 墨 ">， 其 学 
“以 强 黑 自 矫 ".“ 又 善 守 御 ”， 这 些 特征 , 都 使 人 相信 黑子 是 精 
通 数学 的 。 

《 黑 经 》 中 含有 站 富 的 科学 内 容 和 逻辑 知识 .《 非 命 》 等 篇 
提出 的 “二 表 法 ”可 以 概括 成 检验 真理 的 三 条 标准 ;“ 本 ”上 考 
历史 .“ 原 ”下 察 百 娃 古 目 所 闻 见 .“ 用 ” 观 实际 效果 。《 经 上 》、 
《经 下 》 《经 说 上 少 《经 说 下 入 《大 取 少 《小 取 》 六 篇 ， 一 般 认 
为 是 村 家 后 学 所 作 ， 基 他 们 与 虽 施 、 公孙 龙 等 名 家 相 具 相应 的 
文字 记录 .《 小 取 》 是 -篇 关于 逻辑 学 的 完整 论文 , 内 中 提出 黑 
家 逻辑 的 三 个 手段 ;“ 以 名 举 实 ， 以 辞 抒 意 ， 以 说 出 故 ”; “名 ” 
是 概念 ,“ 辞 ”是 判断 ,“ 说 ”是 推理 ， 很 类 似 演绎 数学 中 的 定 
义 、 定 理 和 证 明 。 同 篇 又 提 到 效 、 璧 、 你 、 援 、 推 等 五 种 推理 
方法 ; 研究 关 认 为 “ 效 ” 就 是 墨家 后 学 的 演 绊 法 .“ 推 ”是 他 们 
的 归纳 法 ,“ 辟 ”和 “ 件 ” 是 比喻 ,“ 援 ”是 类 推 2. 《经 上 》 篇 


5 【清和 换 府 让 飞 娄 于 传略 2》 汝 了 辣 湘 》 下山 .第 629 一 641 页 。 

2 参阅 骨 返 名 先 共 名 学 史 》， 学 林 测 版 社 ，1983 年 第 一 版 ,第 76 一 95 页 郭 
沫 和 震 认 为 《小 到》 中 还 有 或 、 假 两 种 推理 方法 , 但 认为 七 种 方法 者 是 准 论 的 技巧 , 参 
阅 《十 批判 书 》， 科 学 出 版 社 ，1956 年 第 一 版 ， 第 297--298 页 。 


第 一 章 ” 古 算 概观 67 


由 92 条 定义 组 成 ,《 经 说 上 》 则 进一步 解说 这 些 定 义 。 举 例 来 
说 ， 关 于 几何 形状 的 有 : 


[经 ] 圆 ， 一 中 同 长 也 。[ 说 ] 圆 ， 规 写 支 也 。 
[经 ] 方 ， 柱 隅 四 谨 也 。[ 说 ] 方 ， 矩 见 支 也 。 


关于 几何 性 质 的 有 : 


[经 ] 平 ， 同 高 也 。 

[经 ] 直 ， 参 也 。 

[经 ] 同 长 ， 以 正 相 尽 也 。[ 说 ] 同 ， 捷 与 狂 之 辣 长 也 。 
[经 ] 厚 ， 有 所 大 也 。[ 说 ] 惟 无 所 大 。 

[经 ] 端 ， 体 之 无 厚 而 最 前 者 也 。[ 说 ] 端 ， 是 无 间 也 。 


关于 空间 关系 的 有 : 


[经 ] 中 ， 同 长 也 。[ 说 ] 心 ， 中 ， 自 是 往 相 若 也 。 
[经 ] 有 间 ， 中 也 。[ 说 〗 有 间 谓 夹 之 者 也 。 

[经 】 间 ， 不 及 旁 也 。[ 说 ] 间 谓 夹 者 也 。 尺 前 于 区 六 
而 后 于 端 ， 不 夹 于 端 与 区 内 。 及 ， 非 齐 及 之 及 也 。 
[经 ] 结 ， 间 虚 也 。[ 说 ] 续 虚 也 者 ， 两 木 之 间 谓 其 无 
木 者 也 。 

[经 ] 蛋 ， 莫 不 有 也 。[ 说 ]〗 恤 ， 无 到 无 厚 ， 于 石 无 所 
往 而 不 得 。 

[经 ] 所 ,让 得 也 。[ 说 】 扫 ， 尺 与 尺 俱 不 尽 ， 端 与 端 
俱 尽 。 尺 与 端 或 尺 或 不 尽 ， 紧 白 之 近 相 尽 ， 体 搜 不 相 


68 太 哉 言 数 


[经 】] 做， 有 以 相 把 有 不 相 扎 也 。[ 说 ] 做 ， 两 有 端 而 
后 可 。 

[5 经] 次 ， 无间 而 不 相 搜 也 。[ 说 】 次 ， 无 厚 而 后 可 。 
[经 ] 穷 ， 或 有 前 不 容 怀 也 。[ 说 】 穷 或 不 容 尺 ; 有 
穷 ， 莫 不 容 尺 ， 无 穷 也 。 


可 以 看 出 ， 黑 家 后 学 对 几何 学 非常 感 兴趣 。¢ 经 下 》、《 经 说 下 》 
中 关于 光 的 直线 传播 、 小 孔 成 像 、 球 面 镜 与 平面 镜 成 像 原理 , 也 
都 属于 几何 光学 的 范围 。 

透 过 以 上 粗浅 的 描述 ， 隐 约 可 以 发 现 先秦 数学 呈现 出 两 种 
不 同 的 传统 : 儒家 传统 以 “ 九 数 ”为 核心 ， 具 有 鲜明 的 政治 和 
人 文 色彩 ， 并 以 《周易 》 象 数 宇宙 论 为 哲学 依托 ;墨家 传统 以 
几何 学 为 核心 ， 具有 一 定 程度 的 抽象 性 和 思辨 性， 并 以 《 黔 
经 》 多 辑 学 作为 其 论说 的 工具 。 这 两 种 传统 都 对 中 国 古代 数学 
的 发 展 产 生 了 影响 :汉代 独 苯 侨 术 ， 与 封建 大 一 统 政治 经 济 结 
构 相 适应 的 《 九 章 算术 》 和 体现 天 人 合 一 自然 观 的 象 数学 盛行 
一 时 ， 魏 晋 思想 解放 ， 墨 家 的 逻辑 传统 在 刘 徽 、 赵 爽 等 人 的 工 
作 中 得 以 复苏 。 

先秦 诸 子 中 的 名 家 也 有 许多 关于 数学 的 讨论 ， 其 关注 的 焦 
点 主要 是 对 无 穷 性 质 的 认识 上 。 他 们 对 中 国 证 代数 学 的 影响 是 
局 部 的 ， 这 里 就 不 细 说 了 。 

汉代 经 学 与 天 人 宇宙 论 的 数学 解说 


@ 以 上 引文 俱 从 钱 宝玉 《 中 国 数学 史 》， 第 16- 一 18 页 ， 限于 篇 由 钱 氏 所 引 
诸 家 考证 和 时 贤 的 一 些 新 论 均 未 引用 。 
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先秦 诸 子 学 说 至 西汉 初 年 演 成 新 的 格局 ， 名 、 墨 两 家 不 能 
适应 社会 的 发 展 而 走向 衰亡 ， 侨 家 则 吸收 融合 道 、 法 、 阴 阳 诸 
说 逐渐 成 为 时 代 的 主导 思想 。 这 一 局 面 对 数 学 的 影响 是 ， 墨 家 
的 几何 和 逻辑 传统 就 此 优 旗 息 鼓 ， 而 侍 家 的 “ 九 数 ” 传 统 和 
《周易 》 象 数 观 ， 则 分 别 通 过 《 九 章 算术 》 和 汉 儒 对 天 人 宇宙 论 
的 数学 诠释 得 到 了 发 扬 光大 。《 九 章 算术 》 与 颂 家 治国 理想 及 封 
建 大 一 统 的 关系 ， 前 面 已 经 提 及 ; 下 面 仅 就 《周易 》 象 数 观 与 
汉代 天 人 字 窗 论 的 关系 作 一 些 讨论 。 

大 一 统 的 政治 经 济 要 求 意识 形态 的 统一 ， 汉 武帝 刘彻 (前 
156 一 前 87 年 ) 采纳 董仲舒 (前 179 一 前 104 年 ) “里 轴 百 家 , 独 
尊 儒 术 ” 的 建议 后 ， 经 学 得 以 大 昌 于 天 下 ， 成 为 西汉 学 术 的 主 
流 。 董 仲 舒 所 倡导 的 儒家 学 说 ， 实 际 是 融合 吸收 了 道 、 法 、 阴 
阳 诸 家 学 说 的 一 种 新 的 理论 体系 ， 其 核心 是 旨 在 沟通 自然 现象 
与 王道 政治 的 “天 人 感应 ”。 阴 阳 五 行 学 说 和 儒家 经 典 , 是 他 建 
构 这 一 天 人 字 窗 论 的 两 大 支柱 ,通过 数字 的 匹配 来 论证 “天 ”与 
“人 ”的 同 构 ,， 则 成 了 汉代 经 学 家 强烈 关注 的 一 个 问题 。 这 一 问 
题 也 在 一 定 程度 上 影响 了 汉代 数学 的 面貌 。 

刘 座 的 《三 统 历 》 可 以 说 是 这 种 天 人 字 罕 论 的 一 个 样板 . 亡 
首先 援引 《周易 》、《 左 传 》 等 笑 家 经 典 ， 把 董仲舒 黑 、 白 、 赤 
三 统 循环 的 历史 观 推广 到 自然 和 人 事 ， 认 为 万 物 之 “元 ”莫不 
俱 备 三 种 相位 ， 再 由 数字 三 出 发 ， 依 据 候 气 理论 导出 律 历 和 度 
量 衡 的 基准 一 一 黄 钟 之 九 。 在 此 基础 上 , 他 又 “ 考 之 于 经 传 , 威 
得 其 实 "， 用 黄 钟 之 数 配合 《周易 》 和 五 行 学 说 , 从 数学 上 完善 
了 “ 参 五 以 变 , 错 综 其 数 ” 的 天 人 字 宙 论 模型 。 举 例 来 说 , 《三 
统 历 》 的 月 法 之 实 2392 就 是 通过 《周易 。 系 辞 传 上 》“ 大 衍 之 
数 五 十 ”的 经 文 来 解说 的 。 
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《 系 秤 传 上 》 称 :“ 大 衍 之 数 五 十 ， 其 用 四 十 有 九 , 分 而 为 
二 象 两 , 挂 一 以 象 三 , 反之 以 四 以 象 四 时 , 归 奇 以 扫 以 象 间 , 五 
岁 再 闽 ， 故 再 抛 而 后 挂 。 对 于 这 段 纯粹 关于 占 著 程序 的 记载 ， 
刘 艾 给予 了 和 象 数 学 的 解释 :“ 是 故 元 始 有 象 一 也 , 春秋 二 也 , 三 
统 三 也 ， 四 时 四 也 ， 合 而 为 十 ， 成 五 体 ， 以 五 乘 十 ，“ 大 衍 之 
数 ” 也。 而 道 据 其 一 ， 其 余 四 十 九 ， 所 当 用 也 ， 故 著 以 为 数 。” 
绕 了 很 大 一 个 圈子 ， 把 “元 ”、 “春秋 ”、“ 三 统 ”、“ 四 时 ”、“ 五 
体 ”“ 道 ”这 些 不 同 范畴 的 东西 都 放 在 一 起 ， 为 的 是 说 明 这 个 
当 用 之 数 49， 它 的 来 源 可 用 算式 C (1 十 2 十 3 十 4》X5) 一 1 表 
示 ; 刘 获 接着 说 :“ 以 “和 象 两 两 之 ， 又 以 和 象 三 ” 三 之 ， 又 以 
象 四 ”四 之 ， 又 “ 归 奇 象 状 ” 十 九 及 所 据 一 加 之 ， 因 以 “再 
殷 ” 两 之 ， 是 为 月 法 之 实 ,” 这 样 就 把 《三 统 历 》 中 的 月 法 之 
实 与 上 述 《 系 辞 传 》 的 经 文联 系 起 来 ， 用 算式 表示 出 来 就 是 
(49X2Xx3X4 十 19 十 1) X2 一 2392。 

这 里 仅 是 刘 歼 借助 经 文 和 象 数 学 解说 其 天 人 宇宙 模型 的 一 
个 例子 。 用 类 似 的 方法 ， 他 对 日 法 、 关 法、 会 数 、 章 月 、 五 星 
会 合 周期 、 五 数 、 五 声 十 二 律 、 上 度量 衡 制 度 以 及 算 筹 形制 都 作 
了 解说 。% 人 们 通常 把 致力 于 发 现 宇宙 的 和 谐 与 数学 完美 作为 
自 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 以 来 西方 科学 的 一 个 特征 , 其 实 刘 
座 的 《三 统 历 》 也 体现 了 这 样 一 种 追求 。 刘 座 的 同 代 人 扬 雄 
(公元 前 53 一 公元 18 年 ) 着 《 太 玄 》, 把 《周易 》 的 阴阳 二 元 符 
宁 体 篆 推 /成 天 地 人 二 元 符号 体系 ， 把 六 十 四 卦 推广 成 八 十 一 


5 [东汉 J 班固 《 汉 书 》 卷 二 十 ~- 上 《 律 历 志 》,《 二 十 五 史 本 》, 第 98 页 。 根 
据 班 固 的 记载 ,，《 汉 书 ， 律 卢 志 》 是 删 取 刘 坎 的 《二 统 历 》 及 《三 统 历 谱 》 写 成 的 。 

多 参阅 川 原 秀 城 《 二 统 历 与 刘 获 的 世界 观 》, 日 本 京都 人 文科 学 研究 所 报告 集 
《中 国 十 代 科 学 史 论 》， 京 都 ，1989 年 ， 
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首 ， 又 将 八 十 -- 首 与 《太初 历 》 的 八 十 一 分 法 联系 起 来 ， 实际 
上 也 是 天 人 衬 宙 论 的 -- 种 数学 图 解 。 

刘 歼 、 扬 雄 等 人 的 工作 ， 过 去 因 被 归 入 数 术 之 流 而 不 为 科 
学 史家 所 重视 ; 其 实在 中 国 古 代 ， ya 
的 。 从 某 种 程度 上 讲 . 数 术 比 数学 的 地 位 还 要 高 ,《 汉 书 。 

志 》 有 “ 数 术 ”类 而 不 载 《 九 章 算 术 》 就 是 一 个 例子 。 二 
《上 缉 十 算术 表 》 称 :“ 具 艺 成 功 ， 数 术 参 十 道 化 。” 秦 九 裔 在 其 
《 数 书 九 章 》 序 中 则 说 : 


“ 今 煞 术 之 了 疝 三 - 人 守 系 .天象 、 历 度 谓 之 缓 术 ， 太 
i 清江 三 二 日 ] 内 和 异 、 冯 其 秘 也 ;《 九 章 》 所 载 . 
中 加 写 雹 数 、 寺 了 六 | 辕 者 为 宣 术 ,和 畦 加 外 算 ,， 对 内 而 言 也 。 
坟 二 4 遂 了 | 


吓 见 在 汇 九 请 这 样 的 天数 党 家 眼 里 、 我 们 今日 所 理解 的 数学 仍 
然 瑟 “ 数 术 ”中 的 一 类 “外 算 ” 市 已 ee 
刘 歼 等 人 的 贡献 限制 在 形 而 上 上 的 层面 开 。 ， 刘 均 制 定 标准 量 器 必 ， 
定 以 “外 算 ” 推 求 各 类 容器 的 容积 ， 《 太 玄 》 则 孕 含 着 
二 进 届 的 起 很 。 

魏 普 思想 解放 与 逻辑 传统 的 再 现 

由 国 封建 社会 发 展 到 魏 晋 时代， 两 汉王 朝 那 种 大 一 统 的 政 
洁 局 面 己 不 复 存 在 代 式 而 起 的 是 军队 割据 和 农民 对 大 庄园 主 
的 依 了 时 。 在 思想 界 ， 本 来 经 学 和 图 识 已 走 入 末 流 ， 际 着 乱世 的 
和 烛 识 分 壬 对 讲求 修 齐 治 于 的 儒家 学 说 也 已 失去 兴趣 ,而 以 谈 易 、 


.D 【南宋 ) 秦 九 前 《 数 节 万 章 》 序 ， 宜 稼 堂 丛 书本， 道光 二 十 二 年 (1842)。 
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老 、 庄 为 中 心 的 玄学 则 开始 成 为 思想 界 的 主导 ， 绝 迹 数 百年 的 
名 、 墨 学 说 也 借 着 谈 辨 风 的 乔 起 得 到 复苏 的 机 会 。 - 

这 种 思想 震荡 对 魏 普 学 术 风 貌 和 知识 分 子 的 心理 人 格 都 带 
来 很 大 影响 : 谈 玄 使 实用 不 再 成 为 学 术 的 主要 价值 规范 ， 礼 法 
失控 的 结果 是 更 多 的 个 体 自觉 。 这 一 时 代 的 大 学 者 也 往往 表现 
出 建构 理论 体系 的 兴趣 : 曹操 (155 一 220 年 ) 之 于 军事 、 陆 机 
(261 一 303 年 ) 之 于 文学 、 顾 恺 之 〈345? 一 406 年 ) 之 于 绘画 、 
王 尺 之 〈321 一 379 年 ) 之 于 书法 、 葛 洪 〈281 一 361 年 ) 之 于 炼 
丹 、 陶 宏 景 (456 一 536 年 ) 之 于 本 草 、 华 伦 (? 一 208 年 ) 之 
于 外 科 医 学 、 王 叔 和 (210? -一 285 年 ) 之 于 脉 学 、 裴 秀 (223 一 
271 年 ) 之 于 地 图 绘制 , 就 都 是 以 纯 学 术 的 追求 和 自我 完成 的 热 
情 在 各 自 专 业 领 域 建树 理论 的 例子 出。 在 数学 上 , 刘 徽 与 赵 爽 几 
乎 同时 出 现 也 绝 非 偶然 。 

刘 征 、 赵 爽 同 为 布衣 数学 家 ， 他 们 的 数学 研究 不 像 前 辈 张 
苑 、 耿 寿 昌 那 样 具有 功利 目的 ， 也 不 像 刘 歼 、 扬 雄 那 样 受到 哲 
学 的 制约 ; 他 们 的 工作 是 纯 学 术 性 的 。 刘 徽 通 过 给 《 九 章 算 
术 》 作 注 从 理论 上 完善 了 中 国 古 代数 学 体系 ， 赵 爽 通过 给 《有 周 
体 算 经 》 作 注 对 色 股 理论 作 了 系统 的 证 明 。 他 们 的 思想 、 方 法 
都 深 受 瑶 晋 时代 谈 辩 之 风 的 大 染 ， 甚 至 他 们 的 一 些 用 语 都 和 当 
时 的 大 思想 家 相通 。 举 例 来 说 ， 王 融 (226 一 249 年 )《 周 易 略 
例 》 有 “ 夫 少 者 ， 多 之 所 贵 也 ; 赛 者 ， 众 之 所 众 也 ”; 刘 徽 则 有 
“ 少 者 多 之 始 , 一 者 数 之 母 ”。 稿 康 (224 一 263 年 )《 养 生 论 》 有 
“ 夫 至 物 微妙 ， 可 以 理 知 ， 难 以 目 识 ” 刘 徽 则 有 “ 数 而 求 穷 之 


@ 参阅 洪 万 生 《 重 视 证 明 的 时 代 一 一 魏 晋 南北 朝 的 科技 》,《 中 国文 化 新 论 . 
科技 篇 )， 人 台湾 联 经 出 版 公司 ，1983 年 第 二 版 。 
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者 ， 谓 以 情 推 , 不 用 筹 算 ”， 赵 夹 则 有 “天 不 可 穷 而 见 ， 地 不 可 
尽 而 观 ……: 故 当 制 法 而 理 之 ”。 何 曼 (? 一 249 年 )《 列 子 》 注 有 
“同类 无 远 而 相应 ， 蜡 类 无 近 而 不 相 违 ”; 刘 徽 则 有 “ 数 同类 者 
无 远 ， 数 异类 者 无 近 。 远 而 通体 知 ， 虽 异 位 而 相 从 也 ; 近 而 殊 
形 知 , 虽 同 列 而 相 违 也 ”; 赵 爽 则 有 “ 术 教 同 者 则 当 学 通 类 之 意 ， 
事 类 同 者 观 其 旨 趣 之 类 ,”? 

魏 晋 思想 家 尝 尚 清谈 、 好 言 名 理 ， 因 些 讲究 辩 胜 艺术 的 墨 
家 学 说 在 一 定 程度 上 得 到 重视 。 西亚 隐士 鲁 胜 曾 注 《黑子 》, 其 
序 称 :“ 墨 辩 有 上 、 下 经 . 经 各 有 说 ， 凡 四 篇 "@， 可见 当 时 存留 
下 来 的 ， 主 要 是 关于 墨家 逻辑 学 的 部 分 。 先 秦 数 学 中 重视 几何 
与 逻辑 的 墨家 传统 ， 在 刘 微 和 赵 亦 的 工作 中 都 有 所 体现 。 

晋 数 学 中 最 引 人 注 目的 成 果 大 多 属于 几何 学 领域 ; 刘 徽 、 

赵 严 对 勾 股 定理 及 有 关 算 法 的 证 明 、 对 重 差 术 的 系统 整理 ， 刘 
徽 对 各 类 面积 和 体积 公式 的 推导 等 ,都 是 从 少数 几 个 原理 出 发 ， 
运用 人 逻辑 手段 导出 的 结果 ; 他 们 所 用 的 逻辑 方法 多 与 墨家 思想 
相近 。 

墨家 重视 定义 ,前文 已 举 出 《经 上 》 中 所 包括 的 许多 数学 
定义 。 刘 徽 在 粟米 章 今 有 术 中 就 提出 “ 审 辩 名 分 ”, 不 但 对 自己 
提出 的 每 一 个 新 的 概念 都 给 出 界 说 ， 也 对 《 九 章 算术 》 中 大 量 
约定 俗 成 的 术语 作 了 精确 的 定义 。 例 如 他 在 方 田 章 中 首先 提出 
“ 香 ” 的 概念 ， 接 着 就 给 出 定义 “ 凡 广 从 相 乘 谓 之 寡 ”。 又 如 
《 九 章 算术 》 虽 有 正 负数 加 减法 则 , 但 何谓 正 负 则 没有 说 明 , 刘 
徽 则 说 :“ 今 两 算得 失 相反 ， 要 令 正 负 以 名 之 ”。 有 时 他 还 从 不 


@ ”参阅 郭 书 春 《 刘 徽 思 想 探 源 )》, 《中 国 哲 学 史 研 究 ?》，1984 年 ， 第 2 期 。 
加 “[ 唐 ] 房 玄 疮 等 《 晋 书 》 卷 九 十 四 《 聊 逸 传 ), 《二 十 五 史 本 》， 第 1528 页 。 
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同 的 角度 对 一 个 概念 进行 定义 ， 很 有 点 像 《 黑 经》 中 “经 ”与 
“说 ”的 关系 ,例如 他 在 方 田 章 经 分 术 中 就 对 “ 率 ” 给 出 了 如 下 
J 定义。 


“ 凡 数 相 与 者 谓 之 率 。 率 者 ， 自 相 与 通 。 有 分 则 可 散 。 
分 重 登 则 可 约 也 。 等 除法 实 ， 相 与 率 也 。?@ 


如 果 把 第 一 句 当 作 “经 ”， 后 面 三 句 就 是 “说 ”。 赵 爽 的 注 文 虽 
然 不 多 ， 但 也 对 原文 中 的 “ 方 " “第 ”、“ 广 ”“ 修 ”"、“ 经 ”、 
“一 ”等 概念 下 了 定义。 

墨家 对 “类 ”这 一 逻辑 范 团 十 分 注意 .《 大 取 》 中 就 有 “ 夫 
律 以 类 行者 也 ， 立 辞 而 不 明 于 其 类 则 必 困 矣 ”的 说 法 ;《 小 取 》 
则 进一步 提出 “ 推 也 者 , 以 其 所 不 取 者 同 于 其 所 取 者 拉 之 也 ”的 
类 推 原则 。 刘 微 、 赵 爽 在 注 文中 提 到 “类 ”的 地 方 很 多 ， 例 如 
刘 徽 的 “ 令 出 入 相 补 ， 各 从 其 类 ”; 赵 爽 的 “ 言 不 能 通 类 ， 是 情 
智 有 所 不 及 而 神思 有 所 穷 请 ”等 等 。 

辩 同 异 是 墨家 关注 的 一 个 逻辑 问题 ,《 经 上 》 称 :“ 同 ， 昼 
而 俱 之 于 一 也 ”， 这 是 墨家 “ 同 异 交 得 ”方法 的 一 个 精辟 概括 。 
刘 微 在 《 九 章 算术 》 注 中 广泛 地 使 用 了 墨家 的 求 同 方法 ， 他 善 
于 从 不 同 的 问题 中 归纳 出 具有 普遍 意义 的 算法 ， 例 如 他 把 今 有 
术 称 为 “都 术 ”. 通过 “ 率 ” 这 一 概念 把 它 与 齐 同 、 衰 分 、 返 衰 、 
均 输 、 痊 率 、 其 率 、 重 差 等 不 同类 的 问题 联系 起 来 。 赵 严 则 希 
尘 通 过 其 勾 股 圆 方 图 注 来 “ 统 叙 群 伦 ， 宏 纪 众 理 ?。 

研究 者 还 进一步 指出 ， 刘 微 甚至 在 语言 上 也 体现 岗 出 承继 黑 


Q@” 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 99 页 。 
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家 的 某 些 痕迹 。 例 如 《 墨 经 》 中 常 有 “说 在 某 某 ”这 样 的 名 型 ， 
刘 征 注 中 也 有 “其 说 如 贺 亭 也 ”的 表述 ;《 墨 经 》 有 “不 可 新 ” 
刘 微 则 有 “不 可 制 ”;《 黑 经》 有“ 直 , 参 也 ”, 刘 徽 则 有 “和 参 相 
直 ”。 出 

刘 徽 的 关心 数学 理论 在 中 国 古 代数 学 史上 可 以 说 是 绝 无 仅 
有 ， 他 虽然 系 在 《 九 章 算术 》 这 一 框架 中 对 中 国 古 代数 学 的 理 
论 葛 基 ， 但 其 思想 与 孕育 了 《 九 章 算术 》 的 颂 家 治国 说 坤 相距 
很 远 ， 而 在 相当 程度 上 体现 了 墨家 重视 几何 与 逻辑 的 传统 。 刘 
徽 的 事业 后 继 乏 人 与 中 国 古 代数 学 中 演绎 证 明 的 相对 匮乏 ， 大 
概 与 墨家 传统 在 封建 社会 的 绝 大 部 分 时 期 未 能 得 到 重视 有 关 。 

宋代 理学 与 代数 学 的 发 达 

如 果 说 魏 晋 玄学 曾 间 接地 刺激 了 中 国 古 代 几 何 学 的 发 展 ， 
那么 宋代 理学 与 中 国 古 代 代 数学 的 进一步 发 达 也 有 着 一 定 的 因 
缘 ， 

宋代 理学 门派 众多 , 各 家 观点 互 有 出 入 ,就 本 体 论 而 言 , 宋 
元 数学 家 似乎 更 倾心 于 早期 具有 唯物 色彩 的 气 一 元 论 理学 家 。 
”天 元 术 、 四 元 术 以 “元 ”或 “ 太 ” 字 来 标识 特定 的 代数 项 就 是 
这 种 影响 在 形式 上 的 反映 。 秦 九 韶 说 :“ 昆 宕 磅 硬 , 道 本 虚 一 ”， 
“ 数 与 道 非 二 本 也 "”,“ 其 用 本 太 虐 生 - 一 ， 而 周 流 无 穷 ”。 有 

什么 是 “ 太 虚 ” 呢 ? 张 载 (1020--1077 年 ) 认为 “ 太 虚 即 
气 ?。 可 见 在 秦 九 韶 眼 里 ， 数 与 道 千 由 气 而 来 。 李 冶 也 认为 数 
“出 于 自然 ”。” 朱 世 杰 则 以 “一 气温 元 ”、“ 两 仪 化 元 ”、“ 三 才 运 


工 参阅 周 瀚 光 《 刘 数 的 思想 与 味 学 的 兴 误 为 《自然 辩证 法 通讯 ), 第 6 卷 ,第 
5 期 ，198:4 年 : 。 

2 [南宋 2 奉 儿 竟 《 数 书 九 章 》， 凡 例 ， 序 。 

‘多 [元 」 李 冶 《 测 圆 海 镜 》 序 ,《 知 不 足 帝 从 书 》 本 ， 嘉 庆 三 年 《1798 年 ) 。 
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元 ”、“ 四 象 会 元 ”来 作为 表率 四 类 列 方程 和 解 方程 问题 的 “ 假 
令 四 草 ” 在 认识 论 上 , 宋 元 数 学 家 多 表现 出 二 程式 的 重视 伦理 
的 倾向 , 秦 九 韶 在 谈 到 数学 之 功用 时 说 :“ 大 则 可 以 通 神明 ， 顺 
性 命 , 小 则 可 以 经 世 务 ,类 万 物 ”; 又 说 :“ 人 事 之 变 无 不 该 ， 鬼 
神 之 情 莫 能 隐 。”2 朱 世 杰 在 谈 到 四 元 术 的 用 途 时 说 :“ 凡 习 四 元 
者 ， 以 明理 为 务 ， 必 达 乘 除 升 降 进 退 之 理 ， 乃 尽 性 穷 神 之 学 
也 ”.% 这 与 “ 穷 理 、 尽 性 、 至 命 ， 只 是 一 事 ”@ 的 至 “ 理 ” 名 言 
是 相通 的 。 李 冶 强 调 数学 是 可 以 认识 的 ， 他 说 :“ 谓 数 为 难 穷 ， 
斯 可 ; 谓 数 为 不 可 穷 ， 斯 不 可 。 何 则 ? 彼 其 实 冥 之 中 ， 固 有 了 梧 
昭 者 存 。 夫 昭 昭 者 ， 其 自然 之 数 也 。 非 自然 之 数 ， 其 自然 之 理 
也 ”;“ 苟 能 推 自然 之 理 , 以 明 自 然 之 数 , 则 虽 远 而 坦 端 坤 侈 , 岗 
而 神情 鬼 状 ,未 有 不 合 者 锋 。”9 这 与 朱熹 〈1130 一 1200 年 ) 等 
人 提倡 的 “格物 致知 ”精神 是 一 致 的 。 

宋 元 数学 中 的 -- 些 成 果 ， 又 与 理学 家 推崇 的 《周易 》 有 直 
接 的 关系 。 南 北朝 以 后 ， 释 、 道 、 颂 并 称 于 世 ， 虽 有 正统 癸 者 
如 韩愈 (768 一 824 年 ) 力 斥 佛 老 ， 毕竟 未 能 阻挡 住 这 两 派 思 想 
在 意识 形态 领域 的 广泛 渗透 。 这 是 因为 , 佛教 为 论证 四 大 皆 空 、 
万 般 俱 幻 的 各 种 思辨 哲学， 以 及 道教 推崇 自然 、 宣 扬 造 化 的 字 
宙 观 ， 正 是 儒家 传统 中 较为 缺少 的 内 容 。 宋 代理 学 则 以 吸收 改 
造 释 道 哲 学 为 宗旨 ， 力 图 从 内 部 对 它们 进行 批判 ， 从 而 达到 再 
建 孔 备 传 统 的 目的 。 而 在 儒家 经 典 中 ， 唯 一 可 以 与 释 道 哲 学 相 


[南宋 ] 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 亩 。 
[元 ] 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 卷 一 ， 道 光 年 刊本 。 
[北宋 ] 程 颗 、 程 央 《河南 程 氏 遗书 》 卷 十 八 ， 光 绪 十 八 年 (1892 年 ) 刊 


® 的 日 局 


[元 】 李 治 《 济 图 海 镜 》 序 。 
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颜 短 的， 也 只 有 充满 先秦 理性 精神 的 《周易 》.@ 在 宋代 理学 家 
对 《周易 》 的 研究 中 ， 邵 雍 (1011 一 1077 年 )、 刘 笋 、 蒙 元 定 
(1135 一 1198 年 )、 朱熹 等 人 对 易 图 结构 的 探索 特别 值得 我 们 注 
意 。@ 

《周易 》 可 以 看 成 是 一 个 二 元 符号 系统 及 相应 的 操作 规则 之 
集成 ， 它 曹 含 着 旋转 、 反 射 、 反 演 等 对 称 性 质 并 能 派生 出 置换 、 
组 合 、 排 列 、 同 余 等 一 系列 代数 问题 。 邵 雍 托 名 伏 义 作 先天 图 ， 
首先 开启 易 图 的 数理 研究 ， 刘 牧 、 蔡 元 定 分 别 以 东汉 末 郑 玄 所 
注 九 宫 数 为 河 图 、 洛 书 ; 朱 意 创造 的 卦 变 图 体现 了 有 限 重复 排 
列 的 原则 ， 这 些 内 容 本 身 就 具有 一 定 的 数学 意义 。 至 于 它们 对 
纯 数 学 的 启发 ， 可 以 纵横 图 研究 为 例 ， 在 宋代 之 前 ， 中 国有 案 - 
可 查 的 纵横 图 只 有 一 个 3 阶 的 九宫 数 并 且 仅 具 形 而 上 意义 ; 而 
在 杨辉 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 , 不 但 给 出 3 一 10 阶 的 标准 纵横 图 ， 
还 包括 一 些 非 标准 纵横 图 和 异形 纵横 图 、 作 者 并 就 若干 图 的 构 
成 规律 进行 了 讨论 。 这 一 工作 完全 抛 开 了 形 而 上 的 框架 而 体现 
了 对 数学 美的 追求 。 另 一 个 典型 的 例子 是 秦 九 韶 对 《周易 》 签 
法 的 研究 :《 系 辞 传 上 》 中 介绍 的 繁 法 , 实质 上 是 一 种 利用 同 余 
式 性 质 求 得 预期 余 策 的 技巧 ， 秦 九 家 作 “ 著 卦 发 微 ” 对 其 程序 
作 了 新 的 解释 ， 又 从 纯 数学 的 角度 解决 了 一 次 同 余 式 组 算法 中 
的 求 乘 率 问题 ， 为 了 表明 这 种 算法 与 《周易 》 答 法 的 关系 ， 他 
特意 把 自己 的 方法 命名 为 “大 衍 求 一 术 ”。 

中 国 古 代 代 数学 具有 很 强 的 构造 性 ， 宋 元 时 代 的 一 系列 代 


(D 参阅 李洋 厚 《 中 国 古 代 思 想 踊 论 ，， 人 民 出 版 社 ,19856 年 第 一 版 , 第 220 一 
224 页 。 

@ 参阅 蓝光 辟 《 易 图 的 数学 结构 )》, 上 海 人 民 出 版 社 , 1987 年 第 一 版 , 第 15 一 - 
19 页 。 
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数学 成 果 ， 如 开 方 作法 本 源 图 的 出 现 ， 增 乘 开 方法 的 完善 和 埃 
积 招 差 术 的 表格 化 ， 都 问 人 们 显示 了 当时 数学 家 对 构造 性 问题 
的 关心 ;它们 在 多 大 程度 上 受到 理学 家 探索 易 图 结构 的 影响 ,这 
是 一 个 值得 诬 入 研究 的 方向 。 

清 代 乾 嘉 学 派 与 传统 数学 的 复兴 

清 代 学 术 稚 称 朴 学 ， 而 在 乾 亮 时 代 达 到 鼎盛 ， 形 成 了 一 个 
在 近代 思想 文化 史上 有 相当 影响 的 乾 嘉 学 派 。 乾 嘉 学 派 以 复古 
为 职 志 , 以 考据 相 标 榜 ,“ 凡 立 一 义 必 凭 证 据 ”,“ 选 择 证 据 以 古 
为 当 。.” 他 们 主张 在 占有 第 一 手 资料 的 基础 上 ,运用 严密 审慎 
的 科学 方法 研究 古代 经 典 。 茧 嘉 学 派 的 大 师 多 为 学 问 淹 博 的 通 
和 颂 ， 经 史 之 外 ， 人 往往 兼 通 音 韵 、 文 字 、 训 让 、 天 文 、 和 地 和 算 
学 。 z 

中 国 古 代数 学 ， 自 元 代 中 叶 以 降 就 乏 迹 可 陈 ， 明 代 除 珠算 
和 少数 零星 成 果 外 ， 整 个 数学 处 于 衰退 状态 ; 西学 传 入 后 围绕 
着 历法 改革 而 展开 的 中 西 之 争 ， 至 清 初 终 以 西学 的 彻底 胜利 而 
收场 ， 时 人 遂 以 为 天 文 算 学 是 西学 的 专 擅 。 后 来 昌 有 梅 文 里 等 
人 表意 古 算 . 但 由 于 文献 无 征 ， 一 时 还 未 形成 大 的 气候 。 清 初 
民 全 所 能 见 到 的 十 代 数学 经 典 ,“ 算 经 十 书 ” 中 仅 《 周 租 算 经 》 
和 《 数 本 记 遗 》 有 了 明 刻 本 流传 ， 宋 元 算 书 中 也 只 有 一 个 《 测 圆 
海 锐 》, 正 是 在 乾 喜 学派 那里 , 大 批 古 代数 学 经 典 被 重新 挖掘 出 
来 并 得 到 整理 校 其 。 一 些 新 的 成 果 也 在 此 基础 上 衍生 出 来 ， 从 
而 形成 中 国 传统 数学 跌 入 低谷 之 后 的 一 次 复兴 。 

胶 吕 学派 的 主要 兴趣 是 经 学 ， 在 其 领袖 人 物 眼 里 ， 数 学 如 
问 考 据 一 样 ， 也 是 -- 种 释 经 明道 的 工具 。 戴 震 在 参与 编纂 《四 


二 染 局 超 《 清 代 学 术 概 论 》， 中 华 书局 ，1954 年 第 一 版 ， 第 34 一 -35 页 。 
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库 全 书 》 的 过 程 中 ， 从 明代 《永乐 大 典 ) 中 先后 辑 得 《 九 章 算 
术 》、《 海 岛 算 经 》、《 孙 子 算 经 》、《 五 曹 算 经 )、《 夏 修 阳 算 经 》、 
《有 周 体 算 经 》、《 五 经 算术 》《 数 书 九 章 》、《 盖 古 演 段 》 等 上 古代 数 
学 名 著 ， 并 对 其 中 的 多 部 作 了 校勘 。 他 又 自 扎 《 勾 股 割 圆 记 》 
“ 因 《 周 钥 》 首 章 之 言 衍 而 极 之 ， 以 备 步 算 之 大 全 ， 补 六 艺 之 逸 
简 .””1753 年 , 他 在 一 封 信 中 阐述 了 自己 对 经 学 研究 方法 的 三 
条 意见 : 其 一 是 要 以 文字 考据 为 基础 ， 其 二 是 要 广泛 利用 包括 
数学 在 内 的 各 科 知 识 ， 其 三 是 要 求 “ 沥 博 ” “ 识 断 ”加 “ 精 
审 ”。 同 信 中 他 还 用 实例 说 明了 天 文 算 学 知识 对 于 治 经 学 的 重要 
性 :“ 请 《 帮 典 》 数 行 , 至 “ 乃 命 懂 和 ”不 知 恒星 七 政 所 以 运行 ， 
则 掩 卷 不 能 卒业 ”，“ 不 知 少 广 旁 要 ， 则 《 考 工 》 之 网 不 能 因 文 
而 推 其 制 .”% 这 说 明 戴 震 的 数学 研究 是 服务 于 经 学 的 。 

钱 大 昕 (1728 一 1804 年 ) 是 乾 嘉 学 派 的 另 一 位 领袖 ,，“ 于 癸 
者 应 有 之 艺 ， 无 不 习 ， 无 不 精 ， 又 无 一 不 轨 于 正 。”@ 他 认为 : 
“ 数 为 六 艺 之 一 , 由 艺 以 明道 ,儒者 之 学 也 。: 自 世 之 学 者 卑 无 高 
论 ， 习 于 数 而 不 达 其 理 ， 移 于 今 而 不 通 乎 古 . 于 是 侍 林 之 实学 
遂 下 同 于 方 技 ， 虽 复 运算 如 飞 ， 下 子 不 误 ， 又 电 起 贵 乎 ??" 和 可 
见 在 他 眼 里 ,“ 明 道 ”“ 达 理 ”“ 通 古 ” 才 是 习 算 者 最 终 要 达到 
的 目标 。 

李 锐 是 蓝 喜 学 派 在 数学 领域 的 代表 ， 他 的 工作 体现 了 乾 嘉 
学 该 的 数学 届 ， 他 音 先 后 术 算 可 于 汪 《 油 四 光合 和 《 郑 二 消 


中 [ 清 ] 戴震 《 勾 股 着 圆 记 》， 后 记 ， 微 波 榭 《 算 经 十 书 》 本 ， 赣 隆 年 回 。 

人 @ [ 清 ] 戴震 《戴震 文集 》 卷 儿 《 与 是 伸 明 学 书 》， 中 华 书 局 ,1980 年 第 一 
版 ， 第 139--141 页 。 

图 〔 清 ] 罗 士 琳 4 畴 人 传 续 ， 卷 四 F 九 ， 花 二 楼 刊本 ， 光绪 八 年 《188? 年 ) 

外 【[ 清 ] 钱 大 昕 《三 统 术 衍 俭 》, 李 锐 践 引 语 , 浙江 抚 署 刻 本 ,嘉庆 六 年 (1801 
年 )。 : . - 
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段 》、《 缉 古 算术 》《 数 书 九 章 》《 杨 辉 算 法 》 等 书 ， 对 《 九 章 
算术 》 也 有 深入 的 研究 。 通过 编写 《 畴 人 传 》， 他 对 历 算 源 流 作 
了 系统 的 研究 。 李 锐 还 参加 了 阮 元 主持 的 《十 三 经 注疏 》 的 工 
作 ， 他 的 许多 作品 是 直接 服务 于 经 学 的 。 他 认为 “ 历 学 诚 致 治 
之 要， 为 政之 本 ”.% 在 《三 统 术 注 》 中 ， 他 对 “ 伐 秩 ” “ 伐 
纠 ”". “摄政 "“ 获 麟 ”等 古 史 或 传说 都 作 了 年 代 学 的 推算 ， 在 
《 召 庄 日 名 考 》 中 对 《尚书 》 所 记 日 名 以 历法 知识 予以 考证 。 在 
对 古代 数学 进行 整理 研究 的 基础 上 ， 李 锐 运 用 综合 、 分 析 、 归 
纳 、 类 推 等 多 种 方法 、 在 某 些 经 典 课题 中 推陈出新 ， 例 如 在 对 
调 日 法 的 考察 中 创造 出 以 求 一 术 解 二 元 一 次 不 定 方 程 的 方法 ， 
在 增 乘 开 方 法 的 算 理 基础 之 上 对 代数 方程 论 进行 了 相当 深入 的 
研究 。 

然而 ， 古 代数 学 的 矿脉 并 非 取 之 不 尽 的 创造 源泉 ， 辊 嘉 学 
派 一 味 地 在 古代 经 典 中 挖掘 研究 题材 ， 是 不 能 给 数学 带 来 持久 
活力 的 ， 他 们 的 经 学 至 上 主义 更 限制 了 数学 的 自由 发 展 。 因 而 
尽管 中 国 古 代数 学 在 清 代 中 叶 出 现 了 短暂 的 复兴 景象 ， 但 其 随 
入 末 流 的 颓 势 却 已 无 法 逆转 了 。 


(三 ) 中 国 古 代 的 数学 教育 


中 国 古 代数 学 教育 的 内 容 和 形式 都 与 当时 的 社会 环境 有 和 密 
切 关 系 。 东 周 以 前 政教 一 体 ， 学 术 带 有 官 守 性 质 。 封 建 社会 进 
入 成 熟 期 后 ， 国 家 机 器 日 趋 复杂 ， 学 术 则 以 官 守 、 师 颂 两 种 形 
式 并 存 。 表 现在 数学 教育 方面 , 则 是 一 面 有 国家 设 算 学 馆 之 举 ， 
一 面 有 广泛 的 民间 数学 活动 。 本 节 论 述 将 兼 及 这 两 个 方面 ,但 


“-@”[ 清 】 罗 士 琳 《 畴 人 传 续 》 卷 五 十 。 
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以 官方 数学 教育 为 主 。 

周 代 和 封建 社会 早期 的 数学 教育 

甲骨 文中 就 有 关于 教育 的 内 容 ， 例 如 “了 丁酉 上 下， 其 呼 以 多 
方 小 子 小 下 其 教 戒 ”", 就 说 明 当 时 邻 国 派 遗 子弟 到 有 诬 都 游学 的 
情况 。 最 早 明确 提 到 数学 教育 的 文字 是 《 周 礼 . 地 官 》 之 保 氏 
一 节 :“ 保 氏 掌 谏 王 恶 , 而 养 国 子 以 道 。 乃 教之 六 艺 : 一 日 五 礼 ， 
二 日 六 乐 ,三 日 五 射 ， 四 日 五 御 ， 五 日 六 书 , 六 日 九 数 。” 六 艺 
中 又 分 为 大 艺 和 小 艺 两 种 : 礼 、 乐 、 射 、 御 为 大 艺 ， 数 、 书 为 
小 艺 ; 前 者 为 大 学 所 授 , 后 者 力 小 学 所 习 。 无 论 大 学 、 小 学 , 均 
离 家 就 傅 。《 礼 记 : 王 制 > 称 :“ 小 学 在 公 宫 南 之 左 , 大 学 在 郊 。 
至 于 入 小 学 的 年 龄 ， 则 有 两 种 说 法 :《 礼 记 。 内 则 》 称 :“ 六 
教之 数 与 方 名 ， 填 年 出 就 外 傅 ， 居 宿 于 外 ， 学 书 计 ”; 《大 戴 记 
“ 保健 》 称 :“ 古 者 年 八 岁 而 出 就 外 侈 学 小 艺 焉 , 履 小 节 丰 ; 束 
发 而 就 大 学 学 大 艺 存 ， 履 大 节 和 到 。” 

吉 代 图 籍 和 礼 乐 之 上 发 篆 为 官方 垄断 ， 因 而 惟 官 有 学 而 民 无 
学 。 章 学 诚 (1738 一 1801 年 ) 说 :“ 有 官 斯 有 法 ， 故 法 具 于 官 。 
有 法 斯 有 书 ， 故 官 守 其 书 。 有 书 斯 有 学 ， 故 师 传 其 学 。 有 学 斯 
有 业 ， 故 弟子 习 其 业 ， 官 守 学 业 ， 皆 出 于 一 ， 而 天 下 以 同文 为 
治 ， 故 私 门 无 著述 文字 。”% 章 炳 麟 (1869 一 1936 年 ) 说 :“《 周 
官 》 三 百 七 二 有余 品 , 约 其 文 秤 ， 其 凡 目 在 畴 人 世 官 。”3 学 术 
官 守 ， 作 为 “ 究 天 人 之 际 ” 和 “王者 制 事 立法 ”之 工具 的 数学 
也 不 例外 .西周 的 这 种 教育 制度 对 后 世 数 学 家 有 很 大 的 吸引 力 ， 


人 编号 粹 1162 ， 人 参阅 郭沫若 《 般 契 粹 编 》， 第 149 页 。 
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刘 徽 在 《 九 章 算 术 》 序 中 就 曾 感叹 :“ 算 在 六 忆 ， 古 者 以 宜兴 响 


能 ， 教习 国 子 四 当 分 好 之 者 寡 ， 故 世 虽 多 通才 达 学 ， 而 未 必 
能 综 于 此 耳 。?” 


周 室 东 迁 , 学 麻 废 险 .《 左 传 》 论 郑 子 产 不 毁 乡 校 就 足以 说 
明 当 时 官学 的 危机 ; 所 请 “天 子 失 官 ， 学 在 四 夷 ”,， “了 畴 人 子 第 
分 散 ”"， 都 是 当时 学 术 不 景气 的 真实 写照 。“ 然 春秋 诸 国 虽 无 学 
校订 示 尝 无 教育 。 大 概 国 家 有 保 傅 之 官 , 小 民 受 家 庭 之 教 . 而 
官 师 之 学 亦 间 有 传 其 世 者 。”% 到 了 战国 百家争鸣 的 时 代 ， 私 学 
兴起 ,出现 了 许多 民间 教育 家 , 了 筷子 、 淖 子囊 为 一 代 师 表 ; 孔 、 
团 两 家 对 数学 的 认识 前 已 述 及 。 

汉代 官学 再 兴 ， 武 帝 专 立 五 经 博士 ， 开 办 太 学 ; 王 茎 〈 公 
元 前 4 -公元 23 年 ) 更 在 全 国 范围 内 建立 学 校 制度 .。 刘 网 (会 
元 前 77? 一 前 6 年 )、 刘 歼 父 子 以 易 、 书 、 许 、 礼 、 乐 、 春 秋 为 
六艺 ,古代 对 士 在 精神 、 智 力 和 体能 诸 方面 的 全 面 要 求 至 此 虹 
化 成 经 学 一 门 : “小 学 ” 自 汉 代 始 专 指 文字 学 ,数学 则 从 官学 中 
被 按 除 出 去 。《 九 章 算 术 》 虽 为 中 国 古 代数 学 之 “ 湛 范 九 畴 ”. 但 
绝 非 太 学 和 各 级 地 方 岸 序 所 习 功 课 , 其 读者 主要 是 政府 官吏 . 西 
汉 迄 南北 朝 约 800 年 间 , 似 乎 没有 官学 开设 数学 教育 的 记载 。 但 
是 民间 数学 活动 一 直 很 活跃 : 徐 岳 受 学 于 刘 洪 , 祖 噶 课 承 家 学 ， 
赵 砍 、 刘 徽 、 张 丘 建 、 夏 侯 阳 俱 不 见于 史 志 ， 表 明 当 时 数学 在 
民间 师 师 相传 是 可 能 的 。 

隋唐 时 代 的 数学 教育 

隋 朝 统治 时 期 很 得 ， 但 在 中 国 历 史上 却 开局 了 一 个 新 的 时 
代 。 隋 代 实 行 均 田 ， 废 除 九 品 中 正 制 ， 开 科举 选 士 之 途 ， 标 志 


中 ” 黄 绍 算 《 中 国教 育 史 》 卷 四 ， 沈 曾 植 署 检 本 ，1902 年 ， 第 36 页 。 
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着 中 国 封建 社会 进入 成 熟 期 。 就 数学 教育 而 言 ， 隋 代 开 始 把 西 
周 小 学 限 习 的 书 、 数 置 于 国学 之 中 。 据 《 隋 书 ， 百 官 志 》 记 载 ， 
当时 国 子 寺 除 有 国 子 、 太 学 、 四 门 外 ,“ 书 、 算 各 置 博士 、 助 教 、 
学 生 等 员 ”; 其 中 算 学 博士 、 助 教 各 2 人 ， 算 学 生 80 人 。 然 而 
比 起 国 子 、 太 学 、 四 门 诸 科 ， 书 、 数 两 科 人 数 较 少 ， 待 遇 也 最 
低 。 

唐 朝 继承 了 隋 朝 的 科举 制度 ， 在 明 经 、 进 士 二 科 外 ， 又 增 
设 秀 才 、 明 法 、 明 字 、 明 算 ， 共 称 六 科 。 唐 初 还 由 官方 校注 颁 
行 了 十 部 算 经 ， 供 国子监 学生 学 习 和 明 算 科 考 试 之 用 。 关 于 唐 
代 国 子 监 内 算 学 教育 和 明 算 科 考 试 的 情况 ,，《 旧 唐 书 》、《 新 唐 
书 》《 唐 六 典 》《 通 典 》《 唐 会 要 》 等 典籍 都 有 记载 ， 细 节 或 
有 出 入 ， 但 大 致 情况 是 清楚 的 。 

从 官员 的 品质 和 学 生 人 数 来 看 ， 算 学 的 地 位 远 远 不 能 与 其 
他 科目 相 比 。 根据 《四 唐 书 。 职 官 志 》， 唐 代 国 子 监 设 算 学 博士 
2 人 , 官位 为 最 低 的 从 九 品 下 , 算 学 生 的 人 数 为 30。 相 比 之 下 ， 
国 子 博 士 2 人 均 为 正 五 品 上 , 助教 1 人 从 六 品 上 , 学 生 300 人 ; 
太 学 博士 3 人 均 为 从 六 品 上 ,助教 3 人 均 为 从 七 品 上 ,学 生 500 
人 ; 四 门 博士 3 人 皆 为 从 七 咖 上 ， 助 教 3 人 皆 为 从 八 品 上 ， 学 
生 人 数 也 是 500。 此 外 , 算 学 科 还 时 兴 时 废 , 经 费 和 生 员 皆 不 能 
得 到 可 靠 保障 。 例 如 根据 《 唐 会 要 》 等 书 的 记载 ， 显 庆 元 年 
“(656 年 ) 始 设 算 学 馆 ， 至 显 庆 三 年 (658 年 ) 则 “以 书 、 算 学 
业 明 经 ， 事 叭 小 道 . 各 擅 专 门 ， 有 乖 故 实 ” 为 借口 废 去 ; 到 龙 
骨 二 年 (662 年 ) 重 又 设置 算 学 官员 1 人 ,学生 则 减 为 10 人 , 隶 
属 秘 书局 管辖 。 

唐 代 算 学 科 的 学 制 是 七 年 。 30 名 学 生 分 成 两 组 ; 一 组 15 人 
学 习 《 九 章 算 术 》 《海岛 算 经 》 《和 孙子 算 经 》、《 五 曹 算 经 》、 
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《 张 丘 建 算 经 》《 夏 候 阳 算 经 》《 周 佣 算 经 》 《五 经 算术 》 这 八 
部 书 ， 其 中 《 九 章 》、《 海 岛 》 共 学 三 年 ,《 张 丘 建 》《 夏 使 阳 》 
各 一 年 , 《孙子 》 和 “五 曹 》 共 一 年 ,《 周 租 》 和 《五 经 》 共 一 
年 ; 另外 一 组 15 人 专攻 《 缀 术 》 和 《 强 古 算 经 》， 这 两 本 书 分 
别 要 学 习 四 年 和 三 年 。 在 此 七 年 期 间 ， 两 组 成 员 还 都 要 兼 刁 
《 数 术 记 焉 和 《等 数 》, 明 算 科 的 考试 全 部 基于 这 12 部 著作 。 
据 《 新 唐 拉 选举 志 》 记 载 ,“ 凡 算 学 录 大 义 本 条 为 问答 ， 明 数 
造 术 ， 详 明 数 理 ， 然 后 为 通 。 试 《 九 章 》 三 条 , 《海岛 》 《和 孙 
子 》、《 五 昔 》、《 张 丘 建 》、《 有 夏侯 阳 》《 周 解 》》《 五 经 算 》 各 一 
条 ,十 通 六 ;《 记 遗 》、《 三 等 数 》 帖 读 ,， 十 得 九 ， 为 第 。 试 《级 
术 》《 缉 上 右 》， 录 大 义 为 问答 者 ， 明 数 造 术 ， 详 明 数 理 , 无 注 者 
侣 数 造 术 、 不 失 义 理 ， 然后 为 通 ;《 缀 术 》 七 条 ,《 维 上 古 》 二 条 . 
十 通 六 ;《 记 但 《二 等 数 》 帖 读 , 十 得 九 ， 为 第。 落 经 者 虽 通 
六 不 第 .” 考 试 及 格 者 送 更 部 备案 ， 分 配 从 九 品 下 的 官职 。 

申 此 可 见 ， 唐 代 算 学 馆 的 教育 水 平 并 不 很 高 ， 其 培养 日 标 
主要 是 能 为 政府 职能 部 门 司 算 的 低级 官吏 ; 不 过 为 算 学 馆 而 选 
编 注 释 的 十 部 算 径 对 中 国 古 代数 学 的 继续 发 展 起 到 了 积极 作 
用 。 

隋唐 数学 教育 制度 也 被 传播 到 日 本 。 从 公元 6 一 10 世纪 ,日 
本 各 朝 均 有 算 博 士 和 算 生 . 其 官 品 、 编 制 、 学 习 内 容 和 考试 方 
法 几乎 照搬 中 国 。” 

北宋 的 官方 数学 教育 

北宋 官僚 机 构 膨 胀 . 统治 集团 内 部 党 争 不 断 ， 这 些 在 官方 
数学 教育 中 也 有 所 反映 .南宋 鲍 潮 之 《 九 章 算术 》 序 称 :“ 本 朝 


中 ”参阅 李 们 《 唐 宋 元 明 数 学 教育 制度 )》,《 中 算 史 论 从 》， 第 四 集 。 
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常宁 亦 芯 于 学 官 , 故 前 世 算 数 之 学 相 望 有 人。 自 衣 冠 南 渡 以 来 ， 
此 学 既 废 ， 非 独 好 之 者 审 ， 而 《 九 章 算 经 》 亦 几 混 没 无 传 侨 。?” 
又 查 《 宋 史 ， 职 官 志 》, 北宋 “ 建 隆 (960 年 ) 以 后 合 班 之 制 ” 条 
下 记 有 “ 算 学 博士 >， 而 南宋 “绍兴 (1131 年 ) 以 后 合 班 之 制 ” 
条 下 则 无 ， 可 知 北宋 官学 中 有 数学 科目 而 至 南宋 废 绝 。 

北宋 官学 的 科目 设置 ,大抵 与 星 帝 的 个 人 爱好 有 关 。 太 祖 
赵 甘 岂 (927--976 年 ) 力 军 人 出 身 ， 因 而 开始 设置 武 学 。 后 来 
的 星之 多 喜欢 书法 绘画 ， 国 子 监 内 遂 设 书 学 、 男 学 。 但 在 北宋 
初 年 国子监 内 只 有 五 学 、 即 国 子 、 太 学 、 武 学 、 律 学 和 算 学 ， 
其 中 国 子 、 太 学 合 称 文学 、 系 相对 于 新 设 的 武 学 而 言 。 后 来 又 
增加 了 书 、 画 、 医 等 学 ， 这些 科目 中 . 国 子 、 太 学 、 武 学 地 位 
最 高 ， 其 次 是 律 、 算 、 书 、 画 ， 医学 作为 技术 则 属 末 流 。 南 宋 
王 林 《 惹 翼 论 谋 录 》 称 :“ 技 术 不 得 与 士大夫 齿 ， 贱 之 也 。 至 道 
二 年 (996 年 ) 正月 申 产 其 铁 …… 此 与 书 学 、 画 学 、 算 学 、 律 学 
并 列 十 文 、 武 两 学 异 锋 .” 可 见 算 学 等 四 科 一 度 尚 能 得 到 与 文 、 
武 学 并 列 的 光荣 .但 是 随 着 党 争 的 演变 和 封建 皇帝 喜 恶 的 转移 ， 
算 学 的 命运 也 时 常 发 生变 化 ,甚至 同一 年 内 由 同一 个 皇帝 先后 
下 达 罢 算 学 和 复 算 学 的 两 个 诏 文 来 ; 其 辖 属 也 不 一 定 ， 有 时 归 
国子监 ， 有 时 归 秘 书 省 .有 了 时 又 归 太 史 局 。 总 的 来 说 ， 报 考 算 
学 的 人 不 多 . 据 《 续 资 治 通 鉴 长 编 》 记 载 ， 元 丰年 间 曾 令 工 部 
在 武 学 东 修 造 算 学 ， 后 因 “ 其 试 选 学 官 未 有 人 应 格 ， 知 虑 将 来 
建 学 之 后 ， 养 士 设 科 , 徒 有 烦 费 "， 哲 宗 赵 网 〈1077 一 1100 年 ) 
一 上 台 就 “ 启 黑 修建 ”， 

南宁 本 《 数 术 记 遗 》 后 附 有 “ 尝 宁 国子监 算 学 令 ” 等 三 份 
官方 文件 ， 对 照 《 宋 中 .选举 志 》 中 有 关 记 载 ， 可 以 看 出 宋代 
官方 数学 教育 的 大 致 规模 : 
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“ 崇 宁国 子 监 算 学 令 ” 称 ， 


“ 诸 学 生 习 《 九 章 》 《 周 钥 》 义 及 算 问 ( 谓 假 设 疑 
数 )， 闭 通 《 海 岛 》 《和 孙子》、《 五 曹 》、《 张 丘 建 》、 《夏侯 
阳 》 算 法 ， 并 历 算 、 三 式 、 天 文书 。 

诸 试 以 通 、 粗 并 计 ， 两 粗 当 一 通 。 算 义 、 算 问 以 所 对 
优 长 通 及 三 分 以 上 为 合格 。 历 算 即 算 前 一 季 五 星 锚 晓 宿 度 ， 
或 日 月 交 食 ， 仍 算 定 时 刻 早晚 及 所 食 分 数 。 三 式 即 射 覆 及 
项 占 三 日 阴阳 风雨 。 天 文 即 预定 一 月 或 一 季 分 野 灾 祥 。 并 
以 依 经 备 草 合 问 为 通 。” 


与 唐 代 算 学 馆 相 比 、 教材 与 考试 都 趋 于 简化 ; 数学 以 《 九 章 算 
本 》 和 《有 周 骨 算 经 》 为 主 ， 但 增加 了 历 算 、 三 式 和 天 文 〈 即 星 
目 ) 的 内 容 。 

“ 尝 于 国子监 算 学 格 ” 是 关于 人 员 编 制 和 考试 条 例 的 , 这 简 
直 是 北宋 庞大 官僚 机 器 的 一 个 缩影 : 算 学 设 官 属 五 人 ， 其 中 博 
士 四 人 分 讲 《 九 章 》 《 周 骨 》、 历 算 、 三 式 和 天 文 ， 学 正 一 人 
“举行 学 规 ” 职员 八 人 ， 其 中 学 录 一 人 “ 佐 学 正 纠 不 如 规 者 ”， 
学 渝 一 人 “以 所 习 业 传 论 诸 生 ”， 司 计 一 人 “ 掌 饮食 支 用 ”， 直 
学 二 人 “ 掌 文 籍 及 谨 学 生出 入 ”， 司 书 一 人 “ 掌 书籍 ?， 帝 长 一 
人 “ 纠 斋 中 不 如 规 者 ”， 帝 论 一 人 “ 掌 佐 裔 长 道 论 诸 生 ”; 学 生 
共 260 人 ， 分 外 、 内 、 上 舍 ， 大 约 相当 于 三 个 年 级 ， 各 舍 人 数 


DD 【南宋 ] 鲍 潮 之 询 《 数 术 记 遗 》 卷 末 ,《 宁 刻 算 经 六 种 》， 文物 出 版 社 ，1980 
年 影印 本 . 
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分 别 是 150、80 和 304。 考 试 采 用 王安石 (1021 一 1086 年 ) 时 
代 所 定之 三 舍 法 : 外 售 升 内 舍 、 内 舍 升 上 会 均 需 三 场 考 试 ， 每 
场 又 由 公 、 私 两 试 组 成 上 会 毕业 考试 仅 一 场 。 

“ 朱 于 国子监 算 学 对 修 中 书 省 格 ” 为 上 伟 毕 业 生 的 分 配方 
案 : 上 等 授 通 仕 郧 ， 中 等 授 登 化 郎 ， 下 等 授 将 仕 即 。 

北宋 官方 数学 教育 还 有 两 件 事 值 得 一 担 ， 那 就 是 元 丰 七 年 
(1084 年 ) 秘书 省 校 刻 《 算 经 十 书 》 和 大 观 三 年 (1109 年 ) 礼 
部 太 常 寺 请 封 历代 著名 算 师 。 

南宋 、 金 、 元 之 交 的 民间 数学 教育 

1127 年 . 金 兵 攻 下 沪 梁 ( 今 河 南开 封 ), 北宋 秘 阅 所 藏 图 籍 
尺 遭 毁坏 ， 元 丰年 监 本 算 书 的 印 版 也 散失 至 尽 。 南 宋朝 廷 年 年 
处 于 北 兵 南侵 的 威胁 中 ， 自 然 无 上 暇 顾及 数学 。 值 得 一 提 的 是 嘉 
定年 间 鲍 瀚 之 悉心 搜罗 北宋 刊刻 《 算 经 十 书 》、 又 在 洒 州 任职 寺 
从 当地 道观 录 得 《 数 术 记 遗 》、 于 1213 年 刻 了 一 健 算 书 ， 这 就 
是 南宋 本 的 《 算 经 十 书 》。 其 中 《 周 凰 算 经 》《 各 子 算 经 》、《 张 
碧 建 算 经 》 《于 草 算 经 》、《 数 术 记 遗 》 和 《 九 章 算术 》( 残 五 
卷 ) 各 有 人 拆 本 流传 人 至今， 是 目前 所 知 中 国 数 学 著作 的 最 早 印 刷 
本 。 程 大 位 《算法 统 宗 》” 卷 林 “ 算 经 源流 ” 称 :“ 宋 元 丰 七 年 刊 
《 算 经 十 书 》 入 秘书 省 . 义 刻 于 汀 州 学 校 。” 由 此 推测 鲍 刻 算 书 
系 为 州 学 数学 教育 之 用 . 

南宋 末年 的 杨辉 是 :个 早 越 的 数学 教育 家 ， 他 的 著作 大 多 
通俗 易 全 在 民间 广 为 流传 。 杨 辉 在 《乘除 通 变 本 末 》 之 土 卷 
列 出 一 个 “ 习 算 纲目 ". 实际 上 是 针对 数学 教育 提出 的 一 项 教学 


3 此 数 与 《 宋 史 ，。 选 举 志 》 所 记 巾 有 不 同 ;《 宋 史 》 卷 一 百 五 十 七 《选举 志 
二 》 称 “ 算 学 ， 党 宁 二 -年始 建 ， 学 生 以 二 百 一 十 人 为 额 。 
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大 纲 ， 其 要 点 有 三 : (1) 循序 渐进 结合 熟 读 精 思 ; (2) 积极 诱 
导 培 养 学 习 者 的 计算 能 力 ; (3) 重视 学 习 过 程 中 的 细小 环节 。% 
杨辉 制定 的 学 习 进 度 依次 为 : (1) 乘法 : 学 习 1 日 , 复习 5 日 ; 
(2) 除法 : 学 习 1 日 ,复习 15 日 ; (3) 乘除 综合 练习 ; 以 《五 
曹 算 经 》 和 《应 用 算法 》 为 主 ,《 诸 家 算法 》 为 辅 ， 并 参阅 《〈 详 
解 九 章 算 法 》， 每 日 2 一 3 题 ， 熟 练 为 止 ; 4) 加法: 学 习 1 日 ， 
复习 3 日 : (5) 减法 : 学 习 1 日 ， 复 习 5 日 ; (6) 九 归 : 学 习 
1 日 , 复习 1 日 ; (7) 求 一 ; (学 习 1 日 ?) 复习 1 日 ; (8) 飞 归 : 
参阅 《详解 九 章 算法 》， 未 定 习 日 ; (9) 分 数 : 以 《 九 章 算术 》 
方 田 章 为 教材 , 日 习 一 法 , 10 日 内 毕 , 然后 复习 2 月 ; (10) 开 
方 : 以 《 九 章 算术 》 少 广 、 勾 股 两 章 为 教材 ， 开 平方 、 开 平 圆 、 
开 立 方 、 开 工 圆 、 开 分 数 、 开 三 乘 以 上 方 、 开 带 从 方 ， 一 日 一 
法 ，7 日 毕 ， 然 后 复习 2 月 ; (11) 演习 《 九 章 算术 》: 方 田 、 栗 
米 两 章 共 1 日 ， 豪 分 、 少 广 、 商 功 、 均 输 四 章 各 用 3 日， 一 不 
足 、 方 程 、 勾 股 三 章 各 用 4 日 ;2 (12) 精读 《详解 九 章 算法 》 之 
“ 咎 类 ”:3 未 限时 日 ， 杨辉 只 是 说 :“ 更 将 《 九 章 。 繁 类 》 消 详 ， 
度 知 用 算 门 例 ,《 九 章 》 之 义 尽 侨 。.” 学 完全 部 课程 大 约 需 要 8 个 
月 的 时 间 。 

金 、 元 之 际 一 些 著 名 的 数学 家 也 都 热心 数学 教育 ， 李 治 的 
《 葵 古 演 段 》 和 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》 都 是 优秀 的 数学 入 门 读物 。 


了 参阅 严 效 杰 《 宋 杨辉 算 书 考 》.《 宋 元 数学 史 论 文集 》。 

也 因为 各 种 算法 已 经 学 习 过 ， 所 以 这 里 用 时 不 多 。 杨辉 的 原 话 是 :“《 九 章 》 
二 百 四 十 六 问 ， 除 习 过 乘 、 除 、 诸 分 、 开 方 ， 自 余 方 田 、 栗 米 只 须 一 日 ; 下 编 训 分 
功 在 立 衰 , 少 广 全 类 合 分 , 商 功 皆 是 折 变 , 均 输 取 用 衰 分 互 腾 , 每 一 章 作 三 日 演习 ， 
笋 不 足 、 方 程 、 色 股 用 法 类 杂 ， 每 一 章 作 四 日 演习 。” 

SS “ 纂 类 ”是 杨辉 对 《 九 童 算术 》246 题 所 作 的 重新 分 类 ， 目 的 是 “以 法 问 浅 
深 , 资 次 类 章 ”"， 其 名 目 依 次 为 : 乘除 、 分 率 、 合 率 、 互 换 、 衰 分 、 重 积 、 盘 不 足 、 
方程 、 勾 股 。 
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李 治 目 称 受 数学 于 号 称 洞 渊 的 隐 者 ， 他 自己 也 曾 在 封 龙山 授 第 
讲学 。 他 反对 故弄玄虚 ， 提 倡 通俗 易 慌 的 写作 风格 。 他 在 《 益 
而 演 段 》 序 中 说 :“ 今 之 算 者 ,未 必 有 刘 ( 徽 ) 李 ( 淳 风 ) 之 工 ， 
而 偏心 局 见 , 不 肯 晓 然 示 人 , 唯 务 隐 互 错 籽 , 故 为 省 淳 黯 野 ， 唯 
惑 学 者 得 帘 其 仿佛 也 。” 朱 世 杰 更 以 教授 数学 知名 ， 莫 车 为 其 
《四 元 玉 鉴 》 所 写 的 序 中 称 ;“ 燕 山 松 庭 朱 先生 以 数学 名 家 周游 
湖 海 二 十 余年 儿 。 四 方 之 来 学 者 日 众 ， 先 生 遂 发 明 《 九 章 》 之 
妙 以 淑 后 学 .” 祖 熙 为 该 书 所 写 的 后 序 也 说 :“ 汉 鲫 名 世 杰 ， 松 
庭 其 自 号 也 。 周 流 四 方 , 复 游 广陵 ,中 门 而 学 者 云集 。” 由 此 可 
见 学 生 很 多 。 

民间 数学 研究 的 活跃 导致 一 些 数学 中 心 的 出 现 . 在 13 世纪 
中 叶 的 中 国 北 方 某 些 地 区 ， 主 要 是 现今 河北 与 山西 的 南部 ， 陆 
续 出 现 了 几 个 与 数学 有 关 的 学 术 集 团 。 一 个 在 河北 武安 的 紫金 
山中 ， 以 研习 与 历法 有 关 的 数学 闻名 , 代表 人 有 王 怕 、 郭 守 敬 、 
刘 秉 忠 (1216 一 1274 年 )、 张 文 谦 (1211 一 1283 年 )、 许 衡 等 人 ; 
他 们 后 来 都 被 元 朝 统治 者 所 重用 ,成 为 元 初 修改 历法 的 主力 。 第 
二 个 在 河北 元 氏 的 封 龙山 中 ， 李 和 治 、 张 德 辉 、 元 好 问 等 人 在 此 
开办 封 龙 书院 ; 数学 教育 的 中 心 内 容 自 然 是 天 元 术 ， 李 治 的 
《 益 古 演 段 》 就 是 供 其 弟子 学 习 数 学 而 写 的 。 第 三 个 在 今 山西 临 
汾 、 新 颖 一带， 而 以 推广 天 元 术 为 特征 ， 知 名 的 有 蒋 周 、 刘 小 
谐 、 元 裕 、 李 德 载 、 刘 大 鉴 等 .9 

明 清 时 代 的 数学 教育 

明代 初 年 科举 要 求 复 试 数学 ， 太 祖 朱元璋 (1328 一 1398 
秆 ) 还 闸 颁 诏 在 国子监 开设 数学 课程 .《 明 实录 。 太 祖 三 年 》 称 : 


参阅 杜 石 然 《 朱 记 杰 研究 》,《 宋 元 数学 史 论 文集 )，。 
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“中 试 者 后 十 日 复 以 五 事 试 之 , 日 : 骑 、 射 、 书 、 算 、 律 >。 同 
书 太 祖 二 十 五 年 称 ;“ 命 学 校生 员 兼 习 射 与 书 、 数 之 法 …… 数 习 
《 九 章 》 之 法 ， 务 在 精通 ， 翁 其 科 贡 ， 兼 考 之 .”《 皇 明太 学 志 》 
称 :“ 凡 生 员 每 日 务 要 习 学 算法 , 必 由 乘 、 因 、 加 、 归 、 除 、 减 ， 
精通 《 九 章 》 之 数 。.” 然 而 宣德 〈1426 年 ) 之 后 ,国学 不 再 开设 
数学 功课 , 对 此 有 的 官员 曾 提出 过 批评 意见 ,《 明 实录 。 宣 德 四 
年 》 称 :“ 北 京 国子监 助教 王 仙 言 : 近年 生 员 ， 止 记 诵 文字 ， 以 
备 科 贡 ， 其 于 字 学 、 算 法 ,， 略 不 晓 习 。 改 入 国 监 , 历 事 诸 司 , 字 
画 粗 拙 ， 算 数 不 通 ， 何 以 居 官 范 政 ?” 

清 初 以 选择 皇子 昔日 为 契机 爆发 了 长 达 10 年 的 “ 历 讼 ”, 其 
斗争 焦点 在 钦 天 监 的 领导 权 和 争论 中 西历 法 之 优 劣 ,? 后 来 清 
代 官 方 的 数学 教育 都 与 钦 天 监 有 密切 关系 。 顺 治 年 间 设 有 专门 
的 算 学 馆 ， 钦 天 监 内 的 天 文生 要 学 习 数 学 ， 精 通 历法 推算 者 分 
配 到 时 宪 科 供职 。 康 就 皇帝 十 分 重视 数学 教育 ，1713 年 诏 设 算 
学 馆 于 畅 春 园 之 蒙 养 遍 ， 选 派 八旗 世家 子弟 到 此 学 习 。 陈 厚 焰 
(1648 一 1722 年 )、 梅 于 成 、 何 国 宗 等 数学 家 都 曾 主 持 教 学 ,《 数 
理 精 蕴 》 等 书 也 是 在 这 里 编 成 的 ， 但 是 这 个 算 学 馆 在 康 辕 去 世 
后 不 久 就 停止 了 活动 。 雍 正 年 间 一 度 在 八旗 官学 中 增设 算 学 一 
1] ， 每 日 用 2 小 时 学 习 数学 。 官 学 生 的 来 源 为 各 旗 选 送 的 青 少 
年 。 就 隆 三 年 (1738 年 );， 有 人 上 奏 “ 算 法 一 艺 , 理 数 精微 ， 非 
童 稚 所 能 又 通 ”, 于 是 停止 在 官学 教习 数学 , 而 重新 设置 专业 性 
强 的 算 学 馆 。 据 《清文 献 通 考 。 学 校 考 五 。 太 学 考 三 》 称 :“ 乾 
隆 三 年 …… 所 有 官学 生 习 算 之 例 概 行 停 止 。 寻 议 令 钦 天 监 附 近 


@ 参阅 黄 一 农 《 择 日 之 争 与 康 申 历 狱 ?， 第 6 届 国 际 中 国 科 学 史 会 议论 文 ， 
1990 年 ， 剑 桥 。 
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专 立 算 学 ， 额 设 教习 二 人 ， 满 、 汉 学 生 各 十 二 人 ， 蒙 古 、 汉 军 
学 生 各 六 人 。” 学 制 为 五 年 , 待遇 与 钦 天 监 的 天 文生 一 样 ， 毕业 
后 交 吏 部 分 配 。《 清 会 典 。 国 子 监 . 算 学 》 称 :“ 算 法 中 , 线 、 面 、 
体 三 部 各 限 一 年 通晓 , 七 政 共 限 二 年 , 每 季 小 试 , 岁 终 大 试 , 由 
算 学 会 同 钦 天 监考 试 , 勤 敏 者 奖励 , 惰 者 露 退 别 补 ”可 以 看 出 ， 
其 课程 设置 为 前 三 年 数学 , 后 二 年 天 文 推算 。 算 学 馆 的 负责 人 ， 
往往 由 钦 天 监 监 正 兼任 。 这 种 情况 一 直 延 续 到 清末 。 

鸦片 战争 以 后 ， 洋 务 派 官僚 开始 兴办 同文 馆 、 广 方言 馆 等 
新 式 学 校 、 它 们 也 属于 官办 性 质 ， 北 京 同文 馆 就 直属 总 理 各 国 
事务 衔 门 管辖 。1866 年 北京 同文 馆 议 设 天 文 算 学 ， 邀 请 邹 伯 奇 
(1819 一 1869 年 )、 李 善 兰 来 担任 教习 。 邹 伯 奇 以 老病 相 辞 ， 李 
善 兰 在 结束 了 上 海 黑海 书馆 的 翻译 工作 之 后 ， 于 1888 年 到 任 ， 
担任 天 文 算 学 总 教习 直到 去 世 。 同 文 馆 天 文 算 学 科 的 学 制 为 七 
年 ， 学 习 内 容 基 本 上 是 西方 式 的 数学 。 其 他 如 广州 、 上 海 的 广 
方言 馆 、 福 建 马 尾 的 船 政 学 堂 、 天 津 的 北洋 水 师 学 堂 和 武备 学 
堂 、 广 东 的 陆军 学 堂 和 水 师 学 堂 、 湖 北 的 武备 学 堂 等 等 也 都 开 
始 推行 西式 的 数学 教育 @。 

明 清 两 代 民 间 数 学 教育 可 以 程 大 位 和 梅 文 易 为 代表 。 程 大 
位 “ 幼 耽 习 是 学 〈 指 数学 ) ， 弱 冠 商 游 吴 楚 ， 遍 访 明 师 ， 绎 其 文 
义 ， 审 其 成 法 ， 归 而 章 思 于 率 水 之 上 。 余 二 十 年 ， 一 旦 帐 然 若 
有 所 得 。 于 是 乎 参 会 诸 家 之 法 , 附 以 一 得 之 轧 , 自 集 成 编 .”@ 这 
就 是 成 了 明 清 两 代 标 准 珠算 教科 书 的 《算法 统 宗 》。 该 书 明 刊本 
前 面 有 一 幅 师 生 问 难 图 , 吴 继 绥 于 1593 年 写 的 序 中 亦 称 此 书 是 


中 参阅 李 仇 《 清 代 数学 教育 制度 》,《 中 算 史 论 从 》 第 四 集 。 
加 [ 明 ] 程 大 位 《算法 统 宗 》 书 后 ， 康 照 五 十 五 年 (1716) 刊本 。 
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程 大 位 “ 举 平生 师 友 之 所 讲求 、 咨 询 之 所 独得 ”的 结果 。1716 
年 程 大 位 曾孙 光 绅 翻 刻 此 书 时 作 序 道 :“《〈 此 书 ) 风行 宇内 ,这 
今 盖 已 百 有 数 十 年 。 海 内 握 算 持 筹 之 士 ， 莫 不 家 藏 一 编 ， 石 业 
制 举 者 之 于 四 子 书 、 五 经 义 ， 售 然 奉 以 为 宗 .” 程 大 位 还 曾 将 
《算法 统 宗 》 删 繁 就 简 ， 揭 示 要 义 、 编 成 更 为 通俗 的 《算法 自 
要 》， 以 供 广大 初学 者 习 用 。 梅 文 易 则 以 数学 传 家 ， 其 弟 文 台 、 
文 基 、 子 以 燕 、 孙 焉 成 、 球 成、 曾孙 锥 、 钱 、 久 、 锣 、 钱 都 通 
习 数 学 。 李 子 金 、 杜 知 耕 、 潘 来 、 杨 锡 三 、 杨 作 枚 、 揭 因 、 年 
希 攻 、 陈 万 策 、 陈 厚 炊 、 庄 享 阳 、 了 筷 兴 泰 、 游 艺 这 些 数 学 家 都 
曾 向 他 间 学 。 刘 湘 烽 “ 窟 产 走 干 里 受 业 其 门 ， 湛 思 积 司 ， 多 所 
创 获 ”。 张 效 敬 “上 里 粮 走 干 里 往 见 梅 文 旱 ， 假 馆 授 餐 依 年 ， 相 辩 
论 者 数 百 条 。 去 疑 就 同 ， 归 于 不 疑 之 地 。”” 江 永 《1681 一 1762 
年 ) 私 淑 梅 文 易 ， 著 书 名 《 丑 梅 》。 清 代 中 叶 以 前 ,“ 梅 学 ” 几 
乎 等 同 于 历 算 学 ， 正 如 《上 畴 人 传 》 所 说 :“ 自 征 君 〈 指 梅 文 蜂 ) 
以 来 , 通 数学 者 后 先辈 出 而 师 师 相传 ,要 皆 本 于 梅 氏 .” 清 代数 
学 家 之 间 的 师承 关系 亦 非 常 明 显 , 《上 畴 人 传 》、《 汉 学 师承 记 》、 
《 清 颂 学 案 》 等 书 都 有 论述 ， 这 里 不 再 缆 说 。 

清末 民间 开始 出 现 数学 团体 和 数学 刊物 ， 这 是 民间 数学 教 
育 更 为 普及 和 深化 的 标志 。 数 学 团体 中 较 知 名 的 有 江苏 松江 的 
云 间 算 学 会 、 四 川 重庆 的 算 学 馆 、 江 苏 扬州 的 知 新 算 社 、 湖 南 
浏阳 的 算 学 社 、 浙 江 瑞安 的 学 计 馆 等 。 较 早 的 数学 刊物 有 上 海 
的 《 算 学 报 》 和 《中 外 算 报 》、 南 通 的 《数学 杂志 》 等 。 上 述 数 
学 团体 和 刊物 ， 所 研究 和 介绍 的 内 容 ， 大 多 属于 西方 初等 数学 
和 浅显 的 微 积分 知识 ， 故 而 不 在 本 书 的 论述 范围 之 内 。 值 得 一 


@”C 清 ] 阮 元 《 畴 人 传 》 卷 四 十 . 
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提 的 是 ， 当 时 一 些 热心 创办 数学 团体 的 人 士 ， 希 望 通过 推进 数 
学 教育 来 提高 国民 素质 ， 进 而 达到 富国 强 兵 的 目的 。 和 孙 褒 让 在 
《瑞安 新 开学 计 馆 叙 》 中 写 道 :“ 学 计 馆 之 开 ， 专 治 算 学 ， 以 为 
致 用 之 本 。 盖 古 者 小 学 六 艺 之 一 端 ， 而 造 乎 其 微 则 步 天 测 地 器 
治 兵 ， 厥 用 不 穷 ， 今 西 人 所 为 挟 其 长 以 雄 视 五 洲 者 盖 不 外 是 。?” 
谭 吊 间 (1865- 一 1898 年 )《 兴 算 学 议 》 则 宣言 :“ 颂 生 益 不 容 不 
出 而 肩 其 责 ， 儿 和 孜 以 教育 贤 才 为 务 括 ， 此 议 立 算 学 格致 馆 之 本 
意 也 。” 

辛亥 革命 前 后 ， 中 国 古 代数 学 已 渐次 融合 到 整个 世界 数学 
发 展 的 洪流 之 中 .附属 于 科举 制度 的 中 国 古代 官方 的 数学 教育 
制度 和 以 《 九 章 算术 》 为 代表 的 中 国 古 代数 学 著作 ， 也 逐渐 为 
各 种 新 式 的 学 校 和 教科 书 所 取代 了 。 


第 一 节 有 理 数 系 


十 进位 值 制 与 算 筹 记 数 法 使 中 国 古代 数学 在 表达 有 限 数 字 
方面 具备 得 天 独 厚 的 条 件 ， 在 扩展 对 有 理 数 系 认识 的 国际 竞赛 
中 ， 中 华 民族 自然 地 走 在 世界 各 民族 的 前 列 : 中 国人 不 但 很 早 
就 认识 了 自然 数 的 性 质 并 有 了 有 零 的 概念 ， 而 且 建 立 发 展 了 古代 
最 完备 的 分 数理 论 ; 中 国 古 代数 学 家 还 是 小 数 与 负数 的 发 明 者 。 


(一 ) 自然 数 和 零 


数 的 起 源 

对 应 和 序列 不 仅 是 现代 数学 中 最 重要 的 两 个 概念 ， 而 且 是 
远古 人 类 赖 以 发 展 记 数 技 术 的 两 个 基本 原则 。《 周 易 。 系 秤 传 
下 》 说 :“ 上 上 古 结 绚 而 治 ， 后 世 圣 人 吻 之 以 书 契 。” 这 人 句 话 的 原 
意 是 说 书籍 的 起 源 。 结 绳 是 古人 记事 的 一 种 方法 ， 从 狭义 上 来 
讲 也 可 理解 成 一 种 记 数 的 技术 : 利用 强 结 与 所 记事 物 的 一 一 对 
应 来 表达 该 事物 的 多 寒 。 文 化 学 的 考察 表明 ， 近 代 某 些 仍 处 于 
原始 状态 的 民族 , 就 保持 着 结 绳 记 数 的 习俗 : 甲骨 文中 “ 数 ” 字 
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写作 “ 数 ”， 恶 怕 就 是 这 一 习俗 的 流风 余 葛 。 如 果 把 结 绳 理 
解 成 记 数 的 技术 ， 那 么 《 系 辞 传 》 中 的 那 句 话 就 可 以 作 如 下 的 
文化 学 解说 ， 那 就 是 人 类 对 数 的 认识 远 在 其 发 明文 字 之 先 ， 这 
当然 是 符合 历史 实际 的 。 

刻 痕 、 堆 石 或 用 手指 头 来 表示 物体 的 量 ， 与 结 绳 一 样 ， 都 
是 利用 对 应 原则 在 记 数 。 在 距 今 数 万 年 以 前 的 中 国 山 项 洞 人 的 
遗址 中 ， 就 发 现 了 刻 有 规则 记号 的 骨 物 ， 研 究 者 认为 这 就 是 早 
期 人 类 刻 痕 记 数 的 实物 2D。 在 距 今 约 6000 年 前 的 半 坡 遗址 中 ， 
出 土 了 饰 有 三 角形 点 阵 图 案 的 陶器 ， 图 案由 按 自然 序列 排列 成 
的 圆 点 构成 : 第 一 层 1 个、 第 二 晨 2 个 、 第 三 层 3 个 ，…… 第 
九 层 9 个 .@ 这 是 当时 人 类 已 具备 自然 序列 观念 的 一 个 证 据 。 

般 商 甲骨 文中 的 数字 , 既 有 用 作 基 数 的 , 也 有 用 作 序 数 的 。 
用 作 基 数 的 数字 ， 在 句子 中 的 主要 功用 是 修饰 名 词 ， 或 作 定语 
居 前 ， 如 “人 允 集 获 八 系 ”( 乙 3214); 或 作 补 足 语 居 后 ， 如 “和 焦 
虎 一 、 鹿 基 、 锥 一 百 六 十 四 ， 魔 一 百 五 十 九 ”( 乙 2908)。 用 作 
-序数 的 数字 ,全 都 位 于 名 词 之 前 ,如 “其 用 四 卜 ”( 粹 1256) 就 
表示 用 第 四 十;“ 四 且 丁 ”( 粹 20) 就 是 大 丁 、 沃 丁 、 中 丁 之 后 
的 第 四 个 名 丁 者 即 祖 丁 .@@ 此 外 , 商 代 采用 干支 纪 日 , 在 一 块 甲 

骨 ( 契 165) 上 就 刻 着 一 份 完整 的 六 十 甲子 表 , 这 是 排序 原则 的 
具体 应 用 

以 上 例子 中 ， 数 字 都 与 名 词 相连 :， 八 头 猪 ， 一 只 虎 ，、 第 四 
个 名 丁 者 等 等 ， 它 们 反应 了 早期 数 概 念 的 具体 性 。 英 国 数学 家 


中 参阅 李 迪 《中 国 数学 史 简 编 }， 第 5 一 7 页 。 

@ 参阅 中 科 院 考古 所 等 编 《 西 安 半 坡 》， 文 物 出 版 社 ，1963 年 ,图 版 一 四 九 ; 
互 见 李 迪 《中 国 数学 史 简 编 ;， 第 4 页 。 

参阅 郭沫若 《 骨 奥 粹 编 )， 考 释 ， 第 357 页 。 
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罗素 (B. A. W. Russell，1872 一 1970 年 ) 说 过 :“ 不 知道 要 
经 过 多 少年 ， 人 类 才 发 现 一 对 锦 鸡 和 两 天 都 是 数字 二 的 例 
子 ,”© 从 这 一 意义 上 来 讲 , 一 些 单纯 刻 烙 数字 的 卜 甲 就 显得 客 
外 珍贵 。 图 2 一 1 所 显示 的 一 块 包 甲 上 就 有 四 组 自然 数 , 它 表明 
当时 的 卜 师 具 有 抽象 的 数 概念 。 


自然 数 甲骨 ( 采 自 《 恋 墟 文字 乙 编 》) 

奇偶 : 数 的 最 早 分 类 
图 2 一 2 所 示 的 一 块 龟甲 上 也 刻 烙 着 四 组 数字 ,但 它们 不 是 
普通 的 自然 序列 ， 而 是 分 别 奇 偶 由 小 到 大 排列 的 ， 左 起 一 、 三 


Q@ 引 自 【 美 ] 下 ， 丹 齐 克 《 数 ， 科 学 的 语言 )， 第 4 页 。 
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图 2 一 -1] 甲骨 ( 乙 6422) 释文 

两 列 为 奇数 组 ， 二 、 四 两 列 为 偶数 组 ， 这 是 迄今 为 止 所 知道 的 
中 国 古 代 对 数 进行 分 类 的 最 早 记录 。 

奇偶 与 阴阳 一 样 ,在 中 国 传统 文化 中 起 着 十 分 重要 的 作用 。 
《 系 样 传 上 》 介 绍 签 法 ,开始 就 说 :“ 天 一 ， 地 二 ; 天 三 ,地 四 ; 
天 五 ， 地 六 ; 天 七 ， 地 八 ; 天 九 ， 地 十 >”， 又 说 :“ 天 数 五 ， 地 
. 数 五 ， 五 位 相 得 各 有 合 。 天 数 二 十 有 五 ， 地 数 三 十 ， 凡 天 地 之 
数 五 十 有 五 .此 所 以 成 变化 而 行 鬼神 也 .” 这 是 把 事物 的 对 立 属 
性 (以 天 与 地 ,或 阳 与 阴 为 代表 ) 归 为 数 的 奇偶 ， 从 而 借助 数 
字 来 建构 对 立 统 一 的 天 人 宇宙 观 。 一般 认为 , 《周易 》 古 经 是 商 
周 之 际 卜 辞 的 汇编 ,《 系 辞 传 》 中 介绍 的 签 法 很 可 能 就 是 由 商 代 
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签 法 演变 来 的 。 这样 看 来 , 图 2 一 2 所 示 的 龟甲 应 是 商 代 下 师 的 
签 占 工具 ， 上 面 烙 刻 的 正 是 两 组 天 、 地 之 数 ，。 


a Se ” i gr', 隔 
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天 地 数 甲 骨 图 2 一 2 甲骨 〈 乙 7672) 释文 

〈 采 自 《殷墟 文字 乙 编 》，7672) 
大 数 记 法 

前 面 已 经 提 到 , 现 已 发 现 的 甲骨 文中 最 大 的 记 数 单位 是 万 ， 
最 大 的 数字 是 三 万 。《 汉 书 。 律 历 志 》 备 数 一 节 称 :“ 数 者 , 一、 
十 、 百 \ 和 干 、 万 也 ,所 以 算数 事物 ， 顺 性 命 之 理 也 。” 这 里 列举 
的 仅 是 前 五 个 记 数 单位 , 它们 依次 以 10 进位 。 万 以 上 的 记 数 单 
位 ， 汉 代 以 前 就 出 现 过 亿 、 兆 、 经 、 坊 等 名 目 ， 其 进 制 则 无 统 
一 规定 ， 往 往 因 人 因 典 而 异 。 例 如 赵 夹 注 《 周 牌 算 经 》 中 引 
《 河 疼 括 地 象 》 之 数据 时 就 称 :“ 十 万 旦 亿 也 ”， 毛 莫 注 《 诗 经 》 
“ 胡 取 条 三 百 亿 今 ” 则 以 “万 万 为 亿 ”。 南 北朝 时 代 董 泉 所 扎 
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《三 等 数 》 应 是 系统 介绍 大 数 记 法 的 著作 ， 可 惜 已 经 失传 。 从 唐 
代 学 官 把 它 与 《 数 术 记 遗 》 并 列 为 辅助 读物 和 帖 试 教材 来 看 , 其 
内 容 人 恕 与 《 数 术 记 遗 》 有 相似 之 处 。 

《 数 术 记 遗 》 中 所 介绍 的 三 等 数 ， 正 是 万 以 上 的 大 数 记 法 ， 
其 原文 为 : 


“黄帝 为 法 ， 数 有 十 等 。 及 其 用 也 ， 乃 有 三 看 。 十 
等 者 , 亿 、 净 、 京 、 坊 、 筝 、 壤 、 沟 、 润 、 正 、 载 。 三 
等 者 ， 谓 上 、 中 、 下 也 。 其 下 数 者 ， 十 十 变 之 ， 若 言 
十 万 理 亿 ， 十 亿 日 兆 ， 十 兆 日 京 也 。 中 数 者 ,万 万 变 
之 ， 车 言 万 万 日 亿 ， 万 万 亿 日 兆 ， 万 万 兆 日 京 也 。 从 
亿 至 载 ， 终 于 大 衍 。 上 数 者 ， 数 穷 则 变 ， 若 言 万 万 日 
亿 , 亿 亿 日 兆 ， 兆 兆 日 京 也 。 下 数 浅 短 ， 计 事 则 不 尽 。 
上 数 宏 廓 ， 世 不 可 用 。 故 其 传 业 ， 惟 以 中 数 耳 。”@ 


《孙子 算 经 》“ 大 数 之 法 ”一 节 从 亿 到 载 都 从 万 万 进 ， 相 当 于 上 
述 中 等 记 数 法 ; 而 “ 量 之 所 起 ”一 节 从 亿 到 载 都 从 十 进 ， 相 当 
于 上 述 下 等 记 数 法 。 敦 煌 文献 中 有 两 种 唐 代 算 经 也 涉及 大 数 记 
法 ， 其 中 编号 为 P. 3349、S. 0019 和 S. 5779 的 三 种 写 经 为 同一 
部 书 ， 介 绍 的 是 中 等 记 数 法 ， 不 同 的 是 载 后 还 有 一 个 单位 极 
(万 万 载 日 极 ); 编导 为 S. 0930 的 一 种 名 为 《立成 算 经 》， 介 绍 
的 是 下 等 记 数 法 .名 唐 代 所 译 佛经 中 出 现 了 许多 印度 数 名 , 例如 
实 义 难 陀 所 译 《 大 方 广 佛 华 严 经 》 有 120 数 ， 诸 数 之 间 采 用 混 
合 进 制 ; 慧琳 《一 切 经 音义 》 称 :“ 今 案 此 经 十 、 百 、 千 、 万 、 


中 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 下 册 ， 第 540 页 ， 
全 参阅 李 促 《 唐 代 算 学 史 》,《 中 算 史 论 从 》， 第 五 集 ， 科 学 出 版 社 1955 年 第 
版 ， 第 20 一 24 页 。 
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十 十 变 之 ;从 万 至 亿 , 百 信 变 之 ; 内 亿 已 去 ， 皆 以 能 量 为 一 数 ， 
复数 至 与 能 量 等 .” 佛 经 所 译 数 名 大 多 请 屈 傲 牙 , 其 中 也 有 些 被 
中 国 采用 .《 算 法 统 宗 》 在 载 之 后 , 就 还 有 极 、 恒 河 沙 、 隔 借 稀 、 
那 由 他 、 不 可 思议 、 无 量 数 等 大 数 单位 。 

有 关 大 数 记 法 的 讨论 ， 有 反映 了 古人 对 自然 数 后 续 性 质 的 初 
步 认 识 。 按 照 《 数 术 记 遗 》 中 的 三 种 大 数 记 法 ， 最 后 一 个 单位 
载 的 量 纲 分 别 是 10 、102 和 104%% 。 值得 指出 的 是 , 该 书 还 借 刘 
洪 之 口 间 道 :“ 先 生 之 言 上 数 者 数 穷 则 变 , 既 云 终于 大 衍 ， 大生 
有 限 ， 此 何 得 无 穷 ?” 对 此 天 目 先生 答 道 :“ 数 之 为 用 ， 言 重 则 
变 ， 以 小 兼 大 ， 又 加 循环 。 循 环 之 理 ， 岂 有 穷 平 ?” 

古 希 腊 数 学 家 阿 基 米 得 〈Archimedes， 前 287 一 前 212 年 ) 
曾 写 过 一 本 名 为 《 数 砂 者 》(The Sand-Reckoner) 的 专著 ， 其 
内 容 是 计算 一 个 有 限 球 体 宇宙 中 所 能 包含 的 砂粒 总 数 。 由 于 古 
希腊 使 用 文字 来 记 数 ， 他 不 得 不 用 元 长 的 叙述 来 说 明 自 己 的 思 
想 。 他 把 翘 称 作 第 一 级 大 数 单位 ， 万 以 上 的 各 级 单位 一 律 采用 
万 万 进位 ， 这 与 《 数 术 记 遗 》 中 称 为 “ 故 其 传 业 ”的 中 等 记 数 
法 是 一 致 的 ,他 的 最 后 结论 是 :“ 以 恒星 天 为 界 的 球体 内 所 容 砂 
粒 的 数目 比 第 八 类 单位 的 一 于 万 倍 为 小 ."@ 用 《 数 术 记 遗 》 的 
单位 来 表示 这 一 量 纲 ， 就 是 一 千 万 沟 ， 即 10%。 

零 的 概念 和 表示 

中 国 古 代数 学 家 在 筹 算 中 用 空位 表示 零 ， 如 士 T 口 ] 川 表示 
8703。 由 于 严格 地 遵循 纵横 相间 的 规则 布 列 或 书写 ， 上 述 筹码 
不 会 被 误 认 成 873 或 87003。 以 空位 表示 零 的 方法 后 来 被 历 家 


QD TT. L. Heath ed., The Works of Archimedes with the Method of 
Archimedes, Dover Pub., New York, pp. 221- 一 232. 


所 借用 , 刘 洪 《 闽 象 历 》 用 “ 摄 ”、 何 承 天 《元 嘉 历 》 用 


“ 益 ”来 表示 天 体 运动 的 变速 度 为 零 

空位 的 表示 法 容易 被 读者 忽视 ， 后 来 干脆 用 “ 空 ” 字 来 显 
示 零 之 所 在 。 唐 代 健 仁 均 《成 寅 历 》 首 创 “ 急 空 ”这 样 的 用 法 ， 
以 后 各 家 历法 多 有 采纳 。 杨 辉 《 乘 除 通 变 本 末 》 和 佚名 《 透 帘 
细 草 》 也 都 用 “ 空 ” 字 表示 零 ， 例 如 杨辉 就 将 107 写作 | 空 T 

宋 元 律 学 著作 中 则 以 方 框 口 表示 零 及 其 所 在 位 数 。 蔡 元 定 
《 律 吕 新 书 》 中 “ 林 钟 十 一 万 八 千 口 口 九 十 八 ”， 两 个 口 表示 
“ 零 百 "， 即 林 钟 之 数 为 118098。 刘 瑾 《 律 虽 成 书 》 中 “ 姑 洗 之 
实 一 万 口 口 口 口 六 十 六 万 三 千 二 百 九 十 六 ”， 连 续 4 个 口 表 示 
“ 零 千 零 百 ”, 即 姑 洗 之 实 为 100663296。 在 这 里 , 方 框 口 还 不 完 
全 等 同 于 零 的 记号 。《 律 吕 成 书 》 中 的 算 草 则 完全 把 口 当 作 零 来 
使 用 ， 例 如 一 口上 上 川上 入 上 就 表示 10636863。 

在 用 毛笔 记录 筹码 时 ， 很 容易 将 口 一 笔画 成 个 圆圈 ， 这 就 
是 〇 〇 号 在 中 国 的 起 源 。 最 早出 现 的 〇 号 见于 金 代 《大 明 历 》 中 ， 
其 朔 离 表 中 有 “ 初 损 四 百 〇 三 ”之 类 的 字样 ， 只 是 用 的 不 规范 ， 
有 时 又 出 现 “ 四 百 三 ”这 样 的 记 法 。 元 代 《 授 时 历 》 和 宋 元 数 
学 著作 中 则 普遍 使 用 口号 了 。 在 《 测 圆 海 镜 》、《 益 古 演 段 》、 
《 数 书 九 章 》《 四 元 玉 监 》 等 书 中 ， 〇 号 还 被 用 来 标示 空 的 代数 
项 。 例 如 《 数 书 九 章 》 中 的 


IOT 三 站 下 OOOO 
O 

rT 三 中 OO 

O 

+ 


就 表示 一 元 四 次 方程 
一 X“ 十 763200x- 十 40642560000 一 0 
《四 元 玉 鉴 》 中 的 


10O 太 oO | 
OoooOo 


OO 11OOD 


就 表示 三 元 二 次 方程 
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x 十 六 十 于 一 0 

式 中 的 11 个 0 分 别 标识 xy?、xzz2、x2zy 、xy2? 、KX2z 、XZ2 、Xy 、XZ、 
x、y、z 诸 项 ， 它 们 的 系数 都 是 0。 

在 进行 增 乘 开 方 和 四 元 术 的 如 积 相 消 时 ， 都 要 涉及 零 项 的 
加 、 减 、 乘 法 运算 。 这 就 清楚 地 表明 : 在 宋 元 数 学 家 那里 , 0 已 
不 仅 是 一 个 记号 ， 而且 是 一 个 实 实在 在 的 数 ， 可 以 也 必须 与 其 
他 数 一 道 参加 运算 。 

零 的 发 现 被 认为 是 人 类 文明 史上 的 一 个 伟大 成 就 ， 国 外 许 
多 闭 作 都 把 它 归 于 古代 印度 人 。 以 上 论述 表明 : 零 的 概念 和 记 
号 是 土生 土 长 于 中 国 的 筹 算 系 统 中 的 。 唐 代 《 开 元 占 经 》 中 曾 
介绍 “每 空位 处 恒安 一 点 ”的 古代 印度 表示 零 的 方法 ， 但 是 由 
于 中 国 早 已 有 了 零 的 清晰 概念 和 自己 的 表示 法 ， 这 一 印度 的 记 
法 未 对 中 国 古 代数 学 产生 什么 影响 . 


(二 ) 分 数 


分 数 的 起 源 

分 数 的 概念 来 源 于 对 物品 实行 分 配 。 据 考证 甲骨 文中 的 
“ 八 ” 字 就 含有 分 的 意思 ,《 说 文 解 字 。 八 部 》 称 :“ 。 别 也 。 
象 分 别 相 背 之 形 .” 金 文中 屡 见 “ 分 ” 字 ,《 说 文 解 字 》 释 为 
“分 ， 别 也 。 从 八 从 刀 ， 刀 以 分 别 物 也 .” 当 所 分 配 物 品 少 于 分 
配对 象 时 ， 就 可 能 产生 分 数 的 概念 。 

人 类 最 先 认 识 的 是 一 些 个 别 的 分 数 。1/2 大 概 是 人 类 最 早 
认识 的 一 个 分 数 ， 甲 骨 文中 就 出 现 了 “ 半 ” 字 。 金 文中 常见 一 
个 从 八 从 斗 的 “ ” 字 ， 会意 为 分 斗 ， 古 文字 学 家 认为 它 就 是 


中 参阅 严 教 杰 《 中 国 使 用 数码 字 的 历史 》， 《科技 史 文 入 > 第 8 辑 . 
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《说 文 解 字 . 斗 部 》 中 的 学 六 字 , 释 为 : 幸 站 量 物 分 半 也 。 从 
斗 、 半 , 半 亦 声 。” 按 此 解释 “人 外 ”和 “全 闻 都 不 是 具 称 数量 半 
斗 ， 而 是 抽象 数字 1/2 的 专 名 。 类 似 地 ， 战 国 量 器 铭文 中 还 可 
见 到 “ 兰 ” 字 , 也 是 “ 半 ” 字 的 又 一 写法 。 金 文中 又 有 
“ 参 "、“ 界 ”等 字 ， 则 是 1/3、1/4 的 专 名 。 中 

《黑子 》《 商 君 书 》《 考 工 记 》 等 先秦 典籍 中 都 有 关于 某 些 
特殊 分 数 的 记载 :《 墨 子 》 分 别 以 少 半 、 大 半 称 呼 二 、 忆 ,这 一 
方法 为 后 万 备 家 状 承 并 发 民 :9 商厦) 分 到 以 人 一 什 二 、 
什 四 来 称 记 方 、 et 《 考 工 记 》 有 “五 分 其 轮 间 ,以 其 一 为 之 
二 转 "，“ 五 分 其 吉 之 长 ， 去 以 为 锋 ， 去 三 以 为 翰 ” 这 样 的 
术 参 数 ， 相 当 于 给 出 了 分 数值 二 、 夺 、 三 等 。 战国 末 已 流行 
“ 几 分 几 ” 这 样 的 分 数 命名 法 , 湖北 云 梦 睡 虎 地 出 土 秦 律 竹简 中 
就 有 “十 分 --”“ 三 分 取 --” 等 语 。 最 早出 现 “ 几 分 之 几 ” 这 
样 一 直 沿 用 至 今 的 分 数 命名 法 的 著作 ， 大 概 是 成 书 年 代 尚 有 争 
议 的 《管子 》。 

中 国 古 代 分 数理 论 的 发 达 与 律 、 历 两 学 有 和 密切 关系 。 律 学 
+ 的 核心 问题 是 确定 以 管 长 为 标尺 的 基本 音程 ， 长 期 以 来 律 学 


也 参阅 李 继 闵 《中 国 古 代 的 分 数理 论 》， 《 九 章 算 术 〉 与 刘 徽 》。 
多 《 九 章 算术 》、《 张 丘 建 算 经 》 称 于 、 -二 、 二 为 少 半 、 半 和 太 半 ,《 和 孙子 算 


经 》 则 为 小 半 、 中 半 、 大 半 ;《 夏 侯 阳 算 经 》 又 引入 四 分 之 一 单位 ， 称 -、 二 为 贡 
半 和 强 半 。 汉 代 以 后 ， 律 学 、 历 法 、 漏 刻 普 遍 采 纳 这 种 特殊 分 数 命 名 潜 ， 兹 以 《 宋 
书 。 历 志 》 所 载 《 最 初 历 》 为 例 ， 共 有 11 个 特殊 分 数 ， 它 们 是 : 强 (二)、 少 弱 


人 少 ( 襄 ) 少 强 (全 人、 半 弱 总) 半 (3 5 )、 半 强 (起)、 太 验 (5 、 太 
上 1 . 
(7)、 太 强 (53), 一 搬 如 (Ta)。 
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家 都 采用 三 分 损益 法 来 推算 律 管 长 度 。 具 体 来 说 就 是 将 起 始 律 
管 的 长 度 均 分 成 三 份 , 去 其 一 份 ( 即 乘 以 2/3) 为 损 , 增 其 一 份 
( 即 乘 以 4/3) 为 益 ， 逐步 得 到 其 他 律 管 之 长 度 。 显 而 易 见 ， 这 
是 一 种 依赖 于 分 数 四 则 运算 的 数学 方法 。 记 载 这 种 方法 的 文字 
或 由 此 方法 推出 的 十 二 律 管 数据 ， 见 诸 于 《管子 。 地 员 》 篇 、 
{ 吕 氏 春秋 。 音律 》 篇 、《 淮 南 子 .天文 训 》《 周 礼 ， 春 官 》 郑 
玄 注 以 及 《史记 律 书 》 等 汉代 文献 ， 但 研究 者 们 普遍 认为 三 
分 损益 法 最 早产 生 于 公元 前 4--6 世纪 。 另 一 方面 , 古代 天 文学 
家 很 早 就 发 现 了 一 个 回归 年 为 365 亏 日 和 19 年 7 阔 的 规律 , 据 


此 可 算出 每 个 月 的 平均 日 数 为 365 二 二 12 万 二 29 225， 秦 代 颁 


布 的 《六 环 历 》 以 及 几 部 先秦 上 古 历 就 是 依据 这 些 基 本 数据 制定 
的 。 由 于 历法 中 的 基本 数据 都 采用 分 数 形式 ， 为 了 神学 或 美学 
的 目的 , 历 算 家 总 是 费 尽 心机 地 设法 使 他 的 全 部 数据 整齐 划一 ， 
这 种 努力 无 疑 刺激 了 分 数理 论 的 发 展 。 

分 数 的 定义 与 基本 性 质 

《 九 章 算 术 》 方 田 章 合 分 术 云 :“ 实 如 法 而 一 .不 满 法 者 ,以 法 
命 之 。” 实 ,法 分 别 为 被 除数 和 除数 ,前 一 句 话 就 是 除法 运算 ;后 
一 句 话 相 当 于 说 ,如 果 被 除数 或 余数 小 于 除数 ,就 得 出 一 个 以 除 
数 作 分 母 的 分 数 ,这 就 是 由 除法 运算 所 导出 的 分 数 定义 。? 

刘 徽 对 合 分 术 的 注 文 说 :“ 约 而 言 之 者 ， 其 分 航 , 繁 而 言 之 
者 ， 其 分 细 。 虽 则 和 芒 细 有 殊 ， 然 其 实 一 也 。” 就 是 说 ， 同 一 分 数 
值 可 以 表示 得 简单 些 ,只 要 分 得 粗 〈 即 份 数 少 )， 也 可 以 表示 得 


一 一 -- 


中 有 趣 的 是 ,英文 及 一些 西方 语言 中 的 “分 母 ”(Cdenaominator) ,就 是 由 梓 丁 文 
的 “命名 ” (denominatio) 而 派生 出 来 的 。 
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繁复 些 ， 只 要 分 得 细 〔 即 份 数 多 ), 但 简 、 繁 二 者 可 以 在 数值 上 
相等 。 他 在 同一 章 约 分 术 的 注 中 又 说 :“ 物 之 数量 ， 不 可 悉 全 ， 
必 以 分 言 之 。 分 之 为 数 ， 繁 则 难 用 。 设 有 四 分 之 二 者 ， 繁 而 言 
之 ， 亦 可 分 为 八 分 之 四 , 约 而 言 之 , 则 二 分 之 一 也 。 昌 则 蜡 辞 ， 
至 于 为 数 ， 亦 同 归 尔 。 法 实 相 推 ， 动 有 参差 ， 故 为 术 者 先 治 诸 
分 .” 这 里 先 肯 定 引 入 分 数 概念 的 必要 性 , 进而 用 数 例 说 明 约 分 
的 意义 ,最 后 点 出 “法 实 相 推 ， 动 有 参差 ”这 一 形象 化 的 分 数 
基本 性 质 : 即 分 数 的 分 子 和 分 母 同 乘 或 除 以 一 个 不 为 零 的 数 ,其 
值 不 变 。 约 分 和 通 分 这 两 个 分 数 算 法 的 关键 技术 ， 正 是 建立 在 
此 性 质 基础 上 的 。 

《 九 章 算术 约 分 术 的 程序 是 : 先 看 分 子 、 分 母 是 否 均 为 偶 
数 ， 如 是 ， 则 以 2 分 别 约 分 子 和 分 母 ， 如 不 是 就 用 更 相 减 损 术 
来 求 最 大 公约 数 , 再 用 最 大 公约 数 去 分 别 约 分 子 和 分 母 。《 张 近 
建 算 经 》 和 《夏侯 阳 算 经 》 也 都 介绍 了 约 分 ， 其 步骤 与 《 九 章 
算术 》 大 致 相同 。 

分 数 加 、 减 法 需要 通 分 ,《 九 章 算术 》 合 分 、 减 分 二 术 都 涉 
及 通 分 运算 。 刘 微 在 合 分 术 注 中 则 提出 齐 同 的 概念 来 阐释 通 分 
的 理论 依据 :“ 凡 母 互 乘 子 谓 之 齐 , 群 母 相 乘 谓 之 同 . 同 者 , 相 
与 通 同 共 一 母 也 。 齐 者 ， 子 与 母 齐 ， 势 不 可 失 本 数 也 。” 这 里 的 
“ 同 ”， 就 是 求 公 分 母 ;“ 齐 ”， 就 是 利用 分 数 基本 性 质保 证 分 数 
值 不 变 。 刘 徽 又 说 :“ 乘 以 散 之 , 约 以 聚 之 , 齐 同 以 通 之 , 此 其 
算 之 纲 纪 乎 ??《 张 丘 建 算 经 》 序 中 也 说 道 :“ 夫 学 算 者 不 患 乘除 
之 为 难 , 而 患 通 分 之 为 难 。” 按照 《 九 章 算术 》 方 田 章 的 通 分 术 ， 
一 般 并 不 得 到 诸 分 母 的 最 小 公 倍数 为 公分 母 ， 少 广 章 中 的 通 分 
算法 则 可 得 到 最 小 公 倍数 作为 公分 母 ,这 一 点 将 留待 后 文 介绍 ， 

分 数 运算 与 应 用 问题 
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战国 时 魏 相 李 悍 (前 455 一 前 395 年 ) 所 著 《 法 经 》 中 开 列 
了 一 个 五 口 农家 年 收 支 的 细 帐 沾 。 实 际 上 是 一 道 包 括 分 数 乘法 
在 内 的 复杂 的 四 则 应 用 题 。 此 外 ， 律 学 中 三 分 损益 法 的 应 用 和 
古代 黄帝 、 巾 项 、 夏 、 和 谍 、 周 、 和 鲁 等 六 部 历法 采用 复杂 的 分 数 
数据 ， 这 些 都 说 明 至 迟 在 战国 时 代 ， 中 国人 已 掌握 了 分 数 四 则 
运算 的 规律 ， 

《 九 章 算 术 ) 则 对 这 些 运算 规律 作 了 总 结 , 书 中 把 分 数 的 加 、 
威 、 乘 、 除 分 别称 为 合 分 、 减 分 、 乘 分 和 经 分 。 

合 分 术 为 :“ 母 互 乘 子 ， 并 由 为 实 ， 母 相 乘 为 法 ， 实 如 法 而 


一 ”用 现代 数学 符号 来 表示 ， 即 全 十 上 一 并 十， 


减 分 术 为 :“ 母 互 乘 子 ， 以 少 减 多 ， 余 为 实 ， 母 相 乘 为 法 ， 


实 如 法 而 一 。” 即 ( 设 之 > 二 )。 
乘 分 术 为 :“ 母 相 乘 为 法 ， 子 相 乘 为 实 ， 实 如 法 而 一 .” 即 
了 xd 一 pbd 


经 分 术 紧 接 在 一 道 分 钱 题 后 , 故 日 :“ 以 人 数 为 法 , 钱 数 为 
实 ， 实 如 法 而 一 。 有 分 者 通 之 ， 重 有 分 者 同 而 通 之 .” 这 里 的 
“ 重 有 分 者 ,就 是 除数 与 被 除数 皆 为 分 数 的 情况 ,为 此 刘 微 注 道 : 
“又 以 法 分 母 乘 实 ， 实 分 母 乘法 。 此 谓 法 实 俱 有 分 ， 故 令 分 母 乘 
全 内 子 ， 又 令 分 母 互 乘 上 下 .。” 这 也 就 是 将 被 除数 与 母 、 子 颠倒 
后 的 除数 相 乘 ， 用 数学 符号 写 出 来 即 之 二 和 = 只， 刘 微 所 说 的 


“ 乘 全 内 子 ”, 系 对 带 分 数 进行 通 分 , 如 2 地 一 41，3X2 即 


局 《法 经 》 己 亡 例 ,， 这 笔 细 帐 为 《 汉 书 。 食 货 志 》 所 辑录 ,参阅 《二 十 五 史 》， 
第 476 页 。 
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为 “ 乘 全 ”， 再 加 1 即 为 “内 ( 纳 ) 子 ”。 

( 九 章 算术 》 还 有 课 分 、 平 分 两 术 : 前 者 与 减 分 类 似 ， 目 的 
是 比较 分 数 的 大 小 ; 后 者 是 求 若干 分 数 的 平均 值 , 又 与 合 分 ,经 
分 有 关 。 

分 数 概念 既然 是 由 “ 实 不 满 法 ”所 导出 的 ， 那 么 它 除了 可 
以 被 看 作 一 个 实在 的 数 外 ， 也 可 以 被 看 成 一 对 实 与 法 的 比 ， 分 
数 运算 的 过 程 就 是 要 做 到 “法 实 相 推 ” 不 同类 的 法 实 比 率 则 需 
通过 齐 同 术 来 化 为 同类 ， 这 样 就 可 以 把 分 数理 论 纳 入 到 内 涵 更 
丰富 的 比率 理论 之 中 了 。 刘 徽 等 中 国 古 代数 学 家 正 是 利用 比率 
性 质 来 解释 一 些 应 用 问题 的 ， 现 用 两 个 例子 说 明 。 

《 九 章 算 术 》 均 输 章 共有 六 道 工程 问题 ， 兹 以 第 20 题 为 代 
表 : 


“ 今 有 和 忽 起 南海 ， 七 日 至 北海 ， 雁 起 北海 ， 九 日 至 南 
海 。 今 护 、 雁 俱 起 ， 问 何 日 相逢 ?2 


术 文 是 :“ 并 日 数 为 法 ， 日 数 相 乘 为 实 ， 实 如 法 得 一 日 "， 也 就 
是 (7X9》 二 《〈9 十 7) 一 63 二 16 一 3 了 日 )。 对 此 术 文 刘 征 提 
出 了 两 个 解释 : (1) 首先 “ 齐 其 至 , 同 其 日 ,得 63 日 内 披 9 至 、 
雁 7 至 ,然后 求 63 日 内 插 、 雁 “ 共 至 ” 数 为 16; 而 “ 扣 、 雁 俱 
起 ”至 相逢 的 路 程 与 1“ 至 ”的 足 程 相当 , 所 以 用 16 除 63 得 问 ; 
(2) 由 鬼 日 行 全 程 元 、 膝 日 行 全 程 训 ,“ 齐 而 同 之 ”， 得 “南北 
相去 六 十 三 分 ， 咏 日 行 凡 分 , 雁 日 行 七 分 ”, 吃 、 雁 1 日 共 行 16 


中 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 195 页 。 
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分 ， 除 “南北 相去 ”63 分 ， 得 问 。 z 
《孙子 算 经 》 卷 下 第 17 题 也 很 有 名 ， 被 张 丘 建 称 为 孙子 之 
“ 功 杯 ” 题 : 


“ 今 有 妇 人 河上 荡 杯 。 津 吏 问 日 :“ 杯 何以 多 ?，” 妇 人 
日 ; “家 有 客 。” 津 吏 日 :“ 客 几何 ?” 妇 人 日 : “二 人 共 人 饭 ， 
三 人 共 美 ， 四 人 共 肉 ， 凡 用 杯 六 十 五 ， 不 知客 几何 ?出 


术 文 为 :“ 置 六 十 五 杯 ， 以 一 十 二 乘 之 , 得 七 百 八 十 ， 以 十 三 除 
之 ， 即 得 .” 由 妇 人 的 回答 可 知 ，1 人 用 饭 、 北 、 肉 的 杯 数 分 别 
是 1/2、1/3 和 1/4， 所 以 每 人 要 用 杯 数 为 了 十 村 十 寺 一 巧 ， 用 
它 去 除 共 用 杯 数 65 即 得 .事实 上 中 国 古 代数 学 家 不 会 这 样 考 虑 
问题 , 更 可 能 的 思路 是 : 同 其 人 , 齐 其 杯 , 得 12 人 用 6 杯 吃 饭 ， 
4 杯 喝 汤 ，3 杯 食肉 , 即 12 人 用 13 杯 ， 以 下 再 用 比例 算法 ( 今 
有 术 ， 见 本 书 158 页 ) 求 出 客人 数 。 

中 国 古 代 分 数论 的 评价 

中 国 古 代数 学 家 从 除法 导出 分 数 概念 ， 在 应 用 问题 中 又 把 
分 数 看 成 一 对 比率 ， 在 形式 上 则 自 上 而 下 或 自 左 而 右 地 列 出 分 
子 和 分 母 的 筹 式 ， 同 时 律 、 历 学 中 又 普遍 采用 分 数 数据 ， 这 些 
都 是 中 国 古代 分 数论 的 重要 特点 。 中 国 古 代 分 数论 的 内 容 十 分 
丰富 ， 除 了 以 上 谈 到 的 之 外 ， 由 分 数论 还 可 得 到 最 大 公约 数 和 
最 小 公 倍 数 的 算法 ， 以 及 有 关 近 似 方法 等 ， 这 些 内 容 将 在 本 书 
后 面 出 现 。 

古 埃及 人 在 代表 分 母 的 字符 上 和 画 一 个 椭圆 来 表示 单位 分 


QD 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 下 册 ， 第 315 页 。 
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数 ， 而 将 分 子 不 为 1 的 分 数 化 成 若干 个 单位 分 数 之 和 ， 例 如 去 


就 化 成 过 十 十 十 本 。 在 距 今 约 3000 年 前 的 阿 默 斯 (Ahmes) 纸 


草 上 , 有 一 份 将 形 如 元 的 分 数 化 成 单位 分 数 之 和 的 表 , 如 果 


所 考虑 的 分 数 的 分 子 既 不 是 1 也 不 是 2, 就 得 设法 改造 ,例如 了 
就 得 改造 成 二 十 瑟 十 25， 所 以 该 纸 草 上 说 ， 如 果 将 9 个 面包 平 


分 给 10 个 人 ， 则 每 人 所 得 的 一 份 为 三 ， 己 ,高 。? 这 种 处 理 分 
数 的 形式 妨碍 了 一 般 算法 的 发 展 ， 因 而 埃及 人 的 分 数论 尽管 很 
华丽 ， 但 是 并 不 实用 。 古巴 比 伦 人 采用 60 进 制 , 分 数 运 算 也 很 
麻烦 。 古 希腊 人 在 音律 学 中 也 有 类 似 于 三 分 损益 法 的 确定 基本 
音程 〈 所 不 同 的 是 他 们 以 弦 长 而 不 是 管 长 为 标尺 ) 的 方法 ， 但 
是 他 们 的 文字 记 数 制度 表示 起 分 数 来 十 分 不 便 。 古 代 印 度 人 的 
分 数 表示 法 与 筹 算 中 由 除法 导出 的 分 数 表示 法 一 致 ， 例 如 他 们 


] 
把 记 写成 8 1 写成 2 等 ,至 于 在 欧洲 , 系统 的 分 数 算法 及 理论 


到 文艺 复兴 时 代 才 被 人 们 普遍 认识 ， 德 语 中 至 今 还 有 这 样 的 俗 
语 ， 当 形容 某 人 陷入 绝境 时 就 说 他 in die Briiche fallen, 直译 出 
来 就 是 “ 掉 到 分 数 里 去 了 。?”@ 


Q 参阅 ( 英 ] 斯 科 特 《 数 学 史 》,， 候 德 润 等 译 ， 商务 印 书馆 ，1981 年 第 一 版 ， 
第 10 一 13 页 。 按 阿 默 斯 纸 草 即 伦 德 (A. H. Rhind ，1833--1863 年 ) 纸 草 。 前 者 
以 古 埃及 的 作者 (或 抄写 者 〉 命 名， 后 者 以 英国 近代 收藏 家 命名 。 

多 参阅 梁 宗 蕊 《世界 数学 史 简 编 》， 辽宁 人 民 出 版 社 ，1981 年 第 一 版 ， 第 77 
页 。 男 外 两 个 类 似 的 俗语 是 geht in die Briiche 和 zu Bruch， 直 译 出 来 是 “走向 分 
数 ”。 
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(三 ) 小 数 


小 数 的 计量 学 渊源 

计量 的 概念 在 中 国 肇 源 甚 古 , 《大 戴 记 . 五 帝 德 》 称 黄帝 
“ 设 五 量 ”,《 世 本 帝 系 》 称 少 丘 “ 同 度量 ， 调 律 虽 ”,《 尚 书 。 
到 典 》 称 缀 “ 协 时 月 正 日 ,， 同 律 度量 衡 >， 这 些 记 载 都 在 一 定 程 
度 上 反映 了 古人 对 标准 计量 之 重要 性 的 认识 。 由 于 中 国 古 代 采 
用 十 进位 值 制 记 数 ， 计 量 单位 也 很 容易 采纳 怀 进 制度 ， 

目前 所 发 现 的 中 国 最 早 计量 器 具 ， 是 两 把 据说 出 土 于 河南 
安阳 的 商 代 牙 尺 , 现 在 分 别 藏 于 中 国 历史 博物 馆 和 上 海 博物 馆 ， 
两 把 尺 的 形制 十 分 相似 ， 因 而 很 可 能 是 当时 的 标准 器 具 。 两 尺 
正面 均 有 十 进 刻 度 : 尺 面 被 均 分 成 10 份 , 每 份 又 被 均 分 成 更 小 
的 10 个 间隔 。? z 

周 初 从 中 央 到 地 方 都 设 有 专 管 度量 衡 的 官吏 ,《 周 礼 。 天 
官 》 之 内 宰 、《 秋 官 》 之 大 行人 、《 地 官 》 之 质 人 即 是 。 春 秋 战 
国 诸侯 并 起 ， 各 候 国 均 有 自己 的 度量 衡 制 度 ， 但 总 的 趋势 是 逐 
渐 走向 统一 。 周 秦 一 些 计量 单位 多 采用 10 进 制 , 只 是 还 不 够 系 
” 统 并 缺乏 足够 的 文字 记载 。 

最 早 关于 十 进 计 量 单 位 的 系统 记载 见于 西汉 。 页 谊 (前 
200 一 前 168 年 )《 新 书 ， 六 术 》 篇 白 :“ 数 度 之 始 ， 始 于 微细 ， 
有 形 之 物 ， 黄 细 于 毫 ， 是 故 立 一 毫 以 为 度 始 ， 十 毫 为 发 ， 十 发 
为 厘 , 十 理 为 分 .” 这 里 把 “ 数 ” 与 “ 度 ” 的 精细 单位 同 归 于 毫 ， 
实 开 后 世 数 学 家 借用 度量 单位 表达 小 数位 值 的 先河 。 刘 衣 协 助 
王 医改 革 度 量 衡 ， 当 时 颁 制 的 许多 计量 器 具 一 直 存 留 至 今 。 关 


中 参阅 印 座 等 编 ‘中 国 古 代 度量 衡 图 集 }， 第 2 页 。 
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于 这 一 改革 的 详细 记录 后 来 被 收入 《 汉 书 ， 律 历 志 》, 成 为 中 国 
历史 上 第 一 部 完整 的 上 度量衡 史 文 献 。 汉 书 ， 律 历 志 》 给 出 的 15 
种 度量 衡 单位 及 进位 关系 是 : 


审 度 1 引 ==10 天 二 10: 尺 一 103 寸 王 104 分 

嘉 量 1 狸 一 10 斗 一 10: 升 王 103 合 二 2X103 全 

权衡 工 石 王 4 钧 一 30X4 斤 二 16X30X4 两 二 24X16 
X30X4 铁 


这 就 是 五 度 、 五 量 和 五 权 。 除 此 之 外 ，《 汉 书 ， 律 历 志 》“ 备 
数 ” 一 节 又 说 :“ 度 长 短 者 不 失 毫 厘 ， 量 多 少 者 不 失 圭 撮 ， 权 轻 
重 者 不 失 季 累 ”说明 当 时 还 有 比分 、 依 、 铁 更 微小 的 度量 衡 单 
位 。 考 察 当 时 典籍 及 器 物 ， 可 知 厘 、 训 和 累 、 生 缘 为 十 进 ， 即 
1 分 二 10 厘 ==10 毫 和 1 铁 王 10 累 = 王 10? 乘 ; 而 报 、 诗 分 别 是 五 
进 和 四 进 ， 即 1 依 ==5 气 一 4X5 二。 

根据 中 国 历史 博物 馆 所 藏 始 建国 铜 方 斗 的 铭文 和 实测 数 
据 ， 医 新 时 代 1 尺 约 合 今 23. 03 厘米 ，1 斗 约 合 今 1978. 25 训 
升 ; 由 此 推算 当时 的 1 毫 约 为 23. 03 二 104=0. 0023 厘米 ,当时 
的 1 赴约 为 1978. 25 二 10: 二 2 二 5 二 4 一 0. 4946 毫升 。 同 样 道理 ， 
根据 四 川 省 博物 馆 所 藏医 新 时 代 四 两 铜 环 权 ， 可 推 得 当时 的 1 
乘 约 为 0. 006 了 3 克 .2 就 当时 的 计量 对 象 来 说 ， 如 此 精细 的 单位 
似乎 不 会 有 太 大 用 场 ， 况且 当时 的 工艺 水 平 也 无 法 达到 这 样 的 
精度 ， 因 而 蛇 、 诗 、 委 等 单位 的 出 现 ， 与 其 说 是 满足 实际 计量 

四 中 国 历史 博物 馆藏 有 河南 陕 县 出 土 王 茵 时 代 铜 气 ， 据 其 铭文 和 实测 可 知 ] 


全 等 于 5 操 、1 气 等 于 4 圭 。 参 阅 《 中 国 古 代 度 量 稀 图 集 》， 第 87 页 。 
加 参阅 《中 国 古 代 度 量 衡 图 集 》， 第 84 页， 第 147 页 。 
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的 需要 ， 不 如 说 是 出 于 计量 理论 或 数学 上 的 考虑 。 刘 征 在 推算 
圆 内 接 正 多 边 形 时 ， 就 借用 了 尺 、 寸 、 分 、 厘 、 训 、 秘 、 忽 等 
七 个 十 进度 量 单位 , 但 是 他 并 不 关心 这 些 单位 的 绝对 长 度 。《 孙 
子 算 经 》 则 在 度量 单位 中 以 丝 代 秒 ， 又 把 容量 第 位 统一 成 十 进 
制 ， 具 体 换 算 关 系 如 下 ; 


度 1]1 引 = 二 10 式 二 10? 尺 一 10 寸 一 10: 分 二 105 厚 二 
105 毫 一 107 丝 一 108 忽 

量 1 人 角 =10 斗 二 10? 升 =10? 合 二 10! 义 一 105 抄 一 
105 所 二 107 诗 二 6X10 票 


传 本 《夏侯 阳 算 经 》 则 将 《孙子 算 经 》 的 “六 票 为 … 直 ” 改 成 
“十 票 为 - - 圭 ”"。 到 此， 长度 和 容量 单位 已 全 部 整齐 划一 ，。 

重 讲 单位 古来 进 制 不 ,汉代 才 出 现 累 和 乘 这 两 个 10 进 单 
位 。 汉 唐 之 际 普遍 流通 的 最 小 货币 名 为 五 犹 ， 但 各 朝 所 铸 五 铁 
钱 的 价值 与 重量 多 无 关系 。 唐 朝 武 德 四 年 (621 年 ) 官方 废 五 铁 
而 发 行 开元 通宝 , 明令 规定 每 钱 重 2 铁 4 累 , 10 钱 合 重 1 两。 由 
于 这 种 制 钱 与 其 自身 重量 具有 对 等 关系 ,“ 钱 ”就 被 用 来 表示 两 
以 下 的 重量 单位 ， 后 来 又 借用 长 度 单位 分 、 厘 、 豪 、 丝 、 忽 等 
作为 更 小 的 重量 单位 ， 全 都 采取 十 进 制 。 北 宋 淳 化 三 年 (992 
年 )， 政 府 规 定 钱 、 分 、 厘 、 毫 等 与 匆 、 累 、 乘 并 用 ， 但 后 者 已 
鲜 为 民间 所 用 。 后 来 又 废 去 钧 、 石 两 个 重量 单位 , 而 改 以 100 斤 
为 1 担 . 这样， 除了 斤 、 两 外 ， 中 国 的 度量 衡 到 宋朝 已 全 部 演 
变 成 十 进 单位 制 。 

小 数 的 律 历 学 渊源 

中 国 古 代 以 律 管 的 长 度 来 表示 基本 音程 ， 一 般若 取 定 黄 钟 


114 大 谎言 数 


之 管 长 为 整数 单位 ， 其 他 管 长 就 不 一 定 由 整数 单位 表 出 。 尽 管 
历代 律 学 家 所 采用 的 生 律 方法 和 度量 管 长 的 尺度 不 尽 相 同 ， 他 
们 都 可 以 通过 增加 度量 的 精细 单位 来 提高 律 管 的 精度 ， 这 与 数 
学 家 引入 小 数 来 提高 计算 精度 在 道理 上 是 一 致 的 。 以 黄 钟 、 大 
昌之 律 管 为 例 ,《 后 汉 书 ， 律 历 志 》 的 数据 分 别 为 9 寸 和 8 寸 4 
分 小 分 3 弱 , 朱 喜 《 琵 律 说 ) 的 数据 分 别 是 9 寸 和 8 寸 3 分 7 原 
6 毫 , 朱 载 培 《 律 学 新 说 》 纵 乘 新 法 的 数据 分 别 是 9 寸 和 8 寸 
4 分 4 厘 0 训 6 丝 7 忽 ,以 上 三 个 大 昌 律 管 之 长 分 别 为 8. 43 寸 、 
8. 376 寸 和 8. 44067 寸 。 元 代 刘 瑾 在 其 所 著 《 律 吕 成 书 》 中 采用 
降 一 格 书写 的 形式 表示 小 数 部 分 ， 如 将 744580. 4184 忽 写成 
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除 此 之 外 ， 由 于 同时 采用 九 进 和 十 进 两 种 尺度 来 衡量 律 管 
的 长 度 ， 律 学 家 在 推算 这 两 种 尺度 的 关系 时 ， 实 际 上 导出 了 不 
同 进 制 小 数 之 间 的 换算 方法 。 

中 国 古代 历法 习 用 分 数 形式 表示 天 文 常数 的 奇 零 部 分 ， 一 
开始 对 各 类 数据 的 分 母 没有 统一 的 考虑 ， 后 来 逐渐 引入 一 个 称 
之 为 总 法 〈 或 通 法 、 统 法 ) 的 公分 母 来 简化 计算 程序 ， 而 以 10 
的 整数 次 判 为 总 法 就 导致 了 历法 中 出 现 大 量 小 数 形式 的 数据 。 
历 学 家 中 最 早 用 同一 常数 来 表示 各 种 数据 奇 零 部 分 共同 分 母 的 
是 李 淳 风 ， 他 的 《 麟 德 历 》 以 1340 为 总 法 。 公 元 705 年 ， 南 官 


Q@ “ 纵 乘 ” 系 指 九 进 制 尺 ,“ 新 法 ” 系 相 对 于 三 分 损益 法 而 言 的 十 二 平均 律 法 ， 
后 。 
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说 造 《 神 龙 历 》 内 中 以 100 为 总 法 ， 整 数 以 下 称 为 余 , 余下 称 
为 奇 ， 奇 下 称 为 小 分 ， 俱 从 百 进 ， 如 云 : 


期 周三 百 六 十 五 日 ， 余 二 十 四 ， 奇 四 十 八 ; 

月 法 二 十 九 日 ， 余 五 十 三 ， 奇 六 ; 

月 周 法 三 十 七 日 ,， 余 五 十 五 , 奇 四 十 五 , 小 分 五 十 九 ; 
交 半 法 二 十 七 日 , 余 二 十 一 , 奇 二 十 二 ,小 分 十 六 ,七 
分 。 


就 是 说 ,一 回归 年 为 365. 2448 日 ， 一 平 朔 月 为 29.5306 日 ,一 
近 点 月 为 27. 554559 日 ， 一 交点 月 为 27. 2122167 日 。 

《神龙 历 》 由 于 用 了 武则天 (624 一 705 年 ) 的 年 号 ,后 来 不 为 
唐 宋 历 家 所 重视 ,但 它 开创 了 中 国 古 代 历 法 以 10 的 整数 攻 为 总 
法 表示 天 文 数据 奇 零 部 分 的 先例 ,又 过 了 几 十 年 ,民间 历 家 曹 士 
芝 造 了 一 部 4 符 天 历 》, 采 用 10000 为 母 法 , 故 又 称 为 万 分 历 ,天 
文 数据 的 奇 零 部 分 一 律 以 四 位 数字 显示 。 边 罗 的 《 尝 玄 历 》 和 姚 
去 辅 的 4 纪元 历 》 则 部 分 地 采用 了 百分制 度 和 万 分 制度 。 

元 代 《 授 时 历 》 继 承 和 发 展 了 《神龙 历 》 的 方法 ， 系 统 地 
采 由 百分制 度 表达 天 文 数据 ， 并 彻底 废除 由 特定 分 数 表示 的 日 
法 。 具体 讲 就 是 将 1 日 分 为 100 刻 ,，1 刻 分 为 100 分 ，1 分 分 为 
100 秒 ; 将 1 个 周 天 绝 度 也 分 为 100 分, 分 下 又 分 为 100 秒 . 举 
例 来 说 ,《 授 时 历 》 推 出 的 回归 年 长 度 为 365 日 24 刻 25 分 , 黄 
赤 交 角 为 23 度 90 分 30 秒 ， 即 相当 于 365. 2425 日 和 23. 9030 
度 。.《 授 时 历 》 中 的 许多 天 文 表格 均 不 标明 单位 , 仅 以 数字 的 大 
小 和 位 置 来 显示 位 值 ， 例 如 上 述 黄 赤 交角 在 黄道 出 和 赤道 内 外 
度 表 中 就 被 表 为 二 十 三 ， 而 火星 行 度 表 中 的 二 十 八 日 痢 # 即 
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表示 从 某 一 时 刻 起 算 的 第 28. 9645 天 .。 
数学 著作 中 的 小 数 问题 
明确 从 数学 上 提出 小 数 概念 的 是 刘 徽 ， 他 在 处 理 开 方 不 尽 
问题 时 建议 采用 一 种 微 数 方法 。 刘 徽 《 九 章 算术 》 少 广 童 之 开 
方 注 云 : 


“ 微 数 无 名 者 以 为 分 子 ， 其 一 退 以 十 为 母 ， 其 再 退 以 
百 为 母 。 eT 其 分 次 细 ， 则 和 朱 秘 昌 有 所 弃 之 数 ， 不 
还 村 之 也 。 


这 名 请 有 三 个 要 吕 : 〈1)“ 微 数 无 名 ”"， 表 明 不 需要 借助 度量 衡 
单位 来 标识 奇 零 位 值 ，(2) “一 退 ”、“ 再 退 ” 皆 以 10 的 整数 次 
医 为 分 母 ， 可 避免 通 分 引起 微 数 变化 ; (3〉 可 用 微 数 无 穷 逼近 
方 根 。 设 对 某 数 A 开 方 至 菜 一 单位 得 到 数据 为 a。 若 还 有 余数 ， 
仍然 按照 原先 的 程序 继续 开 下 去 , 依次 求 得 的 数字 al 、ay 、a3… 
就 称 为 微 数 ， 则 VA 二 a 十 a1/10 十 as/100 十 as3/1000 十 … (〈 单 


位 )。 可 以 看 出 ， 微 数 a;/、a;,、as… 正 是 vA 的 小 数 部 分 。 
微 数 方法 自然 也 可 以 用 在 除法 中 ， 刘 徽 在 引入 微 数 之 前 就 
举例 说 道 :“ 壁 犹 以 三 队 十 .以 其 余 为 三 分 之 一 ,而 复 其 数 可 举 ,” 
刘 微 虽然 提出 了 微 数 方法 . 但 在 他 的 《 九 章 算术 》 注 中 却 
很 少见 到 应 用 ， 唯 一 的 例子 是 在 他 对 圆 田 术 的 注释 中 。 在 开平 


《授时 历 》 之 数据 均 为 竖 直 书 写 ， 上 书 整 数 单位 ( 度 或 日 )， 下 右 方 小 字 书 
第 一 个 百 分 单位 (分 或 刻 ),， 下 右 方 小 字 书 第 二 个 百 分 单 位 ( 秒 或 分 ); 以 上 两 数据 
引 自 《历代 天 文 律 历 等 志 汇 编 》,. 第 九 册 , 中华 书 局 ,1976 年 第 一 版 , 第 3406、3427 
页 


”加 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 )， 上 遇 ，, 第 150 页 . 
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方 求 圆 内 接 正 多 边 形 边 长 进而 推算 圆周 率 时 他 写 道 : “ 开 方 除 
之 ， 下 至 秒 忽 。 又 一 退 法 , 求 其 微 数 。 微 数 无 名 者 以 为 分 子 , 以 
十 为 分 母 。 实际 上 刘 徽 在 推算 图 内 接 正 多 边 形 面积 的 时 候 , 用 
了 乒 、 才 、 分 、 厘 、 毫 、 秒 、 忽 等 七 个 长 度 单位 ， 仅 在 忽 以 下 
使 用 了 一 位 微 数 ， 这 是 因为 十 进 长 度 单位 制 早已 为 人 熟知 和 习 
用 的 缘故 。 另 一 方面 ， 这 也 说 明 用 度量 衡 的 精细 单位 来 表达 奇 
零 数 据 与 引入 微 数 证 并 行 不 悖 的 。 在 一 般 情况 下 ， 中 国 古 代数 
学 家 和 朱 于 从 用 度 莱 衡 单位 来 表达 奇 零 数据 。 祖 冲 之 继承 刘 微 的 
工作 . 在 圆周 率 的 计算 中 取得 出 色 成 就 . 据 《 隋 书 。 律 历 志 》 记 
载 ， 他 从 直径 为 -到 的 图 出 发 ， 推 出 “圆周 朋 数 三 丈 一 尺 四 寸 
一 分 五 厘 九 管 二 秒 七 名 ， 肪 数 三 到 一 尺 四 十 一 分 五 厘 九 剖 二 秒 
六 忽 ”， 相 当 于 给 出 
3.1415926<Zx<<3.1415927 

所 谓 祖冲之 计算 圆周 率 值 精确 到 小 数 点 后 第 六 位 ， 其 根据 就 在 
这 里 。 

在 中 国 古 代数 学 著作 中 ， 分 、 厘 、 豪 、 丝 等 长 度 单位 经 常 
被 用 来 表示 小 数 的 位 值 ， 这 种 做 法 一 直 被 沿用 至 今 。 传 本 《 夏 
侯 阳 算 经 》 卷 中 第 8 题 答 案 为 “五 贯 八 百 八 十 九 文 二 分 一 厘 六 
塞 ”《 数 书 九 章 》 卷 12 累 收 库 本 题 的 答案 是 “二 万 四 干 七 百 六 
贯 二 百 七 十 九 文 三 分 四 厘 八 秦 四 丝 六 忽 七 微 七 沙 三 医 一 轻 二 清 
五 烟 ”, 实际 生活 中 文 以 下 的 货币 单位 都 是 不 存在 的 。 这 两 个 管 
案 分 别 相 当 于 5889. 216 文 和 24706279. 3484670703125 文 。《 算 
学 启蒙 》 卷 首 列 出 小 数 名 目 : 分 、 厘 、 毫 、 丝 、 忽 、 微 、 纤 、 沙 
皆 为 十 进 ， 以 下 生 、 埃 、 渺 、 模 糊 、 摊 巡 、 须 奥 、 瞬 息 、 弹 指 、 
箱 那 、 六 德 、 虚 、 空 、 清 、 净 等 皆 为 万 万 进 ， 后 面 这 些 精细 单 
位 显然 是 来 自 佛 经 的 .这 些 名 目 均 不 具有 任何 计量 学 的 意义 ,而 
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纯粹 是 标识 小 数位 值 的 文字 记号 而 已 。 

宋 元 数学 家 的 算 草 中 ， 往 往 不 注 小 数 名 目 ， 仅 在 相当 于 个 
位 数字 的 筹码 下 写 一 个 单位 名 称 ， 这 一 汉字 就 起 着 小 数 点 的 作 
用 。 例 如 《 数 书 元 章 》 中 就 有 

上 O 二 下 二 tt 一 TT 


和 9oooo = 凰 二 


《 测 图 海 镜 》 中 有 tl 土 下 


《四 元 玉 鉴 》 中 有 | 去 工 
分 


等 记 法 ,它们 分 别 相当 于 8067. 047418 石 、0. 0005792 寸 、5.76 
步 和 19.6 分 .《 测 圆 海 镜 》 中 有 时 还 不 注 名 目 表示 纯 小 数 ， 例 
如 把 0. 25 记 作 O 三 HL 此 外 , 涉及 斤 两 换算 的 口 识 也 都 不 注 
a, 
三 求 一 八 七 五 记 ”， 相当 于 说 1 一 0 0625、 二 = .125、 二 一 
0. 1875 等 . 

小 数 运算 的 规则 与 整数 没有 本 质 的 区 别 .《 数 书 九 章 》 中 的 
许多 问题 都 涉及 小 数 运算 ， 作 者 一 律 采 用 类 似 于 整数 的 方法 处 
理 。 卷 一 之 大 衍 总 数 术 根 据 问 数 的 不 同情 况 分 成 四 格 , 即 元 数 、 
收 数 、 通 数 、 复数 四 种 类 型 , 其 中 元 数 即 整数 , 收 数 即 小 数 。 书 
中 称 ;:“ 收 数 者 ， 乃 命 尾 位 分 厘 作 单 零 ， 以 进 所 癌 之 数 , 定位 旋 ， 
用 元 数 格 入 之 。” 也 就 是 将 小 数 扩 大 10 的 整 教 次 寡 倍 后 按 整 数 
来 处 理 。 至 于 小 数 的 增 乘 开 方 则 与 整数 无 噶 ， 以 知 ， 12 图 积 量 容 
题 所 立方 程 16x: 十 192x 一 1863. 2 二 0 


第 二 章 。” 栗 米 训 分 119 


为 例 ， 开 得 正 根 的 整数 部 分 6 之 后 继续 开 方 ， 最 后 得 x 一 3. 65 
(和 十) 有 奇 。 

数学 著作 中 用 到 小 数位 数 最 多 的 是 朱 载 培 的 《 算 学 新 说 》， 
书 中 以 25 位 数字 进行 四 则 与 开 方 运算 ,小 数 则 以 长 度 单位 结合 
微 数 混合 表示 。 作者 称 : “小 数 名 色 虽 多 , 自 纤 以 下 初学 者 难 晓 ， 
算 家 亦 不 常用 , 故 赂 之 。” 举 例 来 说 ， 书 中 得 出 鞠 宾 倍 律 为 “一 
乒 四 寸 一 分 四 厘 二 训 一 丝 三 忽 五 微 六 纤 二 三 七 三 口 九 五 〇 四 八 
八 吕 一 六 八 九 ”， 相当 于 算出 V2 的 近似 值 为 
1. 414213562373095048801689。 

西方 由 于 统一 的 十 进 单位 制 出 现 较 晚 ， 古 代 计 算 技术 也 由 
于 缺少 先进 的 记 数 制 和 算 具 这 两 方面 的 原因 而 远 远 地 落后 于 中 
国 ， 因 而 直到 16 世纪 才 有 人 对 小 数 予 以 注意 。 德 国人 和 鲁 道夫 
(C. Rudolft) 于 1530 年 左右 曾 用 一 竖 来 隔 开 整 数 与 小 数 部 分 。 
1585 年 ， 和 荷兰 人 斯 带 汶 (S.，Stivin，1548? 一 1620 年 ?) 系统 
地 陈述 了 小 数 的 理论 ,并 建议 用 特殊 的 记号 来 标记 小 数位 值 ,如 
将 5. 912 写作 5@9@1@2@@。1608 年 ， 德 国人 克拉 维 斯 (C. 
Clavius，1537 一 1612 年 ) 首先 用 一 个 黑 点 来 作 整 数 与 小 数 的 分 
界 标志 ， 这 就 是 现代 小 数 点 的 起 源 。 


(四 ) 负 数 


负数 的 起 源 和 发 展 

负数 的 概念 最 早 源 于 经 济 生活 中 的 “不 足 ” 和 “亏损 ”。 李 
悍 《 法 经 》 中 就 有 “不 足 四 百 五 十 ”这 样 的 用 语 ;《 汉 书 。 途 幸 
传 》 记 邓 通 被 没 籍 ,“ 家 尚 负责 数 饮 万 ”， 居 延 汉 简 中 则 有 许多 
负 算 ”的 实例 , 例如 第 206. 4 号 简 文 为 “万 岁 修长 充 受 官 钱 定 
谍 四 和 干 ， 负 四 算 , 考 自 言 堂 煌 者 第 一 , 得 七 算 , 相 除 定 得 三 算 ， 
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第 一 ." 这 些 都 是 负数 概念 的 现实 原型 。 它 们 表明 ， 随 着 人 类 
对 数 的 认识 的 深入 ,必然 会 意识 到 存在 着 具有 相反 意义 的 量 , 比 
较 它 们 之 间 的 关系 ， 一 般 总 可 以 用 小 量 去 减 大 量 来 得 到 ， 上 述 
简 文中 的 “ 相 除 ”就 是 这 个 意思 。 

但 是 并 不 是 所 有 的 数字 比较 问题 都 可 以 通过 以 小 碱 大 来 实 
现 的 ， 在 用 消 元 法 解 线 性 方程 组 时 就 会 过 到 这 样 的 问题 ， 无论 
消 掉 哪 一 个 未 知 数 ， 都 不 可 避免 减 数 大 于 被 减 数 的 情况 ， 这 时 
就 需要 引进 负数 来 扩充 减法 的 功能 。 事 实 上 ， 世 界 上 关于 负数 
的 最 早 应 用 就 出 现在 《 九 章 算术 》 的 方程 章 中 。 这 表明 ， 起 码 
在 秦汉 之 际 , 中 国人 已 发 明了 负数 .《 九 章 算术 》 方 程 章 第 3 题 
为 : 


“ 今 有 上 禾 二 对， 中 条 三 秉 ， 下 禾 四 秉 ， 实 弘 不 满 斗 。 
上 取 中 ， 中 取 下 ， 下 取 上 各 一 村 而 实 满 斗 。 问 上 、 中 、 下 
禾 实 一 秉 各 几何 ?” 
设 上 、 中 、 下 禾 每 秉 出 谷 量 分 别 为 x、y、z 斗 ， 则 有 
ZX 十 y 一 1] 
| 
4z 十 x 二 1 


对 于 这 一 线性 方程 组 ,只 要 采取 分 离 系 数 的 筹 式 算 法 进行 消 元 ， 


@ 谢 桂 华 等 编 4 居 延 汉 简 释 文 合 校 》, 文物 出 版 社 ，1987 年 第 一 版 , 上册 ,第 
319 页 ， 
-加 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 } 上 册 ， 第 224 页 。 


“以 正 负 术 入 之 ”>， 即 引入 负数 及 其 加 减法 则 来 求解 。 
有 些 题目 本 身 就 含有 负 项 ， 例 如 紧 接 着 的 一 道 题 为 : ， 


“ 今 有 上 禾 五 和 村 、 损 实 一 斗 一 升 ， 当 下 禾 七 村 。 上 禾 七 
秉 ， 损 实 二 斗 五 升 ， 当 下 禾 五 村。 间 上 、 下 禾 一 乖 各 
几何 ?”， 


设 间 为 x、y 升 ， 则 由 题 意 可 列 方程 组 


fr 
1X—29=0y 


刘 微 对 该 题 术 文 的 注释 为 :“ 言 上 禾 五 乘 之 实 多 , 减 其 一 斗 一 升 ， 
余 ， 是 与 下 禾 七 秉 相 当 数 也 。 故 互 其 算 ， 令 相 折 除 ， 以 一 斗 一 
升 为 差 .” 这 里 的 “ 互 其 算 ”、“ 相 折 除 ”， 相 当 于 移 项 变 号 ， 因 
此 上 述 第 一 个 方程 在 原 书 中 写作 5x 一 7y 二 11; 同 理 , 第 二 个 方 
程 也 写作 7x 一 5y 一 25。 无 论 哪 一 种 写法 , 方程 组 本 身 就 带 有 负 
项 。 

由 古代 方程 问题 引出 的 负数 概念 在 增 乘 开 方法 〈 即 高 次 方 
程 数值 解法 ) 中 得 到 进一步 发 展 。 刘 益 把 传统 的 开 带 从 平方 推 
广 到 “ 负 方 ”和 “益阳 ”两 种 类 型 ， 即 承认 二 次 方程 的 一 次 项 
”或 二 次 项 系数 为 负数 , 后 人 称 其 “引用 带 从 开 方 正 负 损益 之 法 ， 
前 古 之 所 未 闻 也 。”@ 秦 九 韶 明 确 规定 “ 实 常 为 负 ” 即 令 高 次 方 
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De 


程 的 常数 项 恒 为 负数 ， 其 季 项 则 可 正 可 负 ， 所 以 增 乘 开 方法 亦 
称 正 负 开 方术 。 李 锐 由 增 腿 开 方法 研究 代数 方程 论 ， 在 中 国 数 
学 史上 第 一 次 引入 负 根 概念 ,其 《 开 方 说 》 卷 中 称 ,“ 异 名 相 步 


”所 得 为 正 商 , 同名 相 步 所 得 为 负 商 。” 书 中 还 研究 了 负 根 个 数 的 


判定 法 则 、 改 变 根 之 符号 的 方程 变换 法 等 。 
负数 的 定义 和 表示 法 
刘 徽 在 正 负 术 的 注 文中 给 出 了 正 负数 的 定义 和 表示 法 ， 他 
说 : 


“ 今 两 算得 失 相 反 ，、 要 令 正 负 以 名 之 。 正 算 赤 ， 负 算 
黑 。 和 否则 以 那 正 为 异 。” 岂 


“两 算得 失 相 反 ”， 相 当 于 说 加 负 等 于 减 正 ， 减 正 等 于 加 负 ， 这 
是 由 运算 规则 导出 的 正 负数 定义 。 用 算 筹 区 分 正 、 负 数 则 有 两 
种 方法 : 或 用 红 、 黑 两 种 颜色 的 筹 来 区 别 ， 红 筹 表示 正 数 ， 黑 
筹 表 示 负 数 ; 或 以 正 、 斜 排列 的 两 种 筹 式 来 分 别 表示 正 、 负 数 。 

刘 征 又 论 及 正 、 负 数 的 相对 性 质 ， 他 说 :“ 方 程 自 有 未 黑 相 
取 、 左 右 数 相 推 求 之 术 ”; “ 凡 正 负 所 以 记 其 同 异 ， 使 二 品 互 相 
取 而 已 侨 。 言 负 者 未 必 负 于 少 ， 言 正 者 未 必 正 于 多 ， 故 每 一 行 
之 中 虽 赤 黑 异 算 无 伤 .” 这 相当 于 说 ， 在 一 个 方程 中 ， 引 入 
“ 正 ”、“ 负 ”不 过 是 为 了 区 别 相 反 意 义 的 量 而 已 , 称 为 “ 正 ” 者 
未 必 就 多 ， 称 为 “ 负 ” 者 未 必 就 少 ， 通 过 同时 改变 各 项 的 符号 
可 以 使 方程 保持 同 解 . 

刘 征 所 记载 的 两 种 表示 负数 的 方法 后 来 得 到 发 展 《 隋 书 。 
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律 历 志 ) 讲 到 算 敌 规格 时 说 ,“ 正 策 三 廉 ， 积 二 百 _ 十 六 枚 ， 成 
六 馈 ， 乾 之 策 也 。 负 策 四 廉 ， 积 一 百 四 十 四 枚 ， 成 方 ， 坤 之 策 
也 .”“ 廉 ” 即 棱 ， 这 里 的 意思 是 分 别 取 正 、 负 算 筹 的 截面 为 正 
三 角形 和 正方 形 。 宋 代用 筹码 记录 算 草 ， 或 以 红 、 黑 两 色 数 码 
分 别 正 负 ， 或 在 表示 负数 的 筹码 下 书 一 “ 益 ” 字 ， 但 更 普遍 的 
做 法 是 在 最 后 一 位 有 效 数 字 的 筹码 上 添 一 斜 杠 表示 负数 ,例如 : 
而 = 二 栖 和 lt OO 就 分 别 表 示 一 824 和 一 360。 

负数 运算 法 则 

《 九 章 算术 }》 方程 章 中 的 正 负 术 , 是 世界 上 关于 负数 加 减法 
则 的 最 早 文献 ， 原 文 是 : 


“ 正 负 术 日 ， 同名 相 除 ， 异 名 相 益 ,. 正 无 入 负 之 ， 负 
无 入 正之 。 其 异 名 相 除 ， 同 名 相 益 ， 正 无 入 正之 ， 负 无 入 
负 之 。”D 


整个 术 文 分 为 两 部 分 : 前 一 部 分 讲 减法 ,后 一 部 分 讲 加 法 。“ 同 
名 相 除 ， 异 名 相 益 ”， 系 指 两 数 作 三 法 运算 时 ， 如果 同 号 则 绝对 
值 相 减 , 如果 异 号 则 绝对 值 相 加 ;“ 正 无 入 负 之 , 负 无 入 正之 ”， 
系 指正 数 减 零 为 负数 ， 负 数 减 零 为 正 数 。 相 应 地 ， 后 面 四 名 话 
系 指 两 数 作 加 法 运算 时 ， 如 果 同 号 则 绝对 值 相 加 ， 如 果 蜡 号 则 
绝对 值 相 减 ， 正 数 加 零 为 正 数 ， 负 数 加 零 为 负数 。 

在 《 九 章 算术 》 中 ,， 凡 是 涉及 负数 的 加 减 运算 时 ， 就 说 
“以 正 负 术 入 之 ”， 也 就 是 依照 上 述 规 则 来 决定 和 或 差 。 在 中 国 
古代 , 这 一 法 则 并 不 限于 解 线性 方程 组 ,《 后 汉 书 。 律 历 志 》 在 
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推算 二 十 四 气 中 星 所 在 时 就 用 到 正 负 术 ,特别 提 到 减法 规则 为 : 
“ 强 ， 正 ; 弱 ， 负 也 。 其 强 弱 相 减 ， 同 名 相去 ， 蜡 名 从 之 ”。 间 
洪 的 《 蓝 象 历 》 中 也 载 有 类 似 的 正 负 数 运算 法 则 ， 原文 是 :“ 强 
正 弱 负 。 强 弱 相 并 ， 同 名 相 从 ， 蜡 名 相 消 。 其 相 减 也 ， 同 名 相 
消 ， 蜡 名 相 从 。 无 对 互 之 .” 最 后 这 一 句 “ 无 对 互 之 ”， 就 是 
《 九 章 算 术 》 中 “ 正 无 入 负 之 , 负 无 入 正之 ”的 概括 。 在 宋 元 数 
学 家 的 天 元 术 和 增 乘 开 方 法 中 ， 正 负数 的 加 减法 则 也 起 着 十 分 
重要 的 作用 。 

《 九 章 算术 》 和 刘 微 注 中 都 没有 明确 地 用 文字 表达 正 负 数 的 
乘除 法 则 ， 但 是 在 实际 问题 中 已 涉及 到 负数 与 正 数 的 乘法 或 除 
法 运算 。 例 如 方程 章 第 8 题 列 出 的 线性 方程 组 为 


2x 十 5y 一 13z 一 1000 
-eta 
一 5x 十 6y 十 8z 二 一 600 
根据 刘 徽 的 注 文 ， 解 此 方程 组 的 第 一 步 是 将 中 间 方 程 的 两 边 同 
乘 以 2， 这 样 就 出 现 了 2x (一 9) 的 计算 问题 。 再 如 第 18 题 ， 
根据 刘 徽 的 注 文 , 解 题 过 程 中 须 用 62 去 除 方程 一 310z 十 186u 王 
0 的 两 边 , 这 样 就 出 现 了 (一 310) 二 62 的 计算 问题 。 这 两 个 例 
子 说 明 《 九 章 算术 》 和 刘 微 注 中 已 含有 正 数 乘除 负数 的 规则 。 
在 实际 运算 中 ， 这 种 乘除 法 勿 须 改变 算 筹 的 颜色 ， 即 原先 表示 
负数 的 黑 筹 在 乘除 后 仍 为 黑 筹 ， 因 而 不 像 加 减法 那样 麻烦 ; 男 
一 方面 ， 古 代 方 程 问 题 中 也 未 出 现 负 数 与 负数 相 乘 除 的 算法 需 


@ 参阅 吴 裕 宾 、 朱 家 生 《“〈 九 章 算术 〉 与 刘 徽 注 中 正 负 数 匀 除 法 初探 》,《 自 
然 科学 史 研 究 》， 第 9 卷 ， 第 1 期 ，1990 年 。 


要 ， 所 以 《 九 章 算术 》 中 的 正 负 术 仅 限 于 加 减法 ， 刘 徽 注 也 没 
有 直接 提 到 乘除 规则 。 

在 天 元 术 和 四 元 术 中 ， 均 出 现 两 个 多 项 式 相 乘 的 算法 ， 例 
如 《四 元 玉 鉴 》 卷 上 示范 性 的 三 才 运 元 题 中 ， 经 过 一 次 消 元 后 
得 / 


fe x 十 (一 6 一 7z 一 3z? 十 z23) 一 0 
(C13 十 11z 十 5z2: 一 223) x 十 (一 14 一 13z 一 15z5 一 5z3 十 2z4) 一 0 


为 了 消去 x 就 得 进行 互 滋 相 消 ， 这 就 引出 了 (一 14 一 13z 一 15zs 
一 5z3 十 2z4) X (7 十 3z 一 2?) 和 (一 6 一 7z 一 3z? 十 z3) X (13 十 11z 
十 5z* 一 2z*) 这 两 个 带 有 负 项 的 一 对 多 项 式 相 乘 的 运算 , 迪 因而 
末 元 数学 家 必然 要 总 结 负数 与 负数 乘除 的 一 般 规律 。 朱 世 杰 
《 算 学 启蒙 》“ 总 括 ” 之 “ 明 乘 除 ” 一 节日 : 


“同名 相 乘 为 正 ， 异 名 相 乘 为 负 。?@ 


这 是 志 界 数学 史上 最 早 的 关于 正 负 数 乘除 法 则 的 文字 记载 。 
负数 的 概念 和 算法 首先 出 现在 中 国 绝 非 偶然 ， 与 分 数 、 小 
数 的 情况 一 样 ， 中 国 古代 数学 的 算法 机 械 化 倾向 促成 了 它 的 诞 
生 。 而 在 世界 上 其 他 地 区 ， 人 们 认识 和 接受 负数 经 历 了 一 个 相 
当 漫 长 的 历程 。 
印度 人 在 公元 7 世纪 左右 开始 认识 到 负数 ， 婆 罗 摩 笈多 


由 参阅 柱石 然 《 朱 世 杰 研 究 》, 《 宋 元 数学 史 论 文集 》， 第 178 一 180 页 。 
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(Brahmagupta ，598 年 一 598 年 生 ， 六 年 不 详 ?〉 对 负数 的 解释 
也 是 亏 负 。 阿拉 伯 人 在 运算 中 则 抛弃 负数 。 网 洲 人 长 期 以 来 认 
为 负数 是 莞 雇 的 ， 韦 达 根本 不 理 瞩 负数 ， 卡 当 (G. Cardano， 
1501 一 1576 年 )、 笛 卡 儿 等 人 都 称 负数 为 “ 假 数 ”; 帕斯卡 〈B. 
Pascal ,1623 一 1662 年 ) 认 为 从 0 减 去 4 纯粹 是 胡说 ;他 的 好 友 、 


神学 家 兼 数学 家 阿 诺 尔 德 (A，Arnauld，1612 一 1694》 拒 绝 承 


认 导 -一 二 -， 理 由 是 小 数 与 大 数 的 比 不 会 等 于 大 数 与 小 数 的 


比 .0 
第 二 节 数 的 整除 与 进位 


中 算 家 在 初等 数论 领域 取得 过 举世 瞩目 的 成 就 。 本 节 将 要 
论述 涉及 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 的 一 些 算法 、 有 关 素 数 的 认 
识 和 研究 ， 以 及 非 十 进 制 的 概念 和 理论 ; 它们 分 别 属 于 数 的 整 
除 与 进位 范畴 。 中 算 家 在 不 定 分 析 方 面 的 工作 将 在 第 三 章 中 介 
绍 。 : 


“ 《一 ) 数 的 整除 性 


约 分 与 最 大 公约 数 
中 国 古 代 最 大 公约 数 的 概念 来 源 于 对 分 母 进行 约 分 .《 九 章 
算术 》 方 田 章 第 6 题 为 :“ 今 有 九 十 一 分 之 四 十 九 。 问 约 之 得 几 
何 ?” 附 于 题 后 的 约 分 术 为 : 
“可 半 者 半 之 ， 不 可 半 者 ， 副 置 分 母子 之 数 ， 以 少 减 


由 参阅 [ 美 ] M， 克 莱 因 《而今 数学 思想 》, 第 1 和 册 ， 张 理 京 等 译 ， 上 海 科学 
出 版 社 ，1979 年 第 一 版 ， 第 293 次。 
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et 


多 ， 更 相 减 损 。 求 其 等 也 。 以 等 数 约 之 。”@ 


这 里 说 的 “等 数 "， 就 是 最 大 公约 数 。 此 题 的 等 数 为 7， 约 分 后 
为 二 。 

中 算 家 很 少将 一 个 整数 分 解 成 质 因 数 ， 分 数 约 分 时 首先 进 
行 观察 ， 如 有 明显 的 公约 数 〈 如 2、3 等 ) 则 先行 约 去 ， 然 后 再 
应 用 一 套 机 械 化 的 算法 求 出 等 数 进行 约 分 。《 张 丘 建 算 经 》 序 中 
说 :“ 凡 约法 : 高 者 下 之 ， 耦 者 半 之 ， 奇 者 商 之 。 副 置 其 子 及 其 
母 ， 以 少 减 多 ,， 求 等 数 而 用 之 .” 与 《 九 章 算术 》 所 述 约 分 术 大 
同 小 异 。 

等 数 是 中 国 古 代数 学 中 的 一 个 重要 概念 ， 古 代 历法 中 的 分 
数 数据 ， 除 非 有 保持 统一 分 母 的 特别 需要 ， 一 般 皆 以 既 约 分 数 
的 形式 出 现 ， 这 就 是 求 等 数 约 分 的 结果 。 在 涉及 化 多 个 整数 模 
为 两 两 互 素 模 的 算法 中 ， 等 数 也 起 着 重要 作用 。 

更 相 减损 术 

等 数 的 求法 已 包含 在 《 九 章 算术 》 的 约 分 术 中 ， 其 实质 可 
由 术 文中 的 “更 相 减损 ”四 个 字 来 概括 。 以 上 述 方 田 章 第 6 题 
为 例 ， 更 相 减 损 的 程序 为 ， 


ri 一 91 一 49 一 42 
IT? 一 43 一 42< 一 /7 


ras 一 42 一 7 一 7 一 7 一 7 一 7 一 7 
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“其 所 以 相 三 者 , 皆 等 数 之 重合 , 故 以 等 数 约 之 ”也 就 是 说 ,分 
子 、 分 母 ( 或 一 对 整数 ) 及 运算 过 程 中 出 现 的 各 余数 ,都 可 以 看 作 
是 等 数 的 倍数 ,这 是 对 更 相 减 损 原理 所 作 的 极为 精炼 的 解说 。 

欧 几 里 得 《原本 》 第 7 卷 介 绍 了 一 种 求 最 大 公约 数 的 驾 转 
相 除 法 ， 仍 以 上 题 为 例 ， 用 现代 形式 写 出 来 就 是 : 


可 以 看 出 ， 除 了 最 后 一 步 外 ， 更 相 减 损 术 与 欧 岂 里 得 驾 转 相 除 
法 是 完全 对 应 的 。 在 数目 较 大 或 较 多 的 时 候 ， 用 这 种 方法 求 最 
大 公约 数 远 比分 解 质 因 数 方法 要 简便 。 

在 中 国 古 代 ， 更 相 减 损 术 的 用 途 不 仅 限 于 求 最 大 公约 数 和 
约 分 ,在 求 最 小 公 倍数 、 解 一 次 不 定 方 程 和 一 次 同 余 式 组 ， 以 
及 解 线性 方程 组 中 都 可 派 上 用 场 ， 渐 近 分 数 的 算法 也 有 相当 大 
的 本 能 来 源 于 更 相 减 损 术 。 更 相 减损 术 传 到 日 本 之 后 ,在 17、18 
世纪 中 成 为 和 算 家 处 理 数论 问题 的 有 力 工 具 。 关 孝 和 〈1642 一 
1708 年 ) 等 人 的 互 约 术 、 累 约 术 、 剩 一 术 等 和 算 方 法 ， 就 是 在 
更 相 减 损 术 揭 基 础 上 发 展 起 来 的 。. 

通 分 与 最 小 公 倍 数 


@ 参阅 沈 康 身 《 更 相 减损 术 源 流 》，《《〈 九 章 算 术 〉 与 刘 徽 )。 
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《 九 章 算术 》 方 田 章 中 的 合 分 、 减 分 两 术 均 涉及 通 分 ， 而 以 
“ 母 相 乘 为 法 ”， 即 以 分 母 的 乘积 为 公分 母 。 这 样 得 到 的 公分 母 
一 般 并 不 是 原先 诸 分 母 的 最 小 公 倍数 ， 同 书 少 广 章 则 含有 一 种 
最 小 公 倍数 的 算法 。 少 广 章 前 11 个 题目 可 以 概括 为 ; 在 一 块 长 
为 1 十 志 十 亏 十 … 十 步 的 土地 中 划 出 一 亩 田 来 , 问 宽 是 多 少 步 ? 

少 广 术 的 第 一 步 就 需要 求 几 个 单位 分 数 的 和 ， 有 关 术 文 为 ; 
“ 置 全 步 及 分 母子 ,以 最 下 分 母 遍 乘 诸 分 子 及 全 步 ,各 
以 其 母 除 其 子 ， 置 之 于 左 。 命 通 分 者 ， 又 以 分 母 遍 乘 诸 分 

子 及 已 通 者 ， 簿 通 而 同 之 。” 


现 以 少 广 章 第 7 题 为 例 ,“ 置 全 步 及 分 母子 ”， 就 是 列 出 题 设 各 
单位 分 数 : 


“以 最 了 分母 志 乘 分 子 及 全 步 "， 就 是 用 最 后 一 数 的 分 母 8 依次 
乘 前 各 数 ;“ 各 以 其 母 除 其 子 ”， 就 是 对 乘 得 之 数 能 约 分 者 就 约 
分 ， 这 样 得 到 : 


8 4 
8,，4， 亏 ，2， 3 ， 1 


“又 以 分 母 遍 乘 诸 分 子 及 已 通 虱 ”， 就 是 再 以 倒数 第 2、3、4、… 


@ 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 }》 上册， 第 143 页 ， 此 处 改动 了 两 个 标点 符号 。 
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数 的 分 母 依 次 乘 前 各 数 ， 乘 得 之 结果 能 约 分 就 约 分 ， 于 是 逐步 
可 得 : 


56 ” 56 28 
56, 28, 3， 14, ,和 守 ,8, 7 


168, 84, 56, 42， Hor, 28, 24, 21 


840，420，280，210，168，140，120，1095 


“ 缘 通 而 同 之 ”是 说 已 将 所 有 分 数 通 分 为 同 分 母 840， 最 后 一 组 
数 实际 是 通 分 后 的 各 个 分 子 。 

由 于 采取 了 将 每 次 乘积 化 为 既 约 分 数 〈 即 “各 以 其 母 除 其 
子 ”) 的 措施 ， 如 此 得 到 的 公分 母 , 实际 上 就 是 原来 诸 分 母 的 最 
小 公 倍 数 。 

《孙子 算 经 》 卷 下 第 35 题 讲 三 女 回 家 ， 长 女 5 日 一 归 ， 中 
女 4 日 一 娄 ， 少 女 3 日 一 归 ， 问 多 少 日 三 姐妹 相聚 一 次 ? 这 是 
中 国 古 代 最 早 明确 表示 出 来 的 最 小 公 倍数 问题 ， 只 是 题 中 数字 
两 两 互 素 ， 结 果 只 须 互 乘 就 可 得 到 。 

化 约 求 定 算法 

非 两 两 互 素 数字 的 最 小 公 倍 数 算法 由 秦 九 姜 创 造 的 化 约 求 
定 术 引出 。 所 谓 化 约 求 定 术 ， 实 乃 解 一 次 同 余 式 组 之 大 衍 总 数 
术 的 一 个 子 程序 ， 其 实质 是 将 一 组 非 两 两 互 素 的 整数 〈 称 为 元 
数 ) 化 为 两 两 互 素 的 整数 ( 称 为 定数 ),， 并 使 化 约 后 的 整数 之 乘 


QD 少 广 章 前 11 道 题目 中 有 9 道 均 得 到 最 小 公 倍 数 , 仅 第 5、11 两 题 分 别 得 到 
最 小 公 倍 数 的 2 倍 和 3 倍 , 这 是 作者 计算 上 的 玖 忽 (没有 严格 实行 “各 以 其 母 除 其 
子 ”) 所 致 , 但 是 少 广 术 文 给 出 的 程序 是 正确 无 误 的 。 参阅 梅 荣 照 《 ( 九 章 算术 ) 少 
广 章 中 求 最 小 公 倍 数 的 问题 )》, 《自然 科学 史 研究 )， 第 3 卷 ,第 3 期 ，1984 年 。 
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积 《 称 为 衍 母 ， 是 化 约 前 诸 整 数 的 最 小 公 倍 数 。 

秦 九 部 提出 了 三 种 基本 的 化 约 求 定 算法 ， 它 们 是 : 

(1) 求 总 等 化 约法 ;“ 求 总 等 ， 不 约 一 位 约 众 位 。” 

(2) 连环 求 等 化 约法 :“ 两 两 连环 求 等 , 约 奇 弗 约 偶 (或 约 
得 五 而 彼 有 十 ， 乃 约 偶而 弗 约 奇 ) 。?” 

(3) 求 续 等 化 约法 :“ 以 续 等 约 彼 则 必 复 乘 此 ,” 

另外 还 有 两 条 补充 原则 : 一 个 是 (名 使 两 位 见 个 ” 一 个 
是 “ 勿 使 见 一 太 多 。”+ 

为 了 叙述 方便 起 见 ， 下文 用 (a，b) 表示 整数 对 a 和 bb 的 
最 大 公约 数 ，{a，b》 表 示 它 们 的 最 小 公 倍数 ，[a,，b] 一 > [Cc， 
b] 表示 用 (a, b) 一 d 约 a (其 中 一 可 )， 三 个 或 更 多 整数 的 
情况 亦 仿 此 类 推 。 现 对 达 氏 的 三 种 化 约 求 定 术 逐 一 加 以 介绍 。 

方法 (1) 容易 理解 : 如 果 若 于 整数 有 一 个 最 大 公约 数 《〈 即 
“总 等 ”), 就 保留 其 中 的 一 个 而 约 其 余 几 个 , 这 样 做 的 目的 是 力 
求 简化 运算 同时 保持 最 小 公 倍数 不 变 ， 但 并 不 一 定 就 能 得 到 两 
两 互 素 的 定数 。 如 (4，6，8) 一 2，[4, 6, 8] 一 > [2，3， 
8]， 得 到 2、3、8 并 不 两 两 互 素 ; 但 {2, 3, 8} 二 {4，6， 
8) .2 

方法 (2) 应 用 最 广泛 ， 引 起 的 争论 也 最 多 ， 争 论 的 焦点 在 


名 参阅 王 渝 生 《 秦 九 事 求 “定数 ” 方 法 的 成 就 和 缺陷 》,《 自 然 科学 史 研 究 》， 
第 6 卷 , 第 4 期 ，1987 年 。 引 号 中 的 术 文 均 出 自 【{ 宁 ) 秦 九 宴 《 数 书 九 章 》 卷 一 ， 
括号 中 的 文字 为 原 书 中 的 注解 。 

@@ 其 实 这 一 步 也 不 能 水 歼 保证 所 得 数组 的 最 小 公 倍 数 不 变 , 例如 对 于 整数 组 
Ni=P) » P23 " Pf, N,=P? * P; » Py, Ns=P? * P3 + P;, [其 中 Pi1, P;， P,) 
= 一 1] 如果 用 其 最 大 公约 数 Pl' P;，P; 去 约 其 中 任意 两 个 而 令 第 三 个 不 变 ， 则 无 论 
怎样 化 约 都 无 法 得 到 与 原 救 组 相同 的 最 小 公 倍 数 (P:。P:。P:)3 了 . 刘 洁 民 告 诉 我 
这 一 结论 和 例子 是 他 同 北 师 大 几 位 同事 讨论 的 结果 。 
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于 对 术 文 中 “ 奇 "、“ 侦 ”的 理解 上 面 。“ 两 两 连环 求 等 ”"， 就 是 
按照 一 定 的 顺序 求 出 每 一 对 元 数 的 最 大 公 因 数 。“ 约 奇 弗 约 侦 ”， 
系 指 在 一 般 情 况 下 用 最 大 公约 数 去 约 两 个 元 数 中 能 使 商 为 奇数 
的 那 一 个 而 保留 另 一 个 不 变 ， 这样 至 少 可 以 得 到 一 个 奇数 ,从 
而 使 两 数 互 素 的 可 能 性 较 大 。 例 如 对 于 6 和 4，[6，4] 一 一 
[3，4]， 就 是 “ 约 奇 >， 得 到 互 素 的 3 和 4 若 [6, 4] 一 > 
[6，2]， 则 为 “ 约 偶 ”， 得 到 6 和 2， 属于 “两 位 见 偶 ”。 再 如 对 
4 和 100， 以 最 大 公约 数 4 去 约 任何 一 个 都 属于 “ 约 奇 >， 但 
[4，100] 一 > [1，100] 导致 “ 见 一 ”， 也 是 应 该 避免 的 ;了 所 
以 应 取 [4，100] -一 [4，25]。 

但 是 “ 约 奇 ”并 不 能 保证 一 定 得 到 互 素 的 数 对 ， 如 对 20 和 
25， 若 取 [20，25] 一 > [20，5]， 是 为 “ 约 奇 >， 但 是 得 到 26 
和 5 并 不 互 素 ; 在 这 种 情况 下 就 要 改 用 “ 约 偶而 弗 约 奇 >, 即 取 
[20, 25] 一 > [4,25], 这样 得 到 4 和 25 互 素 。 术 文中 用 小 字 
注 出 的 “或 约 得 五 而 个 有 十 ， 乃 约 偶而 弗 约 奇 ” 就 是 这 个 意思 。 

还 有 的 时 候 无 论 “ 约 奇 ” 还 是 “ 约 偶 ”, 均 不 能 得 到 互 素 的 
两 数 ， 术 语 叫做 “ 犹 有 类 数 在 >， 这 时 就 要 用 到 方法 (3)。 方法 
(3) 的 关键 是 要 在 保证 乘积 不 变 的 情况 下 使 约 得 的 结果 互 素 , 因 
而 用 第 一 次 化 约 后 所 得 数 对 的 最 大 公约 数 〈 即 “ 续 等 ”) 去 约 其 
中 一 数 的 同时 , 必须 再 乘 另 一 数 , 所 以 它 也 称 为 复 乘 求 定之 理 。 
应 用 方法 〈3) 的 主要 问题 是 在 续 等 化 约 过 程 中 决定 就 乘 熟 除 ， 
有 的 研究 者 认为 术 文 没有 讲 明 ， 因 而 秦 氏 的 这 一 方法 是 欠 严 密 


QD “两 位 见 偶 ”必然 还 有 约 着 ,“ 见 一 太 多 ”可 能 约 掉 相 异 率 因子 的 最 高 次 等 ， 
所 以 部 要 避免 
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的 。 其 实 不 然 ， 术 文 “以 续 等 约 彼 则 必 复 乘 此 ” 已 指明 了 乘 和 
除 的 对 象 :“ 人 彼 ” 指 “ 那 一 个 >,“ 此 ” 指 “ 这 一 个 ”; 首次 求 等 
化 约 的 对 象 是 “此 ”“ 约 彼 ” 说明 续 等 化 约 的 对 象 是 另 一 个 , 首 
次 化 约 的 对 象 “此 ” 则 成 了 复 乘 的 对 象 ， 而 且 “ 彼 >”、“ 此 ”一 
经 确定 , 在 整个 续 等 化 约 的 过 程 中 就 不 再 改变 ,4 核验 《 数 书 九 
章 》 大 衍 类 九 问 中 涉及 算法 (3) 的 三 处 算 草 和 术 文 ， 可 以 知道 
秦 九 韶 的 确 是 按 这 一 原则 决定 训 乘 就 除 的 . 例如 对 于 90 和 12， 
“ 约 奇 ”为 : Ch ， 3 一 > Cp pe “ 约 偶 ” 为 : Cr, 了 一 - 


90 2 
[入 ， 此 2， 二 者 组“ 有 类 数 存 ”， 因 此 需要 按照 上 述 规 则 求 续 等 化 约 : 


12 3 4 4 20 2 2 


得 到 (45，4) _1.® 
下 面 就 以 《 数 书 九 章 》 卷 一 之 推 计 土 功 题 为 例 ， 说 明 将 元 

数 化 为 定数 的 这 三 种 算法 ， 此 题 元 数 为 : 

54，57，75，72 
因为 (54，57，75，72) 二 3， 有 “总 等 ”， 应 用 方法 (1)， 留 
第 一 位 数字 约 其 他 ， 得 

54，19，25，24 
应 用 方法 〈2),“ 两 两 连环 求 等 "，[54，24] 一 > [9，24]; 又 


3 


因为 (9，24) 一 3， 有 “ 续 等 "， 再 应 用 方法 (3): C4, 1 一 


15 
Cy 


@ 清 代 时 日 桂 在 《 求 一 术 指 中 对 续 等 化 约 肝 除 对 象 的 讨论 正 是 这 样 理解 的 ， 
只 是 他 比 秦 九 半 表达 得 更 细致 轩 了 。 和 参阅 王 忌 助 《 秦 九 韶 、 时 已 醇 、 黄 宗 宪 的 求 定 
数 方 法 },《 自 然 科 学 史 研 究 }»， 第 6 卷 ， 第 4 期 ，1987 年 。 


@ 如 果 按 相反 的 痰 序 去 轩 除 ， 则 达 不 到 求 定 的 目的 ， 例 如 [15，12] 一 
[5，36] 和 [90，2] 一 [186，1]， 得 到 的 数字 比 元 数 还 大 ， 显 狭 都 是 不 正确 的 


134 大 哉 言 数 
C27 ， 5 ]， 至 此 诸 元 数 化 成 定数 。 
乘 此 ” 约 彼 
27，19，25，8 

衡 母 为 27xX19x25Xx8=102600， 也 就 是 {54，19，25，- 
24} 一 102600。 

在 现代 数论 中 ， 求 若干 个 整数 的 最 小 公 倍 数 是 通过 素 因数 
分 解 后 提取 公 因 子 而 得 到 的 ,但 在 数目 较 大 和 较 多 的 情况 下 ,分 
解 素 因数 和 提取 公 因 子 都 很 困难 。 秦 九 韶 的 化 约 求 定 方法 则 通 
过 一 套 机 械 化 的 程序 ， 不 但 一 举 获得 最 小 公 倍数 ， 而 且 把 原先 
非 两 两 互 素 的 整数 组 化 成 两 两 互 素 的 整数 组 。 他 虽然 没有 用 到 
素 因数 概念 ,但 其 算法 的 作用 完全 相当 于 析 取 素 因 子 的 结果 ,他 
的 这 一 工作 被 誉 为 是 “没有 素数 概念 的 素数 论 ”, 由 其 复 乘 求 定 
之 理 可 以 得 到 “和 自然 数论 中 算术 基本 定理 有 同样 的 重要 性 ”的 
广义 整数 环 的 基本 定理 .? 

分 数 的 公共 周期 

《 张 丘 建 算 经 》 中 有 两 道 题 涉 及 分 数 的 公共 周期 , 相当 于 整 
数论 中 的 最 小 公 倍数 问题 ， 而 求解 的 关键 步骤 则 是 利用 最 大 公 
约 数 进行 化 约 。 其 卷 上 第 10 题 为 ; : 


“ 今 有 封 山 周 栈 三 百 二 十 五 里 。 甲 、 乙 、 丙 三 人 同 绕 
九 十 里 。 问 周 行 几何 日 会 ?7?@ 


@ 参阅 葛 绍 拉 《 假 如 没有 素数 概念 该 怎么 办 ?》, {数学 研究 与 评论 ), 第 2 卷 ， 
第 4 期 , 1982 年 ; 互 见 莫 绍 损 《 秦 九 部 大 衍 求 一 术 的 新 研究 )，《 秦 九 部 与 〈 数 书 九 
章 >》。 

@ 钱 宝 于 校 点 4 算 经 十 书 )， 下 天， 第 336 页 。 
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术 文 给 出 的 解法 是 :“ 置 甲 、 乙 、 丙 里 数 ， 求 等 数 为 法 。 以 周 栈 


里 数 为 实 。 实 如 法 而 得 一 。” 即 
325 _325_105 
(150, 120,90) 30 一 6 (日 )。 


这 一 算法 的 理论 依据 ， 一 些 中 算 史 著作 不 是 略 而 不 谈 ， 就 
是 以 繁琐 的 解说 结合 现代 数论 命题 加 以 论证 。 其 实 它 的 道理 非 
常 浅显 ， 不 过 是 比率 理论 的 应 用 而 已 : 把 三 个 人 的 日 行 里 数 看 


成 行 率 , 再 以 最 大 公约 数 化 约 得 相 与 率 , 甲 为 一 5， 乙 为 2 


一 4， 丙 为 中 = 3， 这 就 是 说 甲 、 乙 、 丙 各 行 5、4、3 周 时 又 都 


相 会 于 出 发 点 ， 此 时 甲 〈 乙 、 丙 同 理 ) 行 日 数 即 2 全 一 5， 
5 


这 就 是 术 文 中 “ 求 等 数 为 法 ,以 周 栈 里 数 为 实 ” 的 道理 。 
第 11 题 稍微 复杂 -一 点 ,但 算 理 是 一 样 的 ， 题 日 ， 


“ 今 有 内 营 周 七 百 二 十 步 ， 中 营 周 九 百 六 十 步 ， 外 营 
盾 一 千 二 百 步 。 甲 、 乙 、 丙 三 人 直 夜 ， 甲 行内 营 ， 乙 行 中 
营 ， 丙 行 外 营 ， 俱 发 南 门 。 甲 行 九 ， 乙 行 七 ， 丙 行 五 。 问 
各 行 几 何 周 ， 俱 到 南 门 ?” 


术 文 称 :“ 以 内 、 中 、 外 周 步 数 互 乘 甲 、 乙 、 丙 行 率 、 求 等 数 约 
之 ,各 得 行 周 .,” 讲 得 过 于 简略 ， 现 结合 唐 代 刘 孝 孙 的 细 草 解释 
如 下 : 先 将 内 中、 外 营 周 数 化 约 得 3、4、5， 故 有 三 人 行 率 各 


QD 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》， 下 册 ， 第 337 页 。 
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为 卫 ， 才 和 人 总 ， 即 3， 才 和 1， 通 分 同 其 母 为 4， 齐 其 子 为 3X 
4 二 12、7 和 1X4 一 4， 这 就 是 由 相 与 率 即 最 小 整数 组 所 表示 的 
甲 、 乙 、 丙 三 人 的 行 率 ， 换 句 话 说 就 是 甲 行 12 周 ， 乙 行 7 周 、 
商行 4 周 时 三 人 辣 至 南 门 。 

对 此 两 题 还 可 以 给 出 另外 一 种 解释 ， 效 以 前 题 为 例 ， 可 知 


/4 150 120- 90 
甲 、 乙 、 丙 三 人 日 行 里 数 分别 是 周 栈 里 数 的 3555、 325 和 375， 则 


三 人 绕 山 一 周 所 需 日 数 分 别 是 ;50，3 加 和 :0 ， 所 间 “几何 日 会 


(于 起 点 )” 就 祖 当 于 找到 一 个 最 小 的 有 理 数 〈 可 为 分 数 ), 使 其 


与 ?65、 了 0、 沁 的 商 皆 为 整数 ,这 个 最 小 的 有 理 数 ,就 是 三 个 


分 数 的 公共 周期 。 在 现代 数论 中 可 以 证 明 : 


-在 封 山 围 栈 题 中 ，a 一 c 一 e 一 325。 

素数 、 

中 算 家 创造 的 一 些 乘除 捷 法 需要 先行 分 解 因数 ， 这 是 导致 
认识 素数 的 一 条 途径。 例如 传 本 《夏侯 阳 算 经 》 中 介绍 的 重 因 
法 就 要 将 高 位 数 的 乘 数 化 为 春 干 低位 数 的 匀 数 。 杨 辉 《 琵 除 通 
变 本 末 》 卷 中 有 一 道 题 将 乘 数 23121 分 解 , 书 中 说 :“ 先 以 九 约 ， 
又 以 七 约 ， 乃 见 三 百 六 十 七 ,更 不 可 约 也 。” 即 将 23121 化 为 7 
X9xX367,“ 不 可 约 ” 就 是 素数 。 卷 下 逐一 讨论 乘 数 在 300 以 内 
的 各 种 捷 乘 方法 ， 其 中 200 至 300 之 间 不 可 约 的 箭 数 皆 标 明 
“ 连 身 加 某 某 ”; 例如 乘 数 是 223， 就“ 连 身 加 二 三 ”， 意思 是 将 


@ 参阅 沈 康 身 《 〈 数 书 九 章 ) 大 衍 类 算 题 中 的 数论 命题 ),《 杭 州 大 学 学 报 》， 
第 13 卷 ,第 4 期 ，1986 年。 


被 乘 数 先 加 自身 ， 然 后 在 加 得 结果 的 右面 2 位 再 加 上 被 乘 数 的 
23 倍 。 杨 辉 说 明 需 要 用 连 身 加 法 的 数 共 有 16 个 : 
211，223，227，229，233，239，241，251， 
”257，263，269，271，277，281，283，293， 
它们 正好 是 200 至 300 之 间 的 全 部 素数 ,2 

导致 中 算 家 认识 素数 的 另 一 条 途径 是 化 整数 为 两 两 互 素 的 
算法 , 这 一 算法 在 数论 中 的 意义 前 面 已 经 提 到 过 了 .。 事实 上 , 刘 
微 的 相 与 率 概念 就 是 由 “等 除法 实 ” 这 一 算法 所 定义 的 ， 因 而 
一 对 相 与 率 往往 就 是 两 个 互 素 的 数 。 秦 九 韶 则 把 两 数 互 素 称 为 
“ 求 等 得 一 ”， 这 与 今日 用 (a，b) =1 表示 a、b 互 素 是 完全 一 
致 的 。 在 这 种 由 算法 描述 的 互 素 概念 中 ， 实 际 上 隐 含 着 素数 的 
下 述 定 义 : 大 一 整数 与 比 它 小 的 所 有 整数 均 “ 求 等 得 一 ”， 它 就 
是 一 个 素数 ， 

清 代 数学 家 邹 伯 奇 著 《 乘 除 捷 法 》， 内 中 给 出 1000 以 内 纯 
杂 表 ;， 纯 数 即 素数 ， 杂 数 即 合 数 。 黄 宗 宪 蔷 《 求 一 术 通 解 》， 内 
中 通过 析 取 素 因数 来 解决 大 衍 求 一 术 的 求 定 数 和 衍 母 问题 。 他 
们 的 工作 可 以 说 是 分 别 沿 着 古代 中 算 家 分 解 因数 和 求 相 与 率 这 
两 条 途径 而 发 展 来 的 。 

李 善 兰 在 翻译 《几何 原本 》 后 九 卷 时 把 素数 译 成 “ 数 根 ”， 
其 第 7 卷 卷首 之 界 说 11 称 :“ 数 根 者 唯一 能 度 而 他 数 不 能 度 。” 
李 善 兰 、 华 茶 芳 (1833 一 1902 年 )、 方士 铬 等 人 均 钻研 素数 的 性 
质 ， 并 得 到 一 些 重要 的 判定 定理 。@ 


@ 参阅 沈 康 身 《 中 算 导 论 } 上 海 教育 出 版 社 ，1986 年 第 一 版 , 第 46 一 47 页 。 
@ 参阅 严 敦 杰 《 中 算 家 的 素数 论 》»,，《 数 学 通报 》1954 年 4 月 号 ,5 月 号 ; 互 
网 张 术 俱 《 〈 数 根 从 草 〉 研 究 》,《 白 然 科学 生 研 究 }, 第 11 卷 , 第 2 期 1992 年 . 
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(二) 数 的 进位 法 


《周易 》 与 二 进 制 数理 

( 易 卦 》 可 以 看 成 是 一 个 二 元 符号 系统 : 它 的 基本 符号 只 有 
两 个 , 即 阴 受 - -和 阳 受 -一 , 由 阴阳 两 区 按 三 个 一 组 排列 成 八卦 ， 
又 由 八卦 两 两 相 重组 成 六 十 四 卦 ,分 别 表示 64 种 事物 或 现象 的 
可 能 状态 。 如 果 分 别 用 0、1 两 个 数码 代替 阴 、 阳 两 区 ,全 部 易 
卦 就 被 转换 成 二 进 制 的 数码 ,例如 自 下 而 上 地 用 数字 置换 交 符 ， 
通行 本 《周易 》 中 的 八卦 可 以 写成 

秒 汪 坤 = 震 三 三 典 王 次 三 离 三 民生 竞 壮 


111 000 100 011 010 101 001 110 


恰好 是 二 进 制 的 全 部 8 个 三 位 数码 ， 但 是 并 无 顺序 可 言 。 

汉 儒 所 传 通行 本 《周易 》 中 八卦 和 六 十 四 卦 的 排列 ， 大 致 
采用 相反 或 相 因 的 比 附 原则 ， 例 如 上 列 乾 填 后面 紧 接 坤 卦 ， 以 
显示 天 与 地 、 阳 与 阴 、 男 与 女 、 父 与 坪 、 君 与 臣 、 间 与 摆 、 刚 
与 柔 、 健 与 顺 等 关系 。《 易 传 》 中 的 《说 卦 》 和 《 序 卦 》 就 是 专 
门 解说 这 种 排序 道理 的 。 

《 易 传 》 中 的 《 系 辞 》 则 隐 含 着 另外 一 种 排序 原则 ， 其 辞 称 : 
“ 易 有 太极 ， 是 生 两 仪 ， 两 仪 生 四 象 ， 四 象 生 八 卦 。” 宋 癸 发 挥 
了 这 一 思想 ， 而 以 亏 雍 托 名 伏 夯 所 作 八 卦 次 序 ， 八 卦 方位 、 六 
十 四 卦 次 序 、 六 十 四 卦 方位 等 四 幅 易 图 为 极致 。 据 朱熹 称 邵 雍 
的 四 幅 图 实 为 五 代 宋 初 的 华山 道士 陈 技 (? 一 989 年 ) 所 传 , 朱 
喜 又 将 它们 收录 于 自己 所 著 《 周 易 本 义 》 卷 首 ， 统 称 为 伏 义 先 
天 图 ， 而 把 按照 传统 比 附 原 则 排 成 的 易 图 称 为 文王 后 天 图 。 所 
谓 《 周 易 》 中 蕴含 着 二 进 制 的 数理 ， 实 际 上 主要 是 指 邵 雍 所 绘 
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图 2 一 3 六 十 四 卦 先天 次 序 图 
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图 2 一 4 六 十 四 卦 先天 方位 图 
2 一 3 是 邵 雍 所 绘 六 十 四 卦 先天 次 序 图 ,显示 卦 的 生成 过 
程 ， 黑色 表 阴 ， 白 色 表 阳 ， 自 下 而 上 第 一 层 为 两 仪 


阴 -~ 阳 一 


0 1 


第 二 层 为 四 象 


000 001 010 011 100 101 110 111 
第 六 层 为 六 十 四 封 
三 三 = 大 至 


将 八卦 和 六 十 四 卦 的 二 进 数 码 依次 换 成 十 进 数码 ,@ 分 别 是 : 
0，1]，2，3，4，5，6，7 

和 0，1，2，3，…，60，61，62，63 

可 见 先 天 次 序 图 中 的 八卦 和 六 十 四 卦 ， 不 仅 可 以 分 别 转换 
成 二 进 制 的 全 部 8 个 三 位 数码 和 全 部 64 个 六 位 数码 ,而 且 给 出 
了 一 个 从 小 到 大 的 排列 顺序 .图 2 一 4 是 邵 雍 所 绘 六 十 四 封 先天 
方位 图 ， 其 卦 位 的 排列 与 图 2 一 3 的 次 序 是 相应 的 。 

用 n 个 二 元 符号 有 序 地 表达 2" 种 不 同事 物 或 可 能 状态 ,这 
就 是 二 进 制 数 码 与 先天 图 的 相通 之 处 。 由 于 存在 着 这 样 的 对 应 
关系 ,人 们 可 以 借助 二 进 制 来 研究 易 图 的 数学 结构 .@ 这 里 只 举 
一 个 例子 来 说 明 :明代 来 知 德 (1525 一 1604 年 ) 在 研究 易 图 的 对 


中 一 般 p 进 制 数码 (asa 1…-aiao)p 所 表示 的 十 进 数 值 为 之 二 aip' (ai 为 0,，1， 
…p 一 1 中 的 一 个 ), 例如 二 进 制 数 (101011)s 一 1 X25 十 0X2* 十 1 XxX23 十 0X22 十 1X 
21 二 1X 2 二 32 十 8 十 2 十 1 二 43。 

四 参阅 草 光 辟 ( 昂 图 的 数学 结构 》。 
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称 性 质 时 首先 提出 错 卦 的 概念 ;所 谓 错 卦 ,就 是 一 对 卦 的 艾 序 正 
好 相反 ,例如 加 和 坤 就 是 一 对 错 卦 。 从 二 进 制 的 观点 来 看 ,一 对 
错 卦 的 二 进 数 码 是 互补 的 ,也 就 是 说 它们 的 和 是 111111, 化 为 
十 进 制 是 63; 如 蒙 厅 的 二 进 数 码 是 010001, 其 错 卦 革 硅 的 二 
进 数码 就 是 101110 ,它们 分 别 相当 于 十 进 制 的 17 和 46。 
关于 《周易 》 与 二 进 制 的 关系 ,长 期 以 来 存在 着 两 个 误解 : 
一 说 《周易 》 就 是 二 进 制 算 术 ,， 另 说 菜 布 尼 欧 (G. W. Leibniz， 
1646 一 1716 年 ) 是 受 《 周 易 》 的 启发 之 后 才 发 明 二 进 制 算术 的 。 
由 于 这 两 种 说 法 都 有 一 定 的 传播 市 场 , 这 里 需要 简单 辨 明 几 句 。 
首先 ， 易 卦 的 二 元 符号 系统 可 以 转换 成 二 进 制 数 码 并 不 等 
于 《周易 》 就 是 二 进 制 算术 ， 因 为 《周易 》 中 丝毫 没有 构成 算 
术 基 本 要 素 的 运算 规则 ， 充 其 量 只 能 说 明 《 周 易 》 蕴 含 着 包括 
二 进 制 数码 构成 规律 在 内 的 某 些 数学 性 质 而 已 。 
第 二 ， 莱 布 尼 茨 从 事 二 进 制 算术 研究 的 时 间 ， 最 迟 不 会 晚 
于 1679 年 ， 因 为 在 这 一 年 的 3 月 15 日 他 完成 了 一 篇 名 为 《 论 
二 进 制 》 的 手稿 。1697 年 1 月 2 日 他 曾 将 自己 亲自 设计 的 纹 章 
作为 新 年 礼物 献 给 庇护 者 奥 古 斯 特 (R. Augustus) 大 公 ， 纹 章 
给 有 大 公 侧 身 像 一 面 的 下 方 是 一 个 由 数字 1 和 0 组 成 的 王冠 图 
案 , 另 一 面 则 绘 出 了 前 16 个 二 进 制 数码 以 及 一 个 加 法 和 一 个 乘 
法 的 二 进 制 运算 的 算 草 .1701 年 2 月 26 日 , 莱 布 尼 蒋 向 巴黎 科 
学 院 提交 名 为 《 试 论 新 数 的 科学 》 的 论文 ， 内 中 详细 介绍 了 二 
进 制 算术 的 原理 。 所 有 这 些 ， 都 在 他 见 到 具有 二 进 制 意义 的 易 
图 之 前 。1701 年 11 月 4 日 在 北京 的 法 国 传教 士 白 晋 J. Bou- 
vet, 1656 一 1730 年 ) 给 莱 布 尼 获 写 了 一 信 并 附 上 邵 蛮 所 绘 先 天 
次 序 及 方位 图 ， 这 封 信和 加 转 到 莱 布 尼 获 手中 的 时 间 是 1703 年 4 
月 1 日 。 他 见 到 这 两 幅 易 图 非常 兴奋 ， 因 为 白 晋 告诉 他 这 是 数 
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千年 前 中 国 圣贤 伏 闵 的 作品 . 几 天 后 他 就 写成 了 《关于 仅 用 0 与 
1 两 个 记号 的 二 进 制 算术 的 说 明 并 附 有 其 效用 及 关于 据 此 解释 
古代 中 国 伏 闵 图 的 探讨 》 一 文 ,于 4 月 17 日 送 交 《巴黎 科学 院 
纪要 》 发 表 。 由 此 看 来 ， 认 为 莱 布 尼 获 是 受到 《周易 》 的 启发 
才 发 明 二 进 制 算 术 的 说 法 是 站 不 住 脚 的 。 但 这 也 不 等 于 说 莱 布 
尼 兹 的 二 进 制 算术 与 《周易 》 全 无 关系 ， 一 个 值得 注意 的 线索 
是 他 在 首 篇 二 进 制 的 手稿 写成 后 有 将 近 20 年 的 时 间 没 有 过 问 
这 一 课题 ， 而 当 他 再 度 表 现 出 对 二 进 制 算术 的 兴趣 之 时 ， 恰 好 
是 在 从 到 过 中 国 的 耶稣 会 士 那 里 了 解 到 一 些 关 于 中 国 的 知识 ， 
并 于 1697 年 编辑 出 版 了 《中 国 最 新 的 消息 》 一 书 的 时 候 , 因此 
很 有 可 能 他 在 当时 听 说 过 《周易 》 这 样 一 本 书 并 猜测 其 二 元 符 
号 系统 与 自己 过 去 的 设想 不 谋 而 合 ， 因 而 重新 燃 起 对 二 进 制 算 
术 的 研究 热情 。 此 外 , 白 晋 也 正 是 在 读 到 《中 国 最 新 的 消息 》 之 
后 才 与 莱 布 尼 获 通信 的 。T 

《 太 玄 》 与 三 进 制 数 理 

在 第 一 章 中 已 经 提 到 ， 扬 雄 的 《 太 玄 》 是 一 个 三 元 符号 系 
统 ， 但 是 无 论 是 在 历史 上 还 是 在 今天 ， 对 《 太 玄 》 的 数理 研究 
远 没 有 像 对 《周易 》 那 样 受到 重视 。@ 

《 太 玄 》 是 模仿 《周易 ?的 占 篮 之 书 , 但 是 它 也 吸收 了 两 汉 之 
交 的 自然 科学 与 哲学 的 成 果 , 提 出 了 一 个 天 、 地 、 人 互相 关联 的 
字 宙 图 景 和 哲学 体系 《 太 玄 ) 的 基本 卦 画 为 三 种 : 阳 一 、 阴 --, 以 
及 它们 的 和 ---, 分 别 对 应 天 、 地 、 人 , 称 为 三 方 ( 即 三 统 ); 三 方 又 


CD 参阅 [ 英 E. J. 爱 顿 《 莱 布 尼 欧 、 中 国 与 汪 进 制 》, 解 延 年 据 日 译文 转译 ; 
《科学 史 译 从 》，1985 年 第 1 期 。 

名 在 四 部 分 类 系统 中 ,《 太 玄 》 和 “ 玄 ” 学 著作 俱 被 列 和 信子 部 之 术 数 类 ; 而 
《周易 》 和 有 历代 易学 著作 都 归 为 经 部 之 易 类 。 
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各 分 为 三 ， 名 之 为 九州 ; 九州 又 各 分 为 三 , 名 之 为 二 十 七 部 ; 每 
部 又 各 分 为 三 ， 名 之 为 八 十 一 家 ， 这 就 是 《 太 玄 。 图 》 说 的 
“一 玄 都 覆 三 方 ， 方 同 九州 ， 枝 载 庶 部 ， 分 正 群 家 .” 这 样 由 四 
重 三 元 符号 所 构成 的 某 方 、 基 州 、 某 部 的 基 家 ,《 太 玄 》 称 之 为 
首 。 八 十 一 首 的 作用 与 《周易 》 中 的 六 十 四 卦 是 一 样 的 ， 分 别 
代表 着 81 种 事物 或 现象 的 可 能 状态 

如 果 自 上 而 下 地 用 数字 0，1，2 分 别 代 替 阳 、 阴 、 和 这 三 
个 填 画 ,《 太 玄 》 中 的 八 十 一 首 不 但 可 以 转换 成 三 进 制 的 全 部 81 
个 四 位 数码 ， 而 且 正 好 对 应 着 自然 数列 的 顺序 :@ 


三 月 一 三 亲生 少 竺 康生 上 于 干 圭 对 至 
0000 0001 0002 0010 001 0012 0020 0021 0022 
类 和 汪 差生 .童生 增 王 锐 5 达 3E 廊 大 2 便 三 
J100 101 D0102 0110 0i}1 01}12 0120 0121 0122 
从 汪 进 委 办 法 格 王 夷 于 乐 渡 争 汪 务 注 事 三: 
0200 0201 0202 0210 0211 0212 0220 0221 0222 
等 断 丢 复生 装 三 从 三 审 三 过 你 三 > 对 = 
1000 1001 1002 1010 I011 1012 1020 1021 1022 
三 三 三 三 三 三 三 三 三 三 二 二 二 二 噬 三 三 = 三 
及 ES 三 居 汪 法 应 三 = = 过 == = 三 大 三 
1100 110t 1102 1110 1111 11i12 1120 1121 1122 
符 文革 礼 注 逃 注 唐 注 常 疆 水 3 度 3 民 注 
1200 i1201 1202 1210 1211 1212 1220 1221 Il222 
碱 尘 哈 尘 守法 会 法 来 注 积 法 伟 汪 颖 = 三 视 :xs 
2000 2001 2002 2010 2011 2012 2020 2021 2022 
沈 王 内 壮 三 = = 三 ”和 营 = 三 = 三 二 于 坚 王 
2100 2101 2102 2110 2111 2120 2112 2121 2122 
二 骨 汪 决 汪 出 汪 台 二 三 = 三 := 养 =- 
2200 220] 2202 2210 2211 2212 2220 2221 2222 


将 上 表 中 的 三 进 制 数码 换 成 十 进 制 数 , 正好 是 0、1、2、 


@ 参阅 郑 万 耕 《 太 玄 校 释 )， 北 京师 范 大 学 出 版 社 ，1989 年 第 一 版 。 
@ 《 太 玄 } 有 多 种 版 本 ,由 于 历经 传 抄 钴 刻 , 八 十 一 首 的 封 画 或 次 序 难 免 变形 ， 
以 现今 所 存 最 嘻 也 是 流传 最 广 的 普 代 范 望 的 注 本 为 例 , 共 有 五 处 错误 : 少 作 三 二 . 藤 


作 三 二 . 增 作 三 三, 更 作 二 一 一 一 三 . 永 作 = 二 = 且 与 度 错位 ， 今 依 三 进 制 数理 并 参 陪 郑 万 
寿 共 新 本 改正 一 
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二 


79、80 这 81 个 从 小 到 大 排列 的 数字 。 

明代 叶子 奇 的 一 玄 都 覆 三 方 图 和 清 代 陈 本 礼 的 方圆 一 气 
图 ， 分 别 相应 于 邵 雍 所 绘 六 十 四 卦 先天 次 序 图 和 六 十 四 卦 先天 
方位 图 ,形象 地 显示 了 八 十 一 首 生成 的 过 程 以 及 它们 与 二 进 制 
数码 的 关系 。 

二 进 制 与 三 进 制 算 术 ， 都 很 容易 由 物理 方法 实现 ， 因 此 在 
现代 电子 计算 机 中 得 到 广泛 应 用 。 另 一 个 有 趣 的 事实 是 :在 电 
子 计算 机 设计 理论 中 可 以 证 明 ， 最 能 节省 存储 设备 量 的 进位 制 
是 e 进 制 ,但 是 采用 无 理 数 作 基数 会 引起 算法 上 的 不 便 , 于 是 最 
接近 e 的 两 个 整数 3 与 2 就 是 最 合理 的 进 制 。 这 一 惊人 的 契合 
是 《周易 》 与 《 太 玄 》 的 作者 所 始 料 不 及 的 。 

一 般 非 十 进 制 的 理论 和 算法 

如 果 说 《周易 》 和 “《 太 玄 》 分 别 草 涵 着 二 进 与 三 进 制 数理 
的 话 ， 清 代 汪 莱 的 《 参 两 算 经 》 则 从 理论 上 阐述 了 这 两 种 进 制 
的 意义 ,同时 书 中 也 介绍 了 一 般 低 于 10 的 整数 进 制 的 有 关 理 论 
和 算法 ， 它 是 中 国 芒 至 世界 上 最 早 系统 论述 非 十 进 制 数 学 的 文 
献 之 一 

《 参 两 算 经 》 分 为 经 、 说 两 部 分 ， 经 又 分 为 原始 、 立 纲 、 汇 
奇 、 列 偶 、 会 归 五 节 。 原 始 相当 于 序 , 立 纲 说 明 “ 闪 身 进 一 ” 这 
一 记 数 制 的 基本 原理 , 汇 奇 、 列 偶 分 别论 述 九 、 七、 五 和 八 、 六、 
四 进 制 的 乘除 法 则 ,会 归 点 明 三 进 和 二 进 制 的 合理 性 及 必要 性 ; 
参 两 数 说 是 对 以 上 经 文 的 总 结 。 
根据 “ 厦 身 进 一 ” 的 原则 ， 书 中 列 出 了 各 种 进 制 的 乘法 口 


Q@ 参阅 李 兆 华 《 汪 莱 ( 阅 兼 数理 );、 ( 参 两 算 经 略 论 ;， 《中国 数学 史 论 文 
集 》( 二 )， 山 东 教 育 出 版 社 ，1986 年 。 
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诀 ， 翻 译 成 现代 
九 进 制 


八进制 


形式 就 是 : 


8X2=17 
8X6 一 53 
7X2=15 
7X6 一 46 
6X2=13 
6X6 一 40 
5X2 一 11 
4X2=8 
3X2 一 6 
2X2 一 4 中 
7X2 一 16 
7X6=52 
6X2=14 
6X6=44 


5X2=12 


D 义 3 一 17 


8X4 一 35 
8X8 一 71 


7X4 一 31 


6X4 一 26 


5X4 一 22 


4X4=17 


7X4=34 


6 义 4 一 30 


5X4=24 


8X5=44 
7X5=38 
6X5=33 


9X5=27 


YX5 一 43 
6X5=36 


oxX5=31 


4xX2=10 4X3=]14 4X4 一 20 


3X2=6 3xX3=11® 


@ 此 句 之 后 云 : 
的 3x2， 余 缘 仿 此 。 

@@ 此 句 之 后 云 ; “二 腰 同 奇 ", 意 为 不 涉及 进位 的 2x 2 与 前 面 给 出 的 九 进口 诀 
一 样 ， 余 皆 仿 此 。 


“二 三 以 后 , 统 用 前 数 ”, 意 为 2x3 可 由 交换 律 径 用 前 面 给 出 


七 进 制 


六 进 制 


五 进 制 


四 进 制 


二 进 制 
二 进 制 
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6X 久 2 一 195 
6 义 6 一 51 
9X2=13 
4X2=11 
3 义 2 一 6 
SoxX2=14 
4X2=12 
3X2=10 


4 义 2 一 13 


3xX2=]11 


3X2=12 
2X2=10 
2XxX2=1l 


lxl1l=1 


6 义 3 一 24 


a 


6X4=33 


0 六 4 一 20 


4 六 4 一 22 


5X4= 32 


4xX4=24 


4 义 4 一 31 
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6 义 5 一 42 


9X5=34 


5X5=41 


三 进 制 和 二 进 制 的 乘法 口诀 最 为 简单 , 所 以 书 中 说 :“ 日 参 
日 两 ， 乃 数 之 原 。 立 数 于 参 , 二 乘 一 一 。 立 数 于 两 ，--- 乘 不 烦 。 
是 以 生 诸 数 之 法 而 不 受 裁 于 法 。” 

《 参 两 算 经 》 又 论述 非 十 进 的 除法 以 及 与 整除 性 有 关 的 问 
题 ,提出 应 根据 实际 问题 来 选择 进 制 以 使 数据 保持 完整 的 思想 。 
为 此 书 中 引入 了 “法 数 相宜 ”的 概念 : 在 一 般 p (整数 ) 进 制 中 ， 
所 有 小 于 p 且 使 p 的 商 为 整数 或 有 限 小 数 的 整除 数 ， 就 称 为 与 
p 相宜 的 法 。 在 十 进 制 中 ， 相 宜 的 法 有 四 个 ， 即 2、4、5 和 8; 


148 ”大 哉 言 数 
pe 
九 进 制 中 只 有 一 个 3; 八进制 中 是 2 和 4; 六 进 制 中 是 2、3 和 
4， 四 进 制 中 只 有 一 个 2; 其 余 进 制 中 不 存在 相宜 的 法 。 下 面 是 
书 中 列 出 的 “法 实 相 宜 ” 的 除法 : 


九 进 制 。 上 =3 ”2 柜 =6 并 =10 


3 3 3 
八进制 一 4 =10 

10 _ 20_ 30 _ 40 

1 一 2 一 4 三 一 6 三 一 10 
、.. 0 
入 进 制 了 -3 多 一 10 

站 -2 入 ~4 时 =10 

3 3 3 

b 

二 一 1.3 全 一 3 二 一 4 3 由 个 一 10 

0 

四 进 制 。 池 =2 他 =10 


书 中 又 称 :“ 奉 它 数 为 法 ， 析 之 不 可 和 终 穷 已 。” 也 就 是 说 用 
其 他 小 于 p 的 整数 除 P 或 其 整 倍数 ， 都 不 能 得 到 有 限 数 字 的 
商 。 所 以 书 中 提出 :“ 数 之 体 也 , 当 其 用 则 管 因 法 数 而 定 实数 也 。 
造 律 者 ， 因 和 欲 三 分 损益 为 法 ， 故 立 数 于 九 。 近 代 窥 天 者 ， 因 以 
日 十 二 时 为 法 , 故 立 天 数 三 百 六 十 度 ; 因 以 时 员 百 二 十 分 为 法 ， 


QD 以 上 三 句 口诀 原 书 误 作 “ 四 一 一 一 ,四 二 一 四 。 四 三 命 四 "， 即 25 一 1. 2， 


20 


个 = 2.4， 沁 一 4， 今 依 李 兆 华 校正 。 
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故 立 辰 数 干 八 百 分 。” 说 明 进 位 制 的 选择 是 由 实际 问题 所 决定 
的 。 

不 同 进 制 的 换算 

律 学 中 采用 的 九 、 十 两 种 进 制 尺 度 ， 其 下 的 长 度 一 样 ， 尺 
以 上 单位 又 同 为 十 进 ， 唯 尺 以 下 单位 分 别 为 九 进 和 十 进 ， 因 而 
用 它们 度量 同一 律 管 就 引出 了 九 . 十 两 种 进 制 小 数 的 换算 问题 。 

东汉 末 郑 玄 在 《 周 礼 》 注 中 给 出 了 以 寸 为 单位 的 十 二 律 管 
之 长 ,它们 是 : 


黄 钟 9 十 林 钟 6 寸 太 往 8 寸 

南昌 5 寺 寸 站 洗 7 当 寸 应 钟 4 办 二 

i «26 ,104 451 

长 兵 6 下 二 大 吕 8 213 二 夷 则 5 F750 

入 71075 Ar 4 6524 ,Hb = 。12974 

夹 钟 7 5487 才 无 射 4 8561 才 中 日 619683 才 
这 一 组 数据 是 按 如 下 方法 得 到 的 : 假定 黄 钟 为 1, 由 三 分 损益 法 
逐步 求 得 其 他 率 数 ,《 史 记 “" 律 书 》 将 此 过 程 叫 做 生 钟 分 ; 生得 
“ 诸 分 后 , 各 以 9 寸 相 乘 即 得 。 例如 著 宾 生 钟 分 为 1x 二 X 二 x 二 
x 二 xx 全 一生 一 2 ， 著 宾 管 长 即 为 522x 9 一 6 26 ( 寸 )。 显 
而 易 见 ,这 就 是 把 黄 钟 管 长 当 作 1 尺 ,1 尺 为 9 寸 推 得 的 结果 ， 
所 以 郑 辫 的 这 一 组 数据 实际 上 是 九 进 尺 以 寸 为 单位 的 诸 管 之 
长 ， 但 它们 的 数值 却 是 用 十 进 数码 表示 的 ， 这 是 因为 寸 以 下 的 
奇 零 部 分 缘由 分 数 显 示 ， 未 曾 涉及 九 进 小 数 的 换算 问题 。 

南宋 朱 意 的 《 琴 律 说 》 和 棕 元 定 的 《 律 昌 新 书 》 均 载 有 如 


下 的 十 二 律 管 长 数据 ， 它 们 是 : 、 
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CPP 


黄 钟 9 十 林 钟 6 十 太 徐 8 二 

南 吕 5 寸 3 分 寻 洗 7 寸 工 分 

频 钟 4 寸 6 分 6 厘 ” 鞭 宾 6 寸 2 分 8 厚 
大 日 8 寸 3 分 7 厘 6 台 

夷 则 5 寸 5 分 5 厘 1 毫 

夹 钟 7 十 4 分 3 厘 7 毫 3 丝 

无 射 4 寸 8 分 8 厘 4 毫 8 丝 

中 吕 6 寸 5 分 8 厘 3 毫 4 丝 6 忽 


这 一 组 数据 是 将 郑玄 用 十 进 分 数 表示 的 各 管 寸 余部 分 依次 化 成 
九 进 制 的 分 、 厘 、 毫 、 丝 、 忽 等 而 得 来 的 。 化 的 办 法 与 郑玄 将 
钟 分 尺 数 化 为 寸 数 一 样 ， 每 乘 9 降 一 单位 ， 但 是 前 面 已 经 化 毕 
的 单位 数值 不 再 参加 运算 。@ 效 以 夹 钟 为 例 , 其 十 数 7 六 0， 将 
寸 余 依次 化 为 分 、 厘 、 毫 、 丝 的 算法 是 : 

1075 1075 103 ， 


一 一 -一 一 < -一 一 一 -一 去 2 :TT 一 ny 一 -一 一 / 
7 5187 一 ?二 十 5187 了 X99 分 /十 二 ?7 二 4543 分 ， 


103 ,、_ 103 
7 二 4 7243 分 一 7 寸 4 分 十 5413 分 X9 厘 /分 二 
22 
22 22 
7 才 4 分 3 入 厘 二 7 十 4 分 3 厘 十 55 厘 X9 毫 / 硅 


一 7 十 4 分 3 厘 7 亏 毫 ， 


QD 参阅 李 兆 华 《三 分 损益 律 与 九 进 制 ), 《中 学 数学 》，1989 年 , 第 1 期 。 


7 十 4 分 3 厘 7 二 这 二 7 十 4 分 3 悍 7 豪 十 亏 豪 X9 忽 
/ 豪 一 7? 寸 4 分 3 厘 7 豪 3 丝 。 


丝 焉 无余， 表明 再 无 奇 替 。 这 里 丝 、 训 、 厘 、 分 、 寸 皆 为 九 进 ， 
若 以 寸 为 单位 表示 夹 钟 管 长 ， 则 为 7. 4373 寸 , 这 是 一 个 九 进 数 


、 1075Y _ 
码 。 上 述 算法 相当 于 给 出 | 7 关 83) 一 7. 4373)。。 


朱熹 和 蔡 元 定 关 于 换算 方法 的 记载 都 十 分 简略 ， 明 代 朱 载 
博 在 他 们 工作 的 基础 上 系统 地 研究 了 不 同 进 制 尺 度 的 换算 关 
系 .@ 他 把 十 进 尺 叫做 横 系 尺 ， 根 据 传 说 是 由 标准 乘 粒 横 排 而 
成 ，10 粒 排 成 1 寸 ，100 粒 排 成 1 尺 ， 相应 地 ， 九 进 尺 称 作 纵 
乘 尺 , 由 标准 乘 粒 纵 排 而 成 , 9 粒 排 成 1 寸 , 81 粒 排 成 1 尺 , 两 
种 尺 的 长 度 则 是 一 样 的 。 在 《 律 学 新 说 》 卷 1 和 《 律 吕 精 义 。 
内 篇 》 卷 4 中 ， 他 都 给 出 了 由 这 两 种 只 度 表示 的 十 二 律 管 数 
据 .@ 关于 两 尺度 的 换算 方法 ， 他 总 结 成 “从 微 至 著 ， 用 九 乘 
除 ” 这 一 口诀 , 又 进一步 解释 道 :“ 若 置 纵 乘 之 律 以 求 横 乘 之 度 ， 
则 用 九 归 ; 若 置 横 乘 之 度 以 求 纵 乘 之 律 ， 则 用 九 因 .” 效 以 新 法 
横 乘 大 吕 度 长 化 纵 乘 律 长 为 例 ,《 律 学 新 说 》 中 道 : 


“大 吕 横 徐 度 长 九 和 十 四 分 三 厘 八 毫 七 丝 四 忽 ， 大 吕 纵 
乘 律 长 八 寸 四 分 四 厘 O 六 丝 七 恕 。 置 九 寸 四 分 三 厘 八 豪 七 


@ 参阅 戴 念 祖 “ 明 代 大 乐 律 家 朱 载 墙 的 数学 工作 ,”《 自 然 科 学 史 研 究 》, 第 5 
卷 , 第 2 期 ，1986 年 。 

四 朱 载 培 用 两 种 方法 推 求 十 二 律 管 长 : 十 二 平均 律 系 他 独创 ， 称 为 新 法 ; 三 
分 损益 律 系 承 继 传 统 ， 称 为 提 法 ， 因 此 共有 四 组 基本 的 数据 ， 即 新 法 模 委 人 律 、 新 法 
纵 丢 律 、 刘 法 横 票 律 、 旧 法 纵 稀 律 。 此外， 各 组 数据 还 可 有 变 率 。 我 们 这 里 只 考虑 
纵 、 横 两 季 扩 所 给 出 的 对 应 数据 ， 而 不 关心 新 法 抑或 提 法 的 问题 。 


丝 四 息 为 实 ， 初 九 因 至 寸 位 住 , 得 八 寸 ! 又 九 因 至 分 位 住 ， 
得 四 分 ;又 九 因 至 悍 位 住 ， 得 四 厘 ; 又 九 因 至 毫 位 住 ， 得 
O 〇 豪 ; 又 九 因 至 丝 位 住 ， 得 六 丝 ; 又 九 因 至 忽 位 住 ， 得 七 
忽 。 凡 九 因 六 遍 。 共 得 八 二 四 分 四 厘 O 六 丝 七 恕 ， 为 大 


口 次 
”VD 


这 一 过 程 可 用 算 草 表述 如 下 ， 
0:: 943874 尺 


一 8 94866 十 
x |: 9 


和 全 3794 分 


Xx 
084146 砷 
X 9 
0.: 757314 毫 
xX |: 9 
6.: 815826 丝 
x | 


: 9 
7,; 342434 “外 


虐 列 六 个 被 乘 数 中 虚线 左边 的 个 位 数字 都 不 参加 运算 ， 最 
后 的 结果 则 由 这 些 数字 自 上 而 下 组 成 :0 尺 8 寸 4 分 4 厘 0 毫 6 
丝 7 忽 ， 即 0.844067 尺 。 显 然 这 一 运算 相当 于 给 出 
(0. 943874)1o0= (0. 844067)。。 : 

朱 载 博 又 论述 九 进 制 换 算 成 十 进 制 的 算法 ， 效 以 旧 法 纵 科 
大 呈 律 长 化 横 乘 度 长 为 例 , 《 律 学 新 说 》 中 写 到 ; 


@ 《 明 ] 朱 载 丧 《 律 学 新 说 》 卷 一 ， 密 率 律 度 相 求 ， 文 渊 阁 四 库 全 书 影 印 本 ， 
第 21 册 ， 人 台湾 商务 印 书馆 ，1984 年 。 


和 
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“大 虽 纵 徐 律 长 八 寸 三 分 七 厘 六 毫 ， 大 吕 横 每 度 长 九 
寸 三 分 六 厘 四 毫 四 丝 二 忽 。 置 八 寸 三 分 七 厘 六 毫 在 位 ， 先 
从 末 位 毫 上 算 起 ， 用 九 归 一 遍 ， 得 六 毫 六 丝 六 忽 奇 ; 却 从 
次 位 奋 上 算 起 ， 再 九 归 一 遍 ， 得 八 厘 五 毫 一 丝 八 忽 订 ; 又 
从 次 位 分 上 算 起 ,再 九 归 一 让， 得 四 分 二 厘 七 毫 九 给 八 忽 
分 奇 ; 又 从 首位 寸 上 算 起 ， 再 九 归 一 移 ， 得 九 寸 三 分 六 厘 
四 毫 四 丝 二 妈 末 所 0 


一 过 程 可 用 算 草 表述 如 下 : 


9 [0.8 3 7 6. ( 毫 ) 
9 10.8 3.7 6 6 6 ( 厘 ) 
9 |0.8 3 8 5 1 8 (分 ) 
9 |0.8 4 2 7 98 ( 寸 ) 

0.9 3 6 4 4 2 ( 开 ) 


上 列 四 个 被 除数 中 ， 虚 线 左边 的 数字 都 不 参加 运算 ， 最 下 一 行 
则 直接 得 出 十 进 制 的 尺 数 : 0. 936442 尺 。 显 然 这 一 算法 相当 于 
给 出 (0. 8376), 二 (0. 936442)1o。 

一 般 地 ，p 进 纯 小 数 A。 可 表 成 十 进 纯 小 数 为 : 


中 [ 明 ] 朱 载 丧 《 律 学 新 说 》 卷 一 ， 约 律 律 度 相 求 。 原 文 “ 大 吕 纵 冬 〈 度 长 九 
二 三 分 六 厘 四 毫 四 丝 二 忽 )” 误 ， 应 为 “大 吕 横 乘 ”， 
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Aj 一 aip -十 ap 一 十 an ip 一 十 aop " 

则 | Aop 二 al 十 (azp 十 "an_ip "十 anp "1') 一 ai 十 A， 
Aip=a; 十 (asp 十 an_p "十 anp ”') 一 az 十 A: 
Asp 一 ao 1 二 anp ”一 an 十 Ai 
A_Ip 一 an 

所 以 只 要 将 十 进 纯 小 数 逐 次 乘 以 P， 而 乘 得 的 个 位 数 不 参 加 下 

面 的 运算 , 就 可 逐步 得 到 相应 p 进 制 的 各 位 小 数 at、az、…an-i、 

a,， 它们 正 是 各 次 乘积 的 个 位 数 。 将 上 述 过 程 逆 推 回去 ， 则 有 : 

au 一 p 一 A， | 
(1 1 十 Ai) 一 pb 一 A。， 
(ds 十 AA,) 二 p= 二 A 
(ai 十 Ai) 十 p 一 Ao 
这 就 是 朱 载 培 “ 从 微 至 著 ， 用 九 乘除 ”的 理论 依据 。 


第 三 节 ” 比 当 及 有 关 问 题 


率 或 比例 是 古代 数学 中 一 个 最 基本 的 概念 ， 无 论 在 东方 还 
是 在 西方 均 无 例外 ,在 古 希腊 , 欧 多 克 斯 (Eudoxus, 前 408? 一 
前 355 年 ?) 等 人 创立 的 比例 论 , 主要 目的 在 于 克服 不 可 通 约 量 
所 引起 的 数学 车 础 方面 的 和 危机， 而 以 在 几何 学 方面 的 应 用 显示 
其 威力 。 在 击剑 中国 ， 并 不 存在 由 于 无 理 根 而 引起 的 困惑 ， 中 
算 家 关于 率 的 概念 是 围绕 着 -系列 算法 而 产生 和 发 展 的 : 它 不 
仪 构 成 中 国 古 代 分 数论 的 理论 基础 ， 而 且 是 处 理 中 国 古 算 系 统 


站 


中 一 系列 涉及 多 个 数量 关系 之 算法 的 有 力 工具 ， 同 时 ， 由 于 采 


用 算 筹 记 数 和 表达 数量 关系 ， 中 算 家 在 率 的 概念 之 深刻 、 应 用 
之 广泛 ， 以 及 有 关 算 法 的 灵活 性 和 机 械 化 程度 等 方面 都 胜 过 前 
背 一 筹 。 本 节 所 论 将 主要 集中 在 算术 问题 上 上， 比率 在 代数 与 几 
何方 面 的 应 用 后 面 还 要 介绍 ， 这 里 仅 作 一 提示 。 


(一 ) 比率 的 理论 和 基本 算法 


率 的 概念 

先秦 文献 中 屡 见 率 字 《孟子 ， 尽心 上 ) 称 “大 匠 不 为 拙 工 改 
废 强 墨 , 异 不 为 拙 射 变 其 裔 率 ”;《 黑 子 ， 备 城 门 ) 称 “城下 楼 卒 ， 
率 一 步 一 人 ,二 十 步 二 十 人 。 城 大 小 以 此 率 之 .六 载 率 ” 表 示 弯 己 
的 程度 ,实际 上 是 弓 长 与 弦 长 之 比 ;“ 率 一 步 一 人 ”表示 人 数 与 步 
数 的 比 ,这 两 个 “ 率 ? 字 都 涉及 两 个 量 的 比 ,与 我 们 今日 对 率 的 理 
解 十 分 相近 。 最 后 一 个 “ 率 ” 则 作 动 词 ,表示 用 比率 来 计算 .2 

《黑子 。 杂 说 》 则 提供 了 另 一 个 更 复杂 的 比率 计算 的 实例 ; 
“ 升 食 终 岁 三 十 六 石 ， 参 食 终 岁 二 十 四 石 ， 四 食 终 岁 十 八 石 , 五 
食 终 岁 十 四 石 〈 四 ) 升 ， 六 食 终 岁 十 二 石 ; 升 食 食 五 升 ， 参 食 
食 三 升 ( 少 半 ), 四 食 食 二 升 半 , 五 食 食 二 升 , 六 食 食 一 升 大 半 。” 
这 相当 于 给 出 : ， 

1 1 2 


:94:18:14 和 :12-5:31, 21, 2.12 
36:24:18:1410112-5:33:2F :2:13 


书 中 没有 交待 这 一 关系 是 怎样 得 来 的 ， 但 由 此 可 以 看 出 当时 人 
们 对 比率 已 有 相当 的 认识 。 这 个 例子 也 说 明 比 率 概念 的 一 个 来 
源 是 古代 的 物质 分 配 。?” 


(1 参阅 部 书 者 《< 九 章 算术 ;各 刘 徽 注 中 之 率 概念 及 其 应 用 试 析 》,《 科 学 史 集 
刊 )» 第 11 期 ,1984 年 。 
国 参阅 日 尚 恕 《 ( 九 章 算术 与 刘 徽 的 今 有 术 》,《 ( 九 音 算 术 〉 与 刘 徽 》。 
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FRR En 


比率 概念 的 另 一 个 来 源 是 古代 的 易 物 贸易 .《 九 章 算 术 》 栗 
米 章 的 篇 首 就 列 出 了 20 种 谷物 的 交换 比率 , 第 一 种 为 “ 票 率 五 
十 >”， 自 第 二 种 起 省 略 率 字 而 只 称 “ 粳 米 三 十 >"、“ 粮 米 二 十 七 ” 
等 。 也 就 是 说 在 谷物 交换 中 ,50 单位 的 栗 米 可 换 30 单位 的 粳米 
或 27 单位 的 粕 米 等 等 ,可 见 古代 把 易 物 贸易 中 等 价 物 相 应 的 数 
值 称 为 率 ， 这 一 用 法 与 先秦 文献 中 把 两 个 量 的 比值 称 为 率 是 有 
区 别 的 。 

在 中 国 古 算 中 ， 率 的 含义 主要 是 指 票 米 章 的 这 一 种 ， 即 把 
一 组 成 比率 数 中 的 任何 一 个 称 作 一 个 率 。 例 如 中 算 家 所 谓 的 加 
周 率 ， 就 不 是 特 指 * 值 ， 而 是 指 相对 于 径 率 的 周 率 而 言 ， 所 以 
《 隋 书 ，。 律 历 志 》 记 祖冲之 推 求 的 近似 分 数 为 :“ 密 率 ， 圆 径 一 
百 一 十 三 , 圆周 三 百 五 十 五 ; 约 率 : 圆 径 七 ,圆周 二 十 二 。” 再 
如 线性 方程 组 的 每 行 系数 ， 都 可 以 视 为 一 组 率 ， 这 里 的 率 并 不 
限于 两 个 量 的 比值 。 至 于 一 组 率 之 间 的 关系 ， 刘 微 通 常用 
“ 势 ” 字 来 表达 。 举 例 来 说 ， 合 分 术 注 中 的 “ 子 与 母 齐 ， 势 不 可 
失 本 数 ”, 就 是 说 将 分 母 、 子 这 -一 对 率 同 乘 某 数 , 它们 之 间 的 关 
系 即 由 分 数值 所 表达 的 “ 势 ” 并 不 变 ; 再 如 勾 股 容 方术 注 中 的 
“其 相 与 之 势 不 失 本 率 也 ”, 就 是 说 两 相似 勾 股 形 的 勾 率 、 股 率 、 
弦 率 之 间 的 关系 是 一 样 的 。 这 里 的 两 个 “ 势 ”， 都 是 指 一 组 率 之 
间 的 关系 而 言 。? 

率 在 中 国 古 算 中 的 意义 , 可 由 刘 币 的 下 述 论断 看 出 来 :“ 凡 
九 数 以 为 篇 名 ， 可 以 广 施 诸 率 。 所 谓 告 往 而 知 来 ， 举 一 隅 而 三 
. 隅 反 者 也 。” 换 言 之 , 就 是 在 九 章 系统 的 中 国 古 算 中 , 各 种 问题 
都 可 以 归结 为 率 的 演算 。《 隋 书 。 律 历 志 }》 把 这 一 思想 阐述 得 更 


d 参阅 李 继 闵 《 〈 九 章 算术 ) 中 的 比率 理论 ),，《 ( 九 章 算术 与 刘 徽 》。 
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为 明晰 :“ 夫 所 谓 率 者 ， 有 九 流 藉 ， 一 日 方 田 ， 以 御 田 畴 界 域 ， 
二 号 桶 米 ， 以 御 交 质变 易 ， 三 弓 衰 分， 以 御 贵 贱 康 税 ; 四 昌 少 
广 ， 以 御 积 短 方 圆 五 日 商 功 ， 以 御 功 程 积 实 ， 六 日 均 输 ， 以 
御 远 近 劳 费 ; 七 白 盈 胸 ， 以 御 隐 杂 互 见 ; 八 白 方程 ， 以 御 错 类 
正 负 ， 九 目 勾 股 ， 以 御 高 深 广 远 。 皆 乘 以 散 之 ， 除 以 到 之 ， 齐 
同 以 通 之 , 今 有 以 贯 之 。 则 算数 之 方 , 尽 于 斯 矣 。” 认 为 九 章 范 
围 内 的 所 有 问题 都 可 归 为 率 的 乘 、 除 、 齐 同 ， 今 有 等 算法 来 解 
决 ， 可 见 率 确 实 是 中 国 古代 数学 中 首屈一指 的 概念 。 

率 的 定义 和 基本 性 质 

“ 几 数 相 与 者 谓 之 率 .” 这 是 刘 徽 在 《 九 章 算术 》 方 田 章 之 
经 分 术 中 所 给 出 的 率 的 定义 。 这 里 的 “ 相 与 ”, 就 是 相关 的 意思 ， 
考察 刘 微 关于 率 的 应 用 ， 可 知 一 组 率 之 间 和 绽 为 正比 例 关系 ， 亦 
即 线性 关系 。 所谓“ 数 相 与 者 ”, 就 是 一 组 线性 相关 的 数 中 的 任 
意 一 个 ， 如 聚 率 50、 炳 米 率 30、 炉 米 率 27 等 。 

刘 徽 进一步 用 率 的 内 涵 来 界 说 其 定义 :“ 率 者 ， 自 相 与 通 ， 
有 分 则 可 散 , 分 重 亚 则 可 约 也 。” 前 一 名 说明 作 为 一 组 率 的 每 个 
数 与 其 他 数 都 是 关联 的 ， 后 一 句 指出 率 的 基本 性 质 : 一 组 率 可 
以 同 乘 或 除 以 一 个 不 为 零 的 数 而 保持 其 势 不 变 。 在 另 一 处 刘 微 
又 写 道 :“ 凡 所 得 率 知 , 细则 俱 细 , 仍 则 俱 仍 。 两 数 相 抱 而 已 。”0 
这 是 就 两 个 数 的 情况 而 以 形象 的 语言 说 明 率 的 基本 性 质 。 

从 率 的 基本 性 质 出 发 , 刘 徽 又 导出 了 相 与 率 的 概念 :“ 等 除 
法 实 , 相 与 率 也 。” 显 而 易 见 , 相 与 率 就 是 化 约 成 最 简 形式 的 一 
组 率 , 例如 由 票 率 50 和 业 米 率 30 可 约 去 最 大 公约 数 10, 得 其 


Q@ 此 为 刘 徽 对 衰 分 章 第 17 题 的 注 文 ， 引 文 参阅 郭 书 春 汇 校 《 九 章 算术 》， 辽 
了 教育 出 版 社 ，1990 年 第 一 版 ， 第 244 页 。 
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相 与 率 5 和 3。 在 实际 问题 中 ,， 相 与 率 往往 是 解 开 症 结 的 关键 ， 
《 张 丘 建 算 经 》 中 封 丰 周 栈 和 三 人 这 和 营 题 就 都 是 很 好 的 例子 。 显 
然 ， 在 两 个 数 的 情况 下 ， 一 对 相 与 率 必 然 是 互 素 的 。 秦 九 韶 继 
承 了 刘 徽 关于 相 与 率 的 思想 ， 以 泛 率 和 征 率 严格 分 别 一 组 率 是 
否 存 在 最 大 公约 数 。 

比率 基本 算法 之 一 : 今 有 术 

今 有 术 在 《 九 章 算术 》 中 被 表述 为 : 
“以 所 有 数 乘 所 求 率 为 实 ， 以 所 有 率 为 法 ， 实 如 法 而 


9 


-一 一 一 


设 所 有 率 是 a, 所 求 率 是 b， 所 有数 是 <, 所 求 数 是 d, 遂 有 比例 
式 a :b=c :d， 亦 即 d= 将。 这 是 已 知 比例 式 中 的 三 项 求 第 四 
项 的 公式 ， 被 刘 微 称 为 “都 术 ”， 意 为 普遍 的 法 则 。 他 又 进一步 
论 道 :“ 诚 能 分 话 数 之 纷 杂 ,， 通 彼此 之 否 塞 ， 因 物 成 率 ， 审 辨 名 
分 ， 平 其 偏 二 ， 齐 其 参差 ， 则 终 无 不 归于 此 术 也 .” 的 确 ，《 九 
章 算术 》 中 凡是 涉及 正比 、 反 比 、 复 比 、 配 分 比 、 合 比 、 分 比 
的 问题 , 都 归 为 “以 今 有 求 之 ”关键 在 于 根据 已 知 条 件 确定 所 
有 率 、 所 求 率 、 所 有 数 和 所 求 数 而 已 。 至 于 成 比例 的 四 数 应 取 
什么 单位 ， 刘 徽 论 道 :“ 可 俱 为 匆 ， 可 俱 为 两 ,可 惧 为 打 ， 无 所 
妥 洁 也 。” 

关于 今 有 术 法 则 的 来 源 ， 刘 徽 以 票 ， 柏 互 换 为 例 ， 提 出 了 
两 种 解释 

一 种 是 : 首先 将 票数 b 除 以 票 率 a 以 化 为 若干 个 交换 的 音 
位 , 即 b 二 a 一 若干 交换 单位 ; 再 将 这 若干 个 交换 单位 乘 以 燃 率 


OD 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 圭 册 ， 第 114 页 。 
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c 化 为 炒 数 d, 即 若 干 交 换 单 位 Xc=d, 也 就 是 (b 二 a) Xec=d; 
但 因 乞 了 叭 后 乘 可 能 会 先 遇 到 分 数 ， 故 改作 先 乘 后 除 ， 即 有 d 王 
bc 
另 一 种 是 : 又 率 与 米 率 , 以 整数 表示 分 别 为 5 与 3, 若 以 分 
数 来 表示 ， 就 分 别 是 1 和 3/5, 于 是 类 数 =3/5 义 票数， 也 就 是 
bc 
d= 一 ， 


古代 印度 也 有 相当 于 今 有 术 的 算法 ， 但 有 关 记 载 均 在 《 九 
草 算术 》 之 后 。 在 阿 敢 波多 的 著作 中 称 为 三 率 法 ; 三 率 各 有 专 
名， 相当 于 今 有 术 中 的 所 有 率 、 所 求 率 和 所 有 数 。16 世纪 该 法 
经 阿拉 伯 人 传 到 欧洲 ， 由 于 在 商业 上 得 到 广泛 应 用 ， 被 欧洲 人 
誉 为 黄金 法 则 。 一 个 名 叫 堆 德 的 英国 人 说 :“ 如 此 称呼 是 恰 如 其 
分 的 ， 因 为 它 远 胜 过 算术 中 的 其 他 各 种 方法 ， 就 好 比 黄 金 是 一 
切 金属 中 最 宝贵 的 一 种 那样 。 ?号 

比率 基本 算法 之 二 : 齐 同 术 

齐 同 的 概念 本 源 于 分 数 通 分 : 诸 分 数 求 公 分 母 谓 之 同 ， 借 
助 分 数 性 质 使 诸 分 子 相 应 变化 谓 之 齐 ;， 只 有 同 才能 进行 加 减 运 
算 , 只 有 章 才 能 保证 原来 数据 不 变 。 由 于 中 算 家 习惯 于 把 分 母 、 
子 视 作 一 对 率 ， 因 此 不 难 用 率 的 基本 性 质 来 解释 通 分 中 的 齐 同 
过 程 。 男 一 方面 、 齐 同 的 概念 也 可 以 自然 地 推广 到 若干 组 率 的 
演算 之 中 : 所 谓 同 ,就 是 要 求 处 于 不 同 组 中 的 某 一 率 在 数值 上 
相同 ， 这 样 各 组 率 才 能 相通 而 进行 运算 ， 所 谓 齐 ， 就 是 要 求 同 
组 各 率 的 安 化 系数 保持 :… 致 , 这 样 才能 做 到 不 失 本 数 。 刘 徽 说 : 
“几率 错 互 不 遂 者 ， 氏 积 齐 同 而 用 之 。” 从 本 质 上 讲 ， 广 闵 的 齐 


人 TD 参阅 沈 康 身 《 中 算 导 论 》， 第 81 一 82 页 。 
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同 术 就 是 将 “ 错 互 不 通 ” 之 率 化 为 可 以 互通 之 率 的 算法 。 
现 以 《 九 章 算术 》 均 输 章 第 10 题 为 例 , 对 这 一 算法 的 实质 
作 一 解释 。 题 为 : 


“ 今 有 络 丝 一 斤 为 练 丝 一 十 二 两 ， 练 丝 一 斤 为 青丝 一 
斤 十 二 铁 。 今 有 青丝 一 斤 ， 问 本 络 丝 几 何 ??9 


此 为 已 知 络 、 练 丝 之 比 及 练 、 青 丝 之 比 ， 由 青丝 数 求 络 丝 数 的 


连 比例 问题 。 术 文 给 出 的 公式 是 : 
” 络 丝 1 斤 两 数 X 练 丝 1 斤 铂 数 X 青丝 斤 数 
络 丝 斤 数 = 一 外 弛 13 讽 XX 有 焉 1 帮 12 针 


刘 微 对 此 公式 提出 了 两 种 解释 : 一 种 是 先 由 青 求 练 ， 再 由 练 求 
络 ， 由 于 两 次 应 用 了 今 有 术 , 他 称 之 为 “ 重 今 有 ”; 另外 一 种 就 
是 运用 齐 同 术 直接 推出 青 、 络 之 关系 ， 然 后 用 一 次 今 有 术 求 出 
答案 。 他 的 后 一 种 解释 可 表述 如 下 : 

先 将 两 组 率 化 约 成 相 与 率 , 即 〈 络 率 16, 练 率 12) 4 纯 〈 络 
率 4， 练 率 3)， ( 练 率 384， 青 率 396) 盖 汪 ( 练 率 32， 青 率 
33);@ 这 两 组 率 中 的 练 率 数值 不 同 ， 所 以 前 组 的 络 率 4 与 后 组 
的 青 率 33 也 无 法 沟通 ， 称 为 “ 率 错 互 不 通 ”;“ 积 齐 同 而 用 之 ” 
就 是 ( 络 率 4， 练 率 3) 池 ( 络 率 128， 练 率 96) ，( 练 率 32， 
青 率 33) 。 球 ( 练 率 96， 青 率 99) ， 于 是 两 组 率 得 以 互通 为 ( 络 
率 128， 练 率 96， 青 率 99); 再 根据 络 率 128、 青 率 99， 由 今 有 
术 就 可 以 求 出 1 斤 青 丝 况 成 络 丝 之 数 。 


Th 钱 宝玉 校 点 《 算 经 二 书 》 上 册 ， 第 190 页 
加 络 丝 1 厂 二 16 两 , 故 络 谤 16, 练 率 12; 练 丝 1 斤 一 1X16X24 一 384 铂 ， 青 
丝 1 斤 12 铁 =384 十 12 一 396 铂 ， 故 练 率 384， 青 率 396 。 
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齐 同 术 不 仅 适用 于 通 分 和 连 比 例 运 算 ， 而且 是 瑶 不 足 术 和 
方程 术 的 理论 基础 ， 所 以 被 刘 徽 称 为 “ 算 之 纲 纪 ”。 他 还 说 : 
“然则 齐 同 术 要 括 , 错 综 度 数 , 动 之 斯 谐 ， 其 犹 佩 骗 解 结 ， 无 往 
而 不 理 可 。” 

一 般 来 说 , 设 有 两 组 率 a1, az,…, ax) 和 (bx, bup1,… 
b,)， 齐 同 术 就 是 要 做 到 : 

(al，ay，…，ak) ag (aiby ,asbr , »* ,axbr) 


ak 乘 
(by, bl ， 2 b.,) 一 人 《bak ， by 1ar, “ny bal.) 


于 是 得 到 一 组 相应 的 率 

(aib.,，ab.，、…，akb.，b iak，。…， bax}? 
上 式 中 奋 k 一 2、n 一 3， 就 是 通 分 运算 。 另 一 方面 ， 多 于 两 组 的 
知 干 组 率 也 可 以 仿 此 齐 同 为 一 组 相应 的 率 , 所 以 刘 微 说 :“ 仿 此 ， 
虽 四 五 转 不 异 也 。 秦 九 韶 的 雁 翅 算法 就 是 齐 同 术 应 用 于 这 类 连 
锁 比 例 的 例子 。 


(二 ) 比率 算法 的 各 种 应 用 

自分 比例 算法 : 训 分 术 

训 含 有 减少 的 意思 ， 误 分 就 是 按照 一 定 规律 递减 分 配 ， 因 
而 衰 分 术 就 是 现今 的 配 分 比例 算法 。 它 在 一 定 程 度 上 反映 了 秦 
汉 之 际 的 等 级 分 配制 度 .。《 九 章 算术 》 训 分 章 首 题 为 : 


“ 今 有 大 夫 、 不 更 、 惫 变 、 上 造 、 公 士 ， 凡 五 人 ， 莫 
独得 五 诊 。 欲 以 喘 次 分 之 ， 间 各 得 几何 ??@ 


CD 参阅 李 继 阅 《 ( 九 章 算术 ;中 的 比率 理论 》。 
四 钱 宝 凉 校 点 《 算 经 十 书 》 上 上 上册、 第 131 页 。 


162 大 哉 言 数 


“以 珊 次 分 之 ”， 就 是 按 五 级 巍 位 分 别 为 5、4、3、2、1 的 比率 
递减 分 配 。 题 前 给 出 的 衰 分 术 为 : 


“各 置 列 衰 , 副 并 为 法 , 以 所 分 乘 未 并 者 各 自 为 实 , 实 
如 法 而 一 。 不 满 法 者 ， 以 法 命 之 。” 


第 一 步 “ 列 衰 ” 即 列 出 分 配 比 例 之 权 : (5，、，4，3，2，1); 第 二 
步 “ 副 并 ”即将 各 权 相 加 :; 5 十 4 十 3 十 2 十 1 二 15; 第 三 步 “ 以 所 


5 乘 
分 乘 未 并 者 ”，(5. 4,，3, 2, 1) 一 ~ (25，20，15，10，5); 第 
一 ，， 、 、 “15 除 
四 步 以 “ 副 并 ” 遍 除 并 化 简 (25, 20, 15, 10, 5) 一 > (1 三， 


1 却 ， 1 ， 5， 记 )， 即 五 人 各 得 1 三、 1 亏 、 1 、 了、 于 只 鹿 . 
衰 分 术 实 际 革 是 今 有 术 的 推广 ,对 此 刘 徽 注 道 :于 今 有 术 ， 
列 衰 各 为 所 求 率 , 副 并 为 所 有 率 ， 所 分 为 所 有 数 。” 以 不 更 分 得 


数 为 例 ,所 求 率 为 4. 所 有 率 为 15, 所 有 数 为 5, 故 所 求 数 一 人 2 
-1 二 

衰 分 术 的 关键 步 又 是 列 误 ,对 此 刘 徽 注 道 :“ 列 训 ， 相 与 率 
也 。 重 礁 , 则 可 约 。” 这 里 要 求 将 分 配 的 权 数 化 成 最 简 形式 ， 亦 
即 化 为 相 与 率 。 以 衰 分 章 第 2 题 为 例 :“ 今 有 和 牛 、 马 、 羊 食 人 苗 ， 
菌 主 责 之 桶 五斗 。 羊 主 和 日 ，' 我 羊 食 半 马 .” 马 主 日 ，' 我 马 食 半 
牛 。” 今 欲 衰 偿 之 ， 问 各 出 几何 ?” 按 羊 、 马 二 主 所 云 列 误 为 
(二 : 二 ,1) 一 (1 ,2，4， 所 以 术 文 说 :“ 置 咎 四 , 马 二 ， 羊 


一 ， 各 自 为 列 训 。 再 以 第 3 题 为 例 :“ 今 有 甲 持 钱 五 百 六 十 , 忆 
持 钱 三 百 五 十 , 丙 持 钱 一 百 八 十 , 几 三 人 俱 出 关 , 关税 百 钱 。 欲 
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以 钱 数 多 少 事 出 之 . 问 各 几何 ?” 按 条 件 列 衰 则 应 为 (560, 350， 
180) 10 除 (56, 35, 18).。 
反比 例 算 法 : 反 豪 林 


衰 分 重 第 8 题 枉 第 1 题 意思 相反 : 


“ 今 有 大 夫 、 不 更 、 管 变 、 上 造 、 公 士 ， 凡 五 人 ， 共 
出 百 钱 。 欲 令 高 露出 少 ， 以 次 渐 多 ， 间 各 几何 ?”D 


w|i 
’ 


“ 令 高 腾 出 少 ,以 次 渐 多 ”， 就 是 按 五 级 习 位 分 别 为 十、 十、 


二、1 的 比率 递增 分 摊 钱 数 。 题 前 的 反 豪 术 文 是 ， 


“ 列 置 衰 而 令 相 乘 ， 动 者 为 不 动 者 误 。” 外 


术 文 写 得 过 于 简约 ， 对 此 刘 徽 注 道 :“ 今 此 令 高 需 出 少 , 则 当 使 
大 夫 五 人 共 出 -一 人 分 ， 不 更 四 人 共 出 一 人 分 ， 故 谓 之 反 衰 。 人 
数 不 同 ， 则 分 数 不 齐 ， 当 令 母 互 乘 子 ， 母 互 乘 子 则 动 者 为 不 动 
者 衰 也 。” 就 是 说 ,第 一 步 先 列 出 反 误 〈 寺 ， 十 ， 计 ， 广 ，]) 
第 二 步 “ 令 母 互 乘 子 ”>. 即 (1X4X3X2X1l1， `X5X3X2X1， 
1X5X4X2xl，1X5x4Xx3Xl，1X5Xx4Xx3Xx2); 在 筹 式 运 
算 中 , 与 第 一 步 相 应 的 筹码 为 “不 动 者 ”, 与 第 二 步 相 应 的 结果 
1 1 1 


3 46 瑟 9 全 一 站- 了 宇和 1 -一 -一 -一 一 sw 
为 “ 动 者 ”“ 动 者 为 不 动 者 衰 ” 即 (二 ,地 ，3， 克 ，1) 


， 钱 宝 琛 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 136 页 。 
人 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 , 第 131 页 。 
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《24，30，40，60，120) ， 化 约 为 (12，15，20，30，60)。 以 
下 的 运算 则 与 衰 分 术 完 全 一 样 : 12 十 15 十 20 十 30 十 60 王 137， 


100 
(12，15，20，30，60) (1200，1500，2000，3000， 
137 除 104 130 82 123 109 


为 五 人 依次 出 钱 数 。 

反 豪 术 的 关键 是 列 出 反 衰 , 然 后 将 其 化 为 相 与 率 的 形式 . 均 
输 章 第 5 题 为 :“ 今 有 票 七 斗 ,， 三 人 分 春之 , 一 人 为 糙米 ,一 人 
为 疙 米 ， 一 人 为 吾 米 ， 令 米 数 等 。 问 取 票 为 米 各 几何 ?” 由 粟米 
章 可 知 ， 业 、 粕 、 上 将 之 率 为 (30，27，24)， 化 约 为 (10，9， 


8)， 由 于 春 成 精米 万 用 栗 数 多 于 春 成 同样 多 粗 米 所 用 聚 数 ， 此 


题 故 用 反 误 ， 即 应 按 〈16， 广 ， 嘉 ) 的 比率 分 配 票数 。 以 下 的 
] 360 乘 


7 : 121 际 
121, (36, 40, 45) 了 于 (252，280，315) 了 


1 


为 ，( 虐 ,， 工 
步骤 为 ， (1 ， 了 


10 
(2 121， 2 


1 ，2 雹 7)， 即 为 三 人 依次 取 票数 。 

在 反 训 问题 中 ， 和 位 越 高 出 钱 越 少 ， 或 者 春 米 越 少 取 粟 越 
多 ， 这 都 属于 反比 例 问题 .《 张 丘 建 算 经 》 卷 上 第 31 题 则 更 为 
明 最 :“ 今 有 700 人 造 浮桥 ， 九 日 成 。 今 增 五 百人 , 问 日 几何 ?” 


人 数 越 多 ,用 时 越 少 ,按照 术 文 哥 求 所 需 日 数 为 只 六 20 一 


5 元 。 不 过 在 中 国 古 代数 学 中 , 并 没有 特别 强调 反比 例 算法 ， 上 
题 中 只 是 把 9 当 作 所 有 数 , 700 当 作 所 求 率 , 1200 当 作 所 有 率 ， 
以 今 有 术 来 解 而 已 。 

正 、 反 比 混合 分 配 算法 : 均 输 术 
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均 和 给, 按 字面 解释 就 是 合理 地 反派。 均 输 术 是 包含 着 正 、 反 
比例 在 内 的 复杂 分 配 问题 ， 它 来 自 秦 汉 之 际 官方 的 第 和 投 和 赋税 
制度 。《 九 章 算 术 》 均 输 章 的 前 四 题 为 均 输 本 法 ， 效 以 第 1 题 为 
例 : 


“ 今 有 均 输 票 ; 甲 县 一 万 户 ， 行 道 八 日 ; 乙 县 九 千 五 
百 户 , 行道 十 日 ; 丙 县 一 万 二 千 三 百 五 十 户 , 行道 十 三 日 ; 
丁 其 一 万 二 千 二 百 户 ,行道 二 十 日 ,各 到 输 所 。 凡 四 县 赋 ， 
当 输 二 十 五 万 角 ， 用 车 一 万 乘 。 欲 以 道里 远近 ， 户 数 多 少 ， 
衰 出 之 。 问 票 ， 车 各 几何 ?” 

“ 术 日 : 令 县 尸 数 ， 各 如 其 本 行道 日 数 而 一 ， 以 为 衰 。 
甲 衰 一 百 二 十 五 ， 乙 、 丙 衰 各 九 十 五 ， 丁 赛 六 十 一 ， 副 并 
为 法 。 以 赋 票 车 数 乘 未 并 者 , 各 自 为 实 。 实 如 法 得 一 车 。 有 
分 者 ， 上 下 磊 之 。 以 二 十 五 角 乘 车 数 ， 即 票数 。” 久 


(1)“ 令 县 户 数 ， 各 如 其 本 行道 日 数 而 一 ， 以 为 衰 ” 

这 是 以 每 户 为 单位 ， 而 要 求 参 加 运输 的 天 数 与 出 车 数 之 积 
均等 为 前 提 来 安排 各 县 的 运 粮 任务 ， 对 此 刘 徽 以 甲 、 乙 两 县 为 
例 ， 说 明 出 车 数 与 行道 日 数 应 成 反比 ， 而 与 各 县 户 数 应 成 正比 
的 道理 :“ 据 甲 行 道 八 日 ， 因 使 八 户 共 出 一 车 ; 乙 行道 十 日 ， 因 
使 十 户 共 出 一 车 。 计 其 在 道 则 皆 户 一 日 出 一 车 ， 故 可 为 均 平 之 

10000 9500 12350 12200 


率 也 ”,， 故 列 误 为 (Tg 0 13 ， 30) 即 (125, 95,， 


QD 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 179 页 ， 
思 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 179 一 180 页 。 
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ee 


95，61) 。 
(2)“ 副 并 为 法 ” 
125 十 95 十 95 十 61 一 376 
(3) “以 赋 栗 车 数 乘 未 并 者 ， 各 自 为 实 * | 
(125, 95, 95, 61) HR (1250000, 950000,950000， 
610000) 
(4)“ 实 如 法 得 -一 车” 


376 除 176 

C1250000, 950000, 950000, 610000) 一 一 一 ~ (3324 578， 
,eo 224 224 128 
2526 376 2526 376，1622 556 ) 


(5)“ 有 分 者 ， 上 下 辈 之 ” 

这 是 调整 答案 取 整 数 ， 刘 徽 注 道 :“ 辈 ,， 配 也 。 车 、 牛 、 人 
之 数 , 不 可 分 裂 。 推 少 就 多 , 均 赋 之 宜 。” 调 整 的 原则 是 尽 可 能 
地 在 相 邻 两 数 中 按 四 爹 五 入 的 原则 一 进 一 退 ， 故 原来 诸 数 调 整 
为 〈3324，2527，2527，1622)， 这 就 是 各 县 应 出 的 车 数 ， 

(6)“ 以 二 十 五 向 乘 车 数 ， 即 票数 ” 

根据 条 件 可 知 每 车 运 25 镍 ， 故 习 ，(3324，2527，2527， 
1622) 下 区 (83100，63175，63175，40550)， 这 就 是 各 县 应 出 
的 聚 数 。 

除了 (1)、(5) 两 步 外 ， 其 余 步骤 都 与 衰 分 相同 。 均 输 术 
的 主要 问题 也 在 于 列 衰 , 即 根据 实际 情况 决定 以 什么 为 正 豪 、 以 
什么 为 反 衰 。 

由 上 可 知 , 均 输 问题 可 归结 为 以 | 让 ， 正 ，…， 尼 | 为 列 训 
的 误 分 问题 求解 ， 它 体现 了 中 算 家 在 处 理 正 、 反 混合 比例 问题 
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时 的 技巧 和 筹 算 运 算 机 械 化 的 特色 .中 

复杂 的 比率 应 用 问题 

《 九 章 算术 》 均 输 章 中 的 题目 并 不 局 限于 均 输 本 术 , 实际 上 
许多 复杂 的 应 用 问题 都 可 以 利用 比率 算法 求解 ， 它 们 大 多 数 都 
被 归 入 均 和 输 章 。 -一 些 题目 设 问 的 巧妙 是 令 人 赞 到 的 ， 现 择 这 例 
说 明 : 

(1) 均 输 章 第 9 题 大 意 为 : 空 车 日 行 70 里 , 重 车 日 行 50 里 ， 
从 甲 地 运 物 至 乙 地 5 日 可 往返 3 趟 ， 问 两 地 相距 里 数 ? 

由 题 意 知 空 车 行 1 里 需 1/70 日 . 重 车 行 1 里 需 1/50 日 , 故 
往返 1 里 需 (1/70 十 1/50) 日 , 通 分 得 6/175 日 , 即 往返 175 里 


需 6 日 :再 据 今 有 术 可 得 5 日 往返 里 数 为 二 2 ， 此 为 三 个 往 


返 里 数 ， 故 两 地 相距 即 - 个 往返 里 数 为 ~ 二 3 二 48 二 里 。 


(2) 均 输 章 第 14 题 大 意 为 : 免 先行 100 步 , 厂 扎 了 250 步 
后 还 差 30 步 ， 问 照 此 速度 犬 还 要 多 少 步 能 追 上 免 ? 

这 是 退 及 问题 。 按 刘 微 的 解释 ; 免 先行 率 100 一 30==70, 犬 
追 及 率 250, 化 约 为 7 和 25; 前 者 为 所 有 率 , 后 者 为 所 求 率 , 犬 不 


及 免 的 30 步 为 所 有 数 ,由 今 有 术 得 所 求 数 为 >“ 下 二 107 二 


即 犬 还 要 跑 107 二 步 才 能 赶 上 所 科 30 步 的 差距 。 
(3) 均 输 率 第 16 题 大 意 为 :客人 已 行 1/3 日 主人 开始 追赶 ， 
赴 上 后 立即 返回 时 至 3/4 日 ， 已 知客 马 日 行 300 里 ， 问 主人 马 
日 行 几何 ? 
这 是 反比 例 问题 ， 不 过 仍 用 今 有 术 解 : 主人 往返 用 时 立 一 


QD 参阅 李 继 闵 《 〈 九 章 算 术 》〉 及 其 刘 徽 注 研 究 》， 第 167 一 177 页 . 
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1]_ 5r1., .0 _ 9 + 5 
村- 2 日 ` 追 上 客人 用 时 访 二 2 一 站 日 ,此 刻 客人 用 时 为 了 十 六 


= 节日 ,由 此 得 比率 关系 , 主客 行 同样 距离 的 用 时 率 为 5 和 13; 
但 用 时 率 与 马 行 率 应 成 反比 , 对 此 刘 微 注 道 : “然则 主人 用 日 率 
者 ， 客 马 行 率 也 ; 客 用 日 率 者 ,主人 马 行 率 也 ”于 是 以 客 马 行 
率 5 为 所 有 率 , 主 马 行 率 13 为 所 求 率 , 客 日 行 里 数 300 为 所 有 
数 ， 得 所 求 数 为 于 和 =780， 即 主人 马 日 行 780 里 

(4) 均 输 率 第 26 题 大 意 为 : 五 渠 单独 注 满 水 池 用 时 分 别 为 


二 、 1、 2 二、 3、5 日 ， 问 五 渠 共 广 几 日 池 满 ? 
这 是 工程 问题 。 书 中 提出 的 齐 同 术 解 法 与 鬼 雁 俱 起 题 道 理 
完全 一 致 。 


(5〉 衰 分 章 第 20 题 大 意 为 : 已 知 贷款 1000， 月 息 30， 问 
贷款 750，9 日 归还 ， 应 付 息 多 少 ? 

这 是 复 比例 问题 。 书 中 提供 的 解法 是 66025 沁 一 6 二 ;对 
此 刘 微 解释 道 :以 30 日 乘 1000 钱 为 所 有 率 ,月 息 30 为 所 求 率 ， 


9 日 x750 钱 为 所 有 数 , 故 得 所 求 数 即 贷款 750 钱 9 日 归还 应 付 


利息 6 半 钱 。 


(6) 衰 分 章 第 17 题 大 意 为 : 原 有 30 斤 生 丝 凡 干 要 消耗 3 斤 
12 两 ， 现 有 12 斤 干 丝 需要 多 少 生 丝 制 得 ? 

书 中 提示 的 答案 是 : 现 生丝 二 起 年 乡 < 如 可 篆 ， 注 意 到 其 
中 分 子 上 的 现 干 丝 == 现 生丝 一 现 耗 丝 ， 因 而 此 题 实际 上 应 用 了 
若 志 一 可 则 一 熙 一 < 村 的 分 比 法 则 。 

(7)《 数 书 九 章 》 卷 17 第 3 题 大意 为 : 用 度 亦 〈 相 当 于 定 
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额 文 票 ) 3 张 可 换 盐 13 绪 , 盐 2 袋 可 换 布 84 匹 , 布 15 匹 可 换 
绢 3.5 匹 , 绢 6 匹 可 换 银 72 钱 , 现在 换 到 银 91728 钱 , 问 原来 
有 和 多少 张 度 脱 ? 

这 是 连 比 例 问题 , 秦 九 韶 提 出 一 种 脸 翅 法 来 求解 :“ 以 栗 米 
互 滋 易 法 求 之 ， 列 各 数 ， 以 本 色相 对 如 帷 翅 ， 以 多 一 事 者 相 乘 
为 实 ， 以 少 一 事 者 相 乘 为 法 除 之 .” 即 列 出 算式 如 下 : 

3 度 赔 
2 盐 13 盐 
15 布 84 布 
6 绢 3.5 绢 
91728 银 72 银 

每 一 项 称 为 一 色 ， 每 一 色 两 数 相 对 形 同 雁 妈 ， 其 中 前 数 为 “多 
一 事 ”， 后 数 为 “ 少 一 数 "， 按 照 数 文 有 3 3X6X91728 _ 


13Xx 84X3.5X72 

180， 此 即 所 求 度 筷 张 数 。 

比率 在 其 他 方面 的 应 用 

比率 不 但 是 中 国 古 代 算 术 的 主要 内 容 ， 在 代数 和 几何 领域 
也 有 广泛 的 应 用 ， 这 里 仅 以 简略 文字 稍 作 提示 ， 有 关 问 题 的 历 
史 演 进 则 将 留待 后 两 章 叙 述 。 

(1) 线性 方程 组 

刘 微 用 比率 的 理论 来 解释 线性 方程 组 的 同 解 变 形 ， 他 说 的 
“ 令 每 行为 率 ”， 就 是 把 每 一 个 方程 的 诸 项 系数 连同 常数 项 看 作 
一 组 相关 的 率 ， 根 据 率 的 基本 性 质 它们 可 以 扩大 或 缩小 同样 的 
倍数 而 使 方程 同 解 。 关 于 直 除 和 互 乘 这 两 种 消 元 法 ， 他 则 借助 
齐 同 术 来 说 明 :“ 先 令 右 行 上 禾 乘 中 行 ， 为 齐 同 之 意 。 为 齐 同 者 
谓 中 行 直 减 右 行 也 。” 也 就 是 同 两 个 方程 中 需 消 元 的 系数 , 齐 其 
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他 系数 和 常数 项 ; 而 “ 举 率 以 相 减 ， 不 害 余数 之 课 也 .” 在 方程 
新 术 中 ， 刘 徽 通过 消 元 求 出 剩 下 诸 元 的 相 与 率 ， 然 后 归 为 今 有 
术 或 衰 分 术 来 解 。 

(2) 不 定 方 程 

刘 微 在 《 九 章 算术 》 勾 股 章 中 给 出 了 三 元 二 次 不 定 方程 a 
+b*==c? 整数 解 的 通 解 公式 ， 其 出 发 点 和 归宿 都 是 勾 股 并 与 股 
的 相 与 率 ， 其 结果 义 率 Cm? 一 n?)、 股 率 mn 、 弦 率 二 (cm? 十 
m) 也 成 相 与 率 。《 九 章 算术 》 方 程 章 中 五 家 共 间 题 ， 书 中 仅 给 
出 一 组 最 小 的 正 整数 解 , 刘 微 指出 这 是 “ 举 率 以 言 之 ”， 其 实质 
是 把 这 组 解 看 成 一 组 相 与 率 ， 其 余 组 解 可 由 其 扩大 一 定 倍数 而 
得 到 。 

(3) 勾 股 测量 

刘 微 在 勾 股 章 第 15 题 的 勾 股 容 方术 注 中 , 明确 地 表达 了 相 
似 勾 股 形 对 应 边 成 比例 的 原理 :“ 竺 图 方 在 勾 中 , 则 方 之 两 廉 各 
自 成 小 勾 股 . 而 其 相 与 之 势 不 失 本 率 也 。” 他 又 利用 同一 图 形 病 
述 了 若 主 一 了 则 ?一 < 二 < 


= 二 < 的 合 比 法 则 。 在 以 下 几 题 的 注释 
中 ， 他 运用 今 有 术 从 上 述 勾 股 “不 失 本 率 ” 原 理 出 发 ， 概 括 出 
具体 的 勾 股 测量 公式 如 见 勾 = 2 见 勾 一 
二 上 、 刘 向 对 重 美术 进行 了 理论 站 理 ， 明 确 地 指出 了 “ 色 服 必 
以 重 差 为 率 ”的 造 术 原 理 .了 

(4) 立体 体积 


四 参阅 李 继 闵 《从 勾 股 比率 论 到 重 差 术 》,《 科 学 史 集 刊 )， 第 二 期 。 
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中 算 家 习 用 比较 截面 方法 来 处 理 体积 问题 , 圆柱 、 圆锥 、 图 
台 及 球 的 体积 都 由 与 它们 相应 的 多 面体 体积 所 导出 ;二 者 的 关 
系 ,“ 和 犹 圆 率 之 于 方 率 "， 这 一 思想 后 来 被 发 展 成 祖上 蜡 公 理 。 在 
阳 马 术 注 中 , 刘 微 提出 了 “ 阳 马 居 二 , 览 腾 居 一 , 不 易 之 率 ” 的 
原理 ， 又 把 率 应 用 于 无 穷 分 割 ， 使 这 一 多 面体 体积 的 基本 原理 
得 到 证 明 。 


(三 ) 发 不 是 算法 


名 不 足 木 的 比率 渊源 
偶 不 足 是 中 国 古 代数 学 中 一 个 独特 的 算法 ， 在 《 九 章 算 
术 》 则 专 为 一 草 ， 其 首 题 为 : 


“ 今 有 失 球 物 ， 人 出 和信， 用 三 ; 人 出 七 ， 不 足 四 。 问 
人 人数、 物价 各 几何 ? 
“ 答 吕 ;七 人 .物价 五 十 三 。? 包 


全 不 是 术 为 ; 


“ 置 所 出 率 ， 重 、 不 是 各 居 其 下 。 令 维 乘 所 率 ， 并 以 
为 实 。 并 硬 、 不 足 为 法 。 实 如 法 而 一 。 八 不足 相 与 同 其 买 
物 者 ， 和 置 所 出 率 ， 以 少 减 多 余 ， 以 约法 、 实 ; 实 为 物价 ， 
法 为 人 数 。 其 一 术 上 日 : 并 蛋 不 足 为 实 。 以 所 出 率 以 少 减 多 ， 
余 为 法 。 实 如 泛 得 一 人 。 以 所 出 率 乘 之 ， 减 蛋 、 增 不 足 即 


中 参阅 郭 书 春 《4 “( 九 章 算 术 〉， 和 刘 微 注 中 之 率 概念 及 其 应 用 试 析 》， 
四 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 205 一 206 页 。 


172 大 哉 言 数 


物价 。” 


设 两 次 付款 数 〈 即 所 出 率 ) 分 别 是 a1、as (al>az)， 盘 、 不 足 数 
分 别 是 bl、b,， 人 数 为 z, 物价 总 数 为 y, 每 人 应 出 钱 数 为 x, 则 
上 述 术 文 可 分 成 三 段 ， 共 包含 五 个 公式 : 
(1)“ 置 所 出 率 ， 僵 不足 各 居 其 下 ”， 即 将 已 知 四 数 排 成 下 
al ~ az 式 
p> “ 维 乘 ”就 是 交叉 相 乘 ，“ 并 以 为 
” 实 ” 就 是 以 abs 十 azb; 作为 被 除数 ;“ 并 
优 ， 不 是 为 法 ” 即 以 bj 十 b; 为 除数 ;“ 实 如 法 而 一 ” 即 有 
aib, + a,b, : 
~ b+tb 
(2)“ 置 所 出 率 ， 以 少 减 多 ”, 即 a: 一 az;“ 余 ， 以 约法 、 实 。 
实 为 物价 ,法 为 人 数 ”"， 这 里 的 “ 实 ” 与 “法 ”, 分 别 指 〈1) 中 
的 aibs 十 asbj 与 bj 十 b;,， 于 是 有 
aib, +a,b, 
ya 


bl 十 bz 


43)“ 其 一 术 ” 提 供 了 慷 外 两 个 物价 公式 ， 其 中 较 大 “所 出 
率 采 之 ”(“ 之 ” 指 人 数 ) 则 “ 减 便 *”， 较 小 “所 出 率 乘 之 ” 则 
“ 增 不 足 ”， 于 是 有 
bi 十 bz 


将 a 一 8，as 一 7， bi 一 3， bs 二 4 代入 (2) 中 两 个 公式 ， 分 
别 得 y 二 53 和 z 二 7， 这 就 是 盈 不 足 章 第 1 题 的 解 。 
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根据 已 知 条 件 可 列 出 以 下 二 元 一 次 方程 组 
ai2 一 b) 一 y 

解 这 个 方程 组 ， 可 以 验证 以 上 五 个 公式 都 是 正确 的 。 但 是 
如 果 认 为 中 算 家 就 是 由 此 导出 盘 不 足 术 的 就 错 了 。 实 际 上 在 
《 九 章 算术 》 中 , 僵 不 足 章 在 介绍 线性 方程 组 的 方程 章 之 前 而 在 
有 关上 比率 算法 的 粟米 、 训 分 、 均 输 三 章 之 后 ; 按照 刘 徽 的 解释 ， 
和 人鱼 不 足 术 的 功能 是 “以 御 隐 和 杂 互 见 ”, 方程 术 的 功能 是 “以 御 错 
灶 正 负 ”, 它们 都 是 比率 算法 的 推广 和 应 用 。 这 一 观点 可 以 从 刘 
徽 对 向 不 足 术 的 注释 得 到 进一步 证 明 。 

刘 徽 用 齐 同 术 解 释 第 一 个 公式 ， 若 把 两 次 付款 数 〈 刘 徽 称 
为 “ 假 令 ”) 和 相应 的 航 、 不 足 〈 刘 微 称 为 “ 脑 ”) 数 看 作 两 组 
率 (al，b1) 和 (as，b;)， 刘 徽 说 :“ 齐 其 假 令 , 同 其 一 脑 ?"， 即 
“将 上 面 两 组 率 化 为 (aibs, bibs》 和 (azbi, bibs)。 根据 题 意 ,如 
果 买 一 次 物品 ， 每 人 付 钱 a 则 多 出 b 钱 ; 每 人 付 钱 a, 则 差 b， 
钱 。 在 齐 同 运算 之 后 则 可 以 作 如 下 解释 : 如 果 买 b; 次 物品 , 每 
人 付 钱 aib: 则 多 出 bib; 钱 ; 如 果 买 b 次 物品 , 每 人 付 钱 azb, 则 
差 bib: 钱 ， 那 么 如 果 每 人 付 钱 aibs 十 azbi 共 买 bl 十 b 次 物品 ， 
僵 志 恰好 抵 销 ， 因 此 买 一 次 物品 每 人 应 出 钱 数 就 是 〈1) 中 的 

一 bs 十 asb， 
bj 二 +b, 

关于 (2) 中 人 数 公 式 , 刘 徽 的 解释 是 , 盈 数 b, 与 不 足 数 b， 

之 和 是 众人 两 次 付款 总 数 之 差 , 两 个 所 出 率 a, 和 a; 之 差 是 一 个 


人 两 次 付款 数 之 差 ， 二 者 相 除 即 得 人 数 
_b,+b; 
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其 余 三 个 公式 都 可 以 由 这 两 个 公式 导出 ， 因 此 刘 徽 没有 再 


作 注 释 。 

刘 徽 的 注释 说 明 , 侧 不 足 术 的 确 是 从 比率 算法 发 展 而 来 的 。.- 

秒 不 足 本 法 的 五 种 类 型 

所 谓 租 不 足 本 法 ， 就 是 指 适 于 那些 明确 提 到 两 次 假设 结果 
之 题目 的 算法 .按照 假设 结果 的 不 同 共 分 五 种 类 型 , 即 负 不 足 、 
两 僵 、 两 不 足 、 盘 适 足 和 不 足 适 足 。 

和 侠 不 足 草 前 四 上 题 都 是 关于 人 县 不 足 类 型 的 ， 其 解法 已 经 介绍 
过 了 。 z 

第 5 题 为 两 租 类 型 大意 为 :若干 人 合伙 买 金子 ， 每 人 出 
400 钱 则 多 3400， 每 人 出 300 钱 则 多 100， 求 人数 和 人 金价 各 多 
少 ? 答案 为 人 数 33， 金价 9800。 

第 6 题 为 两 不 足 类 型 ， 大 意 为 : 若干 人 合伙 买 羊 ， 每 人 出 
5 钱 则 差 45, 每 人 出 7 钱 则 差 3, 求人 数 和 羊 价 各 多 少 ? 答案 是 
人 数 21， 羊 价 150。 

两 盘 、 两 不 足 术 的 公式 为 : 

laib, —a,b, | laib,—a,b, | |bi—b, | 
bbl, YY aa ”aa 

这 里 ai、a*、b、b， 都 是 正 数 ， 且 在 减法 运算 中 一 律 以 少 减 多 。 

第 7 题 为 盘 适 足 类 型 ， 大意 为 : 若干 人 合伙 买 猪 ， 每 人 出 
100 钱 则 多 100, 每 人 出 90 钱 则 正好 , 求人 数 和 猪 价 各 多 少 ? 答 
案 是 人 数 11， 猪 价 900. 

第 8 题 为 不 足 适 足 类 型 ， 大 意 为 : 若干 人 合伙 买 狗 ， 每 人 
出 5 钱 则 差 90, 每 人 出 50 则 正好 , 求人 数 和 狗 价 各 多 少 ? 答案 
是 人 数 2， 狗 价 200。 

拍 适 足 与 不 足 通 足 术 的 公式 为 

ab， b ， 


Xa 一 一 一 一 
2 7 [ai 一 az| |a 一 az| 
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这 里 的 al 、az 、bi、bs 都 是 正 数 ， 其 中 as 为 运 足 的 了 出 率 ， 在 
减法 运算 中 也 一 律 以 少 减 多 。 

如 果 引 入 负数 , 用 负 的 慢 数 表示 不 足 、 负 的 不 足 数 表示 盆 ， 
再 用 堆 表 示 适 足 ， 那 么 上 述 五 种 类 型 可 以 统 用 第 一 种 类 型 的 
熏 不 足 公 式 来 求解 。 例 如 对 于 第 6 题 , ai 一 5, as 二 7, bi 二 一 4 
b, =3, 代入 瑶 不 足 公 \ 式 有 


一 45 二 3 5X3 十 7X 《一 45) | 
一 一 7 — 21 ys 一 150 
即 人 数 21， 羊 价 150。 
盘 不 足 本 法 的 推广 


刍 不 足 术 还 有 更 广泛 的 用 途 : 在 许多 复杂 的 算术 问题 中 ,如 
果 任 意 假 设 两 个 答案 .再 分 别 以 它们 为 前 提 推 出 可 与 题 设 条 件 
相 比 较 的 结果 .这 两 个 结果 与 已 知 数据 的 关系 必然 会 是 偶 不 足 
本 法 的 五 种 类 型 之 --. 因此 原来 的 问题 就 可 化 归 为 盘 不 足 术 求 
解 。 为 了 更 好 地 说 明 这 一 算法 的 普遍 意义 、 下面 用 几 道 算术 
难题 来 加 以 说 明 。 

(1)《 九 章 算术 》 盘 不 足 章 第 13 题 为 :“ 今 有 醉酒 一 斗 , 值 
钱 五 十 ; 行 酒 一 斗 ,值钱 一 十 。 今 将 钱 三 十 ， 得 酒 二 斗 。 问 醇 、 
行 酒 各 得 几何 ?” 

书 中 给 出 的 术 文 是 :“ 假 令 醉 酒 五 升 , 行 酒 一 斗 五 升 ， 有 余 
一 十 。 令 之 醉酒 二 升 , 行 酒 一 斗 八 升 , 不 足 二 。” 就 是 说 ， 第 一 
次 假设 有 5 升 醉酒 和 1 斗 5 升 行 酒 ， 则 应 值钱 5x5 十 15x1= 
40, 与 已 知 条 件 30 钱 相 比 , 尚 有 登 数 10; 第 二 次 假设 有 2 升 醇 
酒 和 1 斗 8 升 行 酒 ,. 则 应 值钱 2x5 十 18Xx1 一 28, 与 已 知 条 件 30 
钱 相 比 , 不 足 数 为 2。 知 把 醇 酒 数 改 成 每 人 出 钱 数 , 原来 的 问题 
就 转化 为 :“ 今 有 共 买 物 ， 人 出 五 ， 琢 十 ; 人 出 二 ,不足 二 , 求 
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每 人 应 出 钱 数 ?” 代 入 一 不 足 术 的 钱 数 公式 即 有 


«5X2+2X10_,1 
10 十 2 2 


这 就 是 说 ， 醇 酒 为 2 却 升 ， 则 行 酒 为 17 六 升 。 

(2) 登 不 足 章 第 14 题 为 :“ 今 有 大 器 五 、 小 涡 一 容 三 解 ; 大 
器 一 、 小 器 五 容 二 铅 。 间 大、 小 器 各 容 几 何 ?” 

按照 术 文 ， 解 此 题 先 设 大 器 容 5 斗 ， 则 由 第 一 组 条 件 知 小 
右 容 30 一 5X5 二 5 斗 ， 再 由 此 得 1 件 大 器 、5 件 小 器 共 容 1 xX5 
十 5X5=30 斗 ， 较 之 第 二 组 条 件 2 触 有 盘 10 斗 ; 次 设 大 器 容 
5.5 斗 , 则 由 第 一 组 条 件 知 小 器 容 30 一 5x5.5 一 2.5 斗 , 再 由 此 
得 1 件 大 器 、5 件 小 器 共 容 1xX5.5x5X2.5==18 斗 , 较 之 第 二 
组 条 件 2 解 不 足 2 斗 ， 因 而 可 由 熏 不 足 术 公式 得 到 大 器 实际 容 


量 为 2 关 生 -2 一 全 斗 ,再 由 任何 一 组 条 件 都 可 得 小 器 实 


容 池 斗 。 

(3) 鳃 不 足 章 第 15 题 为 :“ 今 有 漆 三 得 油 四 , 油 四 和 潍 五 。 
今 有 漆 三 斗 ， 欲 令 分 以 易 油 ， 还 自 和 余 漆 。 问 出 漆 、 得 油 、 和 
漆 各 几何 ?” 题 意 是 ; 已 知 3 分 浔 可 换 得 4 分 油 ，4 分 油 可 调和 
5 分 漆 ; 现在 有 3 斗 漆 , 要 用 其 中 的 一 部 分 换 油 并 恰好 能 调和 剩 
余 的 梁 , 问 需 要 倒 出 多 少 漆 , 可 换 得 多 少 油 , 又 可 调和 多 少 漆 ? 

按照 术 文 , 解 此 题 先 设 出 漆 9 升 , 则 可 换 油 12 升 , 调 漆 15 
升 , 但 3 斗 漆 倒 出 9 升 后 尚 余 21 升 ， 所 以 不 足 6 升 ; 次 设 出 漆 
12 升 , 则 可 换 油 16 升 , 调 漆 20 升 , 然而 3 斗 漆 倒 出 12 升 后 还 
剩 18 升 ， 所 以 人 钥 余 2 升 , 代入 到 不 足 公 式 可 得 实际 应 出 漆 


4 人 《一 11 才 升 ,再 由 已 知 条 件 可 得 换 油 15 升 , 调 漆 18 
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(4) 侧 不 足 章 第 16 题 为 :“ 今 有 玉 方 一 寸 ， 重 七 两 ， 石 方 
一 寸 , 重 六 两 。 今 有 石 立方 三 寸 , 中 有 玉 ， 并重 十 一 斤 。 问 玉 、 
石 重 各 几何 ??” 

题 中 “立方 三 寸 ” 即 3 一 27 立方 寸 ，11 斤 =11X16 一 176 
两 。 按 照 术 文 , 先 假设 全 是 玉 , 则 应 重 27X7 二 189 两 , 多 出 13 
两 ; 再 假设 全 是 石 ， 则 应 重 27X6==162 两 ， 不足 14 两 ， 因 而 
可 以 代入 恤 不 足 术 公式 求解 。 但 是 术 文 直接 指出 :“ 不 足 为 玉 ， 
多 为 石 ”; 对 此 刘 徽 解释 说 : 因为 玉 、 石 每 立方 寸 差 1 两 ,第 一 
次 假设 多 出 的 13 两 , 是 由 于 把 石 当成 了 玉 所 引起 的 , 所 以 多 出 
的 数 恰好 是 石 的 方寸 数 ; 同 理 , 第 二 次 假设 所 少 的 14 两 , 是 由 
于 把 玉 当 成 了 石 所 引起 的 , 所 以 少 的 数 恰 好 是 玉 的 方寸 数 ,中 因 
而 石 为 13 立方 寸 ， 玉 为 14 立 方寸 ， 各 上 自 乘 以 其 比重 ， 可 知 此 
石 中 有 玉 98 两， 有 石 78 两 。 

以 上 四 题 、 有 的 已 知 和 所 求 之 间 的 关系 不 十 分 明显 ， 有 的 
比率 缠绕 交错 ， 用 普通 的 算术 方法 都 很 难 解 决 ， 但 是 通过 两 次 
巧妙 的 假设 ， 就 把 原先 的 问题 转化 成 重 不 足 问题 ， 从 而 借助 现 
成 的 公式 求 出 答案 。 这 种 以 特定 的 数学 模型 来 处 理 一 大 类 应 用 
问题 的 方法 ， 正 是 中 算 家 所 擅长 的 。 实 际 上 ， 凡 属 线性 关系 的 
数学 问题 ， 都 可 以 应 用 角 不 足 术 来 求解 。 由 于 应 用 的 广泛 ， 芭 
不 足 算 法 成 了 中 算 家 著作 中 一 部 分 相当 重要 的 内 容 ;， 除了 《 九 
章 算 术 》 之 外 ,《 孙 子 算 经 )、《 张 丘 建 算 经 》 以 及 宋 元 算 书 中 都 
有 许多 精采 的 应 用 。 


四 这 一 推理 过 程 与 比率 算法 中 其 率 术 的 推理 颇 为 相似 ， 详 后 。 
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i 2 
一 一 -~ 


各 不 足 算法 的 影 啊 

在 古代 埃及 和 印度 . 都 有 通过 一 次 假设 再 借助 比例 关系 求 
得 答案 的 算法 ， 可 以 用 来 解决 简单 的 线性 问题 。 例 如 阿 默 斯 纸 
草 中 就 有 一 道 题 相当 于 求解 

守 x 十 地 Xx 十 方 x 十 x 二 37 


由 于 古 埃及 人 不 具备 解 方程 的 知识 ， 此 题 据说 是 由 一 次 假设 法 
解 出 来 的 : 先 假设 一 个 答案 ， 例 如 x 一 42， 这 样 


2 上 1 
十 3X 十 地 X) 十 XI 一 97 


、、、 37xj 37X42 28 ~ 
文 说 明 x: xx 一 37 : 97， -一 2 人 4< 111 和 2 
这 说 明 x: xi 一 37 : 97、 所 以 x 97 7 14 55 


但 是 无 论 是 在 古代 埃及 还 是 在 古代 印 度 ， 都 不 存在 通过 两 
次 假设 来 求解 复杂 应 用 问题 的 算法 。 

大 约 从 公元 9 世纪 开始 ， 阿 拉 伯 数学 著作 中 出 现 了 登 不 足 
算法 ， 值 得 注意 的 是 阿拉 但 数学 家 对 这 一 算法 的 称呼 。 

阿尔 。 花 刺 子 模 (al-khwarizmi， 公 元 780? 一 850 年 ) 和 
一 个 串 挨 效 拉 (Abraham ibn Ezra, .1096 一 1167 年 ) 的 数学 家 
都 提 到 一 种 算 书 , 译 成 拉丁 文 就 是 Liber augmenti et diminatio- 
nis ， 其 中 augmenti 和 diminationis 分 别 含 有 “增加 ”和 “ 减 
少 ” 的 意思 ， 内 此 书 名 很 可 能 是 由 “ 熏 不 足 术 ”转译 来 的 。 

鲁 伽 (Qusta ibn Luqa, 约 10 世纪)、 阿 尔 ， 卡 西 (al-Kashi， 
约 15 世 纪 ) 等 人 都 用 hisab al-khataayn 来 称呼 偶 不 足 算 法 ,其 


DD 如 前 所 述 ， 古 埃及 人 把 这 -数值 表 示 为 单位 分 数 形 式 ， 即 14 十 六 十 二 十 


1 1 1 1 - 
1 、 
879 1 776 十 参阅 〔 英 ] 斯 科 特 《 数 学 史 》,， 第 12 页. 


十 84 十 388， 


中 hisab 一 词 是 “算法 ”的 意思 ，Khataayn 则 很 可 能 是 “ 契 
丹 ” 一 词 的 音译 转化 而 成 , 岂 而 契丹 正 是 中 世纪 阿拉 伯 文 献 中 对 
中 国 北部 地 区 的 一 般 称谓 ， 甚 至 今日 俄语 、 波 斯 语 以 及 土耳其 
斯 坦 语 系 中 还 可 以 找到 这 一 称谓 的 痕迹 。 因 此 hisab al- 
khataayn ， 直 译 过 来 就 是 来 目 中 国 的 算法 。 

除了 上 述 两 种 称呼 外 ， 有 些 阿 拉 伯 数学 家 ， 例 如 阿尔 般 那 
(al—Banna, 约 13 一 14 世纪 ) 还 把 这 种 算法 称 作 Alm bil Kaffa- 
taim， 意 为 “天 秤 术 ”。 这 大 概 是 因为 在 计算 中 需要 把 两 次 假设 
及 相应 结果 排 成 两 两 并 列 的 形式 ， 然 后 交叉 相 乘 ， 因 而 构成 形 
如 天 平 的 图 式 所 致 。 如 果 确 实 如 此 ， 那 么 这 种 作法 显然 来 源 于 
僵 不 足 术 中 的 “ 维 乘 ” 图 式 ， 这 种 图 示 在 杨辉 的 著作 中 还 可 以 
看 到 。% 

全 不 足 算法 又 经 由 阿拉 们 人 传 到 西欧 。 意 大 利 数 学 家 斐 波 
那 契 (LEFibonacci，1170? 一 1250 年 ) 在 其 有 名 的 《算盘 书 》 
中 就 专 尽 一 章 介 绍 表 不 足 术 ， 他 称 之 为 De regulis elchataym ， 
其 中 elchataym 就 是 al-khataayn 的 对 音 。 文 站 复兴 时 代 的 其 他 
一 些 欧 洲 学 者 也 有 类 似 的 命名 ,例如 帕 西 欧 里 (L. Pacioli， 
1445? 一 1514 年 ?) 称 为 el-Cataym， 塔 塔 利 亚 (N. Tartaglia， 
1499? 一 1557 年 ) 称 为 regola Helcataym， 帕 格 纳 姆 
(Pagnam) 你 为 regole del Cattaino。 

当 芭 不 足 算法 在 欧洲 扎根 并 被 当 作 一 种 解决 算术 问题 的 万 
能 方法 之 时 ， 在 它 的 故乡 中 国 反 而 遭 到 冷落 。 明 代 算 术 中 虽然 


i 关于 这 一 点 尚 有 人 争论， 有 人 指出 al-Khataayn 在 阿拉 伯 语 中 意 指 “两 次 假 
i 设 ”"， 参 阅 [ 英 ] J，Needham ( 李 约 瑟 ),。 Science and Civilisation in China ，Vol，3， 
p, 118, 

四 ”参阅 杜 石 然 人 试 论 宋 元 时 期 中 国 和 伊斯兰 国家 疗 的 数学 交流 》， 《 宋 元 数学 
中 论文 集 》。 
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也 提 到 和 锡 腑 问题， 但 仅 限于 介绍 鳃 不足 本 法 而 已 ， 那 种 古代 鲁 
不 足 术 “以 御 隐 和 杂 互 见 ” 的 功能 几乎 难 轴 踪迹， 以 至 李 之 藻 等 
编译 《同文 算 指 时 一 面 把 拉杆 文 双 设 法 (regulafalsi du- 
plicis Positions) 译 成 “ 选 借 互 征 ?,， 一 面 安 称 “ 旧 法 未 知 借 推 之 
妙 ”， 这 可 真是 “乡音 未 改 ” 而 “ 相 见 不 相识 ”了 .9 

“下面 的 例子 是 选 自 一 部 全 名 为 《欧罗巴 西 镜 录 》 的 书籍 的 ， 
这 是 明 清 之 际 流传 颇 广 的 一 部 介绍 西方 数学 知识 的 作品 ， 书 中 
的 “ 双 法 ” 即 儿 不 足 算法 。“ 双 法 ”第 10 题 为 ; 


“国君 以 廉 金 一 百 , 令 工 人 造 瞻 ,工人 资金 而 和 之 银 。 
睦 成 奉 上 ， 上 见 金 淡 、， 命 识 算 天 文 者 亚 尔 日 白 腊 算 资 金 多 


少 如 专利 ‘OD 


这 显然 是 因 歼 阿 基 米 德 为 叙 拉 十 王 鉴 定金 冠 的 故事 而 缩写 的 是 
目 ， 书 中 提供 的 解法 是 : 在 已 知 金 、 银 及 制 成 里 的 合金 对 水 的 
比重 分 别 是 6、 和 60 的 前 提 下 , 先 假设 工匠 资金 40, 则 和 


， 60 _ vy 90 _ 
金 60 出 水 为 60X 706= 36, 掺 银 40 出 水 为 40XJ106 二 36， 其 出 


水 72， 而 合金 100 出 水 为 65， 两 相 比较 有 盘 数 7; 再 假设 工匠 
资金 30， 仿 此 可 推出 又 一 一 数 4， 利 用 两 一 公式 就 可 求 出 实 次 
金 数 为 16 3。 这 道 题 与 《 九 章 算术 》 春 不 足 章 玉 石 并 重 题 在 本 
质 上 是 一 样 的 ， 只 不 过 《 九 章 算术 》 的 解法 更 为 简练 而 
已 。 

作为 一 种 近似 方法 的 至 不 足 术 


d 参阅 杜 石 然 《 试 论 宋 元 时 期 中 国 和 伊斯兰 国家 间 的 数学 交流 》。 
多 [ 清 ] 焦 御 抄 《 西 镜 录 》， 北 京 大 学 图 书馆 藏 。 


近似 值 。 (Cai .bi 

在 高 等 数学 中 可 以 证 - 
明 , 在 闭 区 间 [a,,a1 2 上 连 
续 的 单调 隧 数 f(x), 若 在 
两 端点 具有 不 同 的 符号 即 
fCas)。fCa,) 过 0, 则 方程 f 
(x) 二 0 在 (a;,a,) 上 有 一 


个 根 ,其 近似 值 为 加 
asf (a1) 一 af (as) “”” 任 个 是 公式 的 几何 意 久 
Yo fF (a) 一 f (ay) 
若 令 f (ai) 一 b，f (as) 一 一 bz， 上 式 则 成 x 一 2 二 各 
l 


这 就 是 盈 不 足 术 中 的 每 人 应 出 钱 公式 ,f(xo) 二 0 表示 出 钱 总 数 
适 足 物 价 。 

如 果 问 题 属于 线性 关系 ，f (x) 就 是 通过 .(ay，--b,) 和 
(ai，b, ) 两 点 的 直线 , 这 时 上 述 公 式 给 出 的 就 是 精确 值 .《 九 章 
算术 》 登 不 足 章 全 部 20 道 题 中 ， 有 17 道 怖 于 这 种 情况 。 

但 是 随 着 生产 实践 的 发 展 和 数学 理论 的 深入 ， 数 学 研究 的 
对 象 必 将 超过 简单 的 比例 和 线性 关系 的 范畴 ， 在 有 关 代 数 方法 
还 没有 被 充分 发 展 起 来 之 际 ， 盈 不 足 术 就 成 了 解决 这 类 问题 的 
一 种 有 效 的 近似 方法 。 

盈 不 足 章 第 11 题 大 意 为 : 蒲 第 一 天 长 3 尺 ,以 后 逐日 减 半 ， 
莞 第 一 天 长 1 尺 ,以 后 逐日 倍增 , 问 多 少 天 后 薄 、 莞 长 度 相等 ? 按 
题 意 可 列 出 方程 


6 (1 一 云 ) 1 (1+2*) 


如 22—7X2* 十 6 二 0 
这 是 一 个 指数 方程 ,借助 对 数 可 解 得 x 二 log26 守 2. 59; 而 用 盘 不 


足 术 解 出 的 答案 是 2 二 ， 比 精确 值 略 小。 


同样 ” 盘 不 足 章 第 12 题 也 属于 指数 关系 ， 第 19 题 则 为 二 
次 函数 关系 ， 书 中 求 出 的 都 是 近似 值 。 


(四 ) 一 般 于 似 方 法 


四 合 五 人 z 

《淮南 子 * 天 文 训 ) 给 出 的 十 二 律 管 长 度 是 以 黄 钟 管 长 八 十 
一 为 前 提 的 ， 按 照 三 分 损 全 法， 应 钟 、 著 宾 、 大 吕 、 吏 则 、 夹 
钟 、 无 射 、 中 昌 管 长 皆 非 整数 。 其 中 鞠 宾 应 作 56 号 而 写作 57， 


大 吕 应 作 75 2 而 写作 76, 赤 则 应 作 50 二 而 写作 51， 无 射 应 作 


44 720 而 写作 45, 中 吕 应 作 59 9187 而 写作 60, 这 里 已 具 “过半 
进 一 ” 的 雏形 。 

前 引 商 功 章 第 1 题 中 ， 求 得 各 县 应 出 车 数 之 后 需 “ 上 下 曹 
之 ”按照 刘 徽 的 话 来 说 是 “ 推 少 就 多 ”， 实 质 上 已 运用 了 四 使 
五 入 原则 。 

最 早 用 文字 表述 这 一 原则 的 是 三 国 时 的 杨 伟 , 他 于 公元 
237 年 完成 的 《4 景 初 历 》 中 说 :“ 半 法 以 上 排 成 一 ,不 满 半 法 废弃 
之 。 这 一 原则 为 后 世 律 历 家 所 普遍 采纳 , 南北朝 时 代 的 《元 嘉 
历 》《 正 光 历 》《 兴 和 历 》、 隋 代 的 《 皇 极 历 》《 大 业 历 ) 中 都 有 类 


另外 两 个 数据 应 钟 、 夹 钟 分 别 为 42 -2 和 67 区 3 ， 书 中 分 别 写作 42 和 68， 


没有 遵循 四 售 五 和 的 原则 ;后 来 的 《 宋 书 " 律 志 》 则 将 这 两 个 数据 改 成 43 和 67 . 
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似 的 记载 ,其 中 以 《 皇 极 历 》 讲 得 最 为 明确 :“ 过 半 从 一 ,无 半 弃 
之 ,” 为 了 表明 所 取 数 据 是 不 足 近 似 值 还 是 过 剩 近 似 值 , 律 历 家 
往往 还 在 数据 后 面 用 “ 强 ”、“ 弦 ”等 字 标 记 , 例 如 刘 粳 在 《4 皇 极 历 》 
中 就 写 道 :“ 半 以 上 为 进 ,以 下 为 退 ; 退 以 配 前 为 强 , 进 以 配 后 为 
弱 。 如 7. 3 为 退 , 写 作 ?7 强 ;7.6 为 进 , 写 作 8 能 。 

又 有 更 细致 标识 近似 程度 的 制度 ,一 般 用 "“ 微 强 "“ 少 强 ”、 
“ 半 强 ”“ 大 强 " 分 别 表示 在 子 .过 、 闻 .1 以 内 的 舍弃 余 分 ;用 “ 微 
弱 ”“ 少 弱 ”“ 半 弱 ”“ 大 弱 ” 分 别 表示 在 相应 区 间 内 的 进位 余 
分 。 例 如 《后 汉 书 … 律 历 志 》 所 列 六 十 律 中 : 色 育 应 为 8. 9807 而 
写作 8. 98 微 强 ,未 育 应 为 4.6139 而 写作 4.61 少 强 , 变 上 处 应 为 
7.0153 而 写作 7.01 半 强 , 执 始 应 为 8. 8788 而 写作 8. 87 大 强 ， 
琴 盛 应 为 8.7593 面 写作 8. 76 微弱 等 .+ 

以 上 事实 表明 ， 自 汉 魏 以 运 南 北朝 ， 律 历 家 已 普遍 未 许 四 
舍 五 入 原则 来 处 理 奇 零 数 据 。 这 一 方法 在 数学 著作 中 也 有 所 反 
映 , 刘 微 的 “ 推 少 就 多 ” 即 为 一 例 .《 数 书 九 章 》 卷 5 均 分 梯田 


题 中 解 得 答案 40 总 者 5 步 后 , 秦 氏 加 注 日 : “大 约 百 分 步 之 八 十 


九 ” 将 沁 守 5 化 为 和， 显然 是 通过 小 数 再 由 四 舍 五 入 原则 得 


58709 
,52284 .89 
来 ， 因 为 3505~0. 89056~~0. 89 一 100。 


宋 元 以 后 由 于 普遍 采用 十 进 小 数 进行 运算 ， 四 舍 五 入 原则 
就 显得 更 为 必要 . 《算法 统 宗 》 对 此 再 次 作 了 说 明 ;“ 今 但 有 奇 
零 者 至 于 毫 忽 ,以 五 收 之 , 以 四 去 之 ”四舍五入 这 一 名 称 的 来 
源 大 概 就 出 于 这 人 句 话 。 


C 参阅 李 人 《中 算 家 的 分 数论 )《 中 算 史 论 从 》， 第 一 集 ， 科 学 出 版 社 ，1954 
年 第 一 版 。 
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其 率 术 与 反 其 率 术 
《 九 章 算术 》 票 米 章 最 后 九 问 提出 了 一 种 特殊 的 分 数 近 似 
法 ,这 就 是 其 率 术 和 有 反 其 率 术 。 第 42 题 为 ; 


“ 今 有 出 钱 一 万 三 千 九 百 七 十 , 买 经 一 石 二 钧 二 十 和 八 帮 
三 两 五 匆 。 铅 其 贵贱 斤 率 之 , 问 各 几何 ?29) 


“和 欲 其 贵贱 斤 率 之 ,意思 是 以 斤 为 单位 按照 丝 的 优先 定 出 两 种 
价格 。 其 率 术 称 ， 


“各 置 所 买 石 、 钧 、 斤 、 两 以 为 法 ,以 所 率 乘 钱 数 为 实 , 实 
如 法 而 一 。 不 满 法 者 反 以 实 减法 ,法 贱 实 贵 。”% 


依 术 文 演 草 : 


“所 买 ” 即 法 为 ((((1 x 4 十 2)X30 十 28)X16) 十 3)X24 十 5 
二 79949 铁 ; 

“所 率 ” 为 1 斤 =1x16X24 王 384 铁 ; 

“所 率 乘 钱 数 ” 即 实 为 384 X13970 二 5364480; 

Pe  、 7 7897 pp 

实 如 法 而 一 ”为 5364480 二 79949 二 67 70045 钱 ; 
以 上 过 程 是 求 每 斤 丝 的 价格 ,《 九 章 算术 》 中 称 为 经 术 术 .由 于 
所 得 答案 不 是 整数 ， 这 就 产生 了 将 丝 分 成 两 品 分 别 定价 的 其 率 
器 题 ,“ 其 ” 字 在 这 里 具有 商议 和 近似 的 双重 意思 。 其 率 术 的 关 


CT 名 钱 宝 琼 校 点 《4 算 经 十 书 》 上 册 , 第 126 一 127 页 。 
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键 是 后 而 几 和 名 : 


“不 满 法 者 ” 即 上 述 除法 中 的 余数 7897; 
“ 反 以 实 减法 ” 即 79949 一 7897 王 72052 岂 


“法 贱 ” 即 在 原先 放置 除数 的 位 置 上 的 数字 就 是 贱 丝 数 
72052 铁 , 每 斤 值 67 钱 ;“ 实 贵 ” 即 在 原先 放置 被 除数 的 位 置 上 
的 数字 就 是 贵 丝 数 7897 铁 ， 每 斤 值 68 钱 。 

一 般 来 说 ， 若 物价 总 数 为 M 钱 , 物品 单位 数 为 N, 而 M 二 
N=P 余 r, 则 贱 品 为 N 一 r 单位 ,单价 为 P; 贵 品 为 r 单位 , 单 
价 为 P 十 1,， 这 就 是 其 率 术 的 实质 。 对 此 刘 徽 的 解释 是 ; 为 了 使 
单价 为 整数 ,可 将 余数 r+ 钱 分 到 个 单位 中 而 令 每 个 单位 提高 1 
钱 ， 这 样 就 有 r 单位 的 价格 为 P 十 1 钱 ， 是 为 “法 贵 >， 剩 下 
一 个 单位 的 价格 则 为 P 钱 ， 是 为 “ 实 贱 ”。 

当 钱 少 物 多 ( 即 M<N) 时 , 就 用 “每 钱 值 几 物 ”的 形式 计 
价 ， 为 此 需 用 钱 数 来 除 物 数 ， 这 就 是 反 其 率 术 : 


“以 钱 数 为 法 ， 所 率 为 实 ， 实 如 法 而 一 。 不 满 法 者 反 
以 实 减法 ,法 少 , 实 多 。 二 物 各 以 所 得 多 少 之 数 乘法 实 ， 即 
物 数 。”@ 


妈 由 带 余 除 法 N 二 M 一 P 余 r， 得 贱 物 共 值 r 钱 ， 每 钱 可 购 P 十 
1 物 ， 是 为 “ 实 多 ”; 得 贵 物 共 值 M 一 r 钱 ， 每 钱 可 购 P 物 ,是 
为 “法 少 ”; 又 得 贱 物 总 数 为 r (P 十 1)， 贵 物 总 数 为 (M 一 r) P， 


@@ 在 筹 式 除法 运算 中 , 余数 最 后 的 数字 就 是 在 原来 被 除数 即 实 的 位 置 上 , 因 
此 这 里 “ 反 以 实 减法 ”的 “ 实 ” 系 指 余数 7897; 辣 理 ， 下 面 一 句 “ 法 贱 实 焉 ”的 
“法 ”与 “ 实 ”"， 也 是 指 筹 式 运算 开始 时 除数 与 被 除数 的 位 置 而 言 。 这 一 解释 可 由 至 
不 足 术 中 “以 约法 实 ; 实 为 物价 ， 法 为 人 数 ”一句 得 到 旁证 。 

四 钱 宝 琼 校 点 〈 算 经 十 书 ) 上 抽 ， 第 128 页 。 
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合计 正好 是 MP 十 r= 二 N。 举 例 来 说 ， 杰 米 章 第 46 题 已 知 用 980 
钱 买 5820 枚 箭 杆 ,“ 欲 其 贵贱 率 之 , 问 各 几何 ?” 因 为 5820 二 980 
二 5 余 920, 可 知 贵 者 5 枚 值 1 钱 , 共 (980 一 920) X5 一 300 枚 ; 
加 者 6 枚 值 1 钱 ， 共 920Xx6=5520 枚 。 

朱 世 杰 《 算 学 启 焉 》 卷 中 有 贵贱 反 率 门 共 八 问 ， 其 设 问 造 
术 均 与 《 九 章 算术 》 一 致 。 

综 上 所 述 ,可 知 其 率 术 和 反 其 率 术 的 基础 都 是 带 余 除 法 ,其 
实质 是 把 分 数 数据 化 成 一 对 整数 的 不 足 近 似 值 和 过 剩 近似 值 
( 即 贱 率 和 贵 率 》, 它们 是 中 算 家 分 数 近似 法 的 先导 ,有 的 数学 
史 论 著 把 它们 说 成 是 不 定 方程 组 问题 是 错误 的 。 

调 日 法 

调 日 法 是 中 算 家 所 习 用 的 另 一 种 分 数 近 似 法 ， 据 《 宋 史 。 
” 律 历 志 》 记 载 ， 周 琼 《 明 天 历 》 中 首先 提 到 调 日 法 系 由 南北 朝 
的 何 承 天 所 创 : 


“ 宋 世 何 承 天 更 以 四 十 九 分 之 二 十 六 为 强 率 ， 十 七 分 
之 九 为 弱 率 , 于 强 弱 之 际 以 求 日 法 。 承 天 日 法 七 百 五 十 二 ， 
得 一 十 五 强 ， 一 弱 。 自 后 治 历 者 莫不 因 承 天 法 ， 累 强 弱 之 
数 。 


古代 爵 算 家 用 分 数 表示 天 文 数据 的 奇 零 部 分 ， 一 般 将 朔 望 
月 长 度 奇 零 部 分 的 分 母 称 为 日 法 ， 分 子 称 为 逆 余 ， 它 们 是 一 部 
历法 的 基本 数据 。 为 了 与 观测 数据 更 好 地 吻合 ， 有 时 也 为 了 数 


中 各 阅 李 继 闪 《其 率 术 辨 ),《 中 国 数学 史 论文 集 》。( 一 )， 山 东 教 育 出 版 社 ， 
1985 年 


@ 元 ] 赔 脱 等 《 宋 史 》 卷 七 十 四 《 律 历 志 七 ),《 二 十 五 史 》 本 ,第 5387 页 
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术 或 美学 方面 的 目的 , 历 算 家 往往 在 旧 有 数据 的 基础 上 对 日 法 、 
逆 余 进行 改造 ， 这 就 是 调 日 法 的 实际 背景 。 从 数学 上 来 讲 ， 调 
日 法 就 是 用 一 对 不 足 和 过 剩 近似 分 数 的 带 权 加 成 来 逼近 实验 数 
据 或 者 获得 理想 数据 。 就 何 承 天 来 说 , 两 个 近似 分 数 是 二 和 人 5 ， 
由 此 调 得 朔望月 奇 零 为 


26X15 十 9X1 399 
49X15 十 17X1 752 


即日 法 752， 朔 余 399 。 
可 以 证 明 ， 分 数 卫 能 表 为 Sm 二 aa (其 中 m、n 管 为 正 束 


pim 十 Pin 
数 ) 的 充 要 条 件 是 
-dd 
pi p 一 P， 
因此 由 调 日 法 总 可 以 调 出 介 于 强 、 弱 二 率 之 间 的 近似 分 数 来 。 


如 果 强 、 弱 二 率 满足 条 件 
Q2 di 


p; Pi 
则 和 池 为 一 渐进 分 数 序列 中 的 相 邻 二 数 ， 反 之 亦 然 。? 

这 一 性 质 使 调 日 法 具有 更 深刻 的 数学 内 涵 ， 同 时 也 给 中 算 
史 的 研究 带 来 不 少 疑点 。 因 为 何 承 天 的 强 、 弱 二 率 恰好 满足 上 
述 条 件 ， 其 数据 的 来 源 就 引起 了 研究 者 们 的 注意 ， 有 人 认为 它 
们 直接 来 自古 代 的 渐进 分 数 算法 ， 当 然 这 一 推测 还 需要 更 多 的 
史料 来 证 实 。 

另 一 个 有 趣 的 猜测 是 祖冲之 圆周 密 率 的 来 源 ， 有 人 提出 系 


一 ] 


@ 参阅 李 继 闵 《关于 调 日 法 的 数学 原理 )， 《西北 大 学 学 报 》, 自 然 科 学 版 ,1985 
年 ， 第 2 期。 
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由 调 日 法 而 来 ， 即 以 经 为 强 率 〈 此 为 祖 氏 约 率 ， 论 者 认为 何 承 


天 已 知道 此 值 )， 以 刘 徽 的 -0 为 弱 率 ， 由 调 日 法 得 
22 157 
7 50 


种 猜测 最 终 又 导致 ;1 是否 来 自 渐进 分 数 算法 的 问题 。 此 外 还 


有 人 指出 ， 祖 冲 之 的 约 率 和 密 率 都 是 由 连 分 数 展开 而 得 到 的 x 
的 最 佳 渐 近 分 数 .@ 中 国 古 代 有 无 连 分 数 或 类 似 的 渐进 分 数 算 
法 ? 调 日 法 或 许 是 解 开 这 个 谜 的 钥匙 之 一 。 

从 南北 朝 以 迄 宋 ， 历 算 家 普遍 应 用 调 日 法 来 获得 近似 分 数 
数据 ， 元 代 历 法 中 废除 日 法 之 后 ， 这 一 数学 方法 也 逐渐 被 人 中 
忘 。 清 代 李 锐 撰 《 日 法 朔 余 强 弱 考 》, 开创 了 近世 研究 调 日 法 的 
先河 。 

其 他 近似 方法 

中 国 古代 数学 中 还 有 许多 近似 方法 ， 这 里 仅 作 一 些 粗略 的 
介绍 。 

中 算 家 常用 近似 方法 来 表达 几何 关系 ， 例 如 用 “周三 径 
一 ”来 表示 圆周 与 直径 的 关系 ， 用 “ 方 五 斜 七 ”来 表示 ， 正 方 
形 边 长 与 对 角 线 的 关系 。 中 算 家 的 割 贺 术 ， 其 本 质 是 用 圆 内 接 


22X9+157X1_355 9 注意 到 茸 和 起 ?满足 | 
7 5 


7X9450X1 113” 0 =1, 这 


DD 参阅 钱 宝 琛 《中 国 算 书 中 之 周 率 研究 》,《 科 学 》 第 8 卷 , 第 2、3 期 ，1923 
年 。 李 位 则 猪 测 以 汪 和 开 为 强 、 弱 二 率 ， 调 得 经 16 一 一 255， 参 阅 其 《中 算 


7X16 十 1X1 13” 全 
家 的 分 数论 》。 
加 参阅 华罗庚 《数论 导 引 》， 科 学 出 版 社 ，1957 年 第 一 版 ， 第 271 一 272 页 。 


某 数 的 最 佳 浙 近 分 数 下 -就 是 在 分 得 不 超过 p 的 分 数 中 最 接近 原 数 的 一 个 分 数 ,x 的 


、 3 22 333 355 103993 
最 佳 渐 近 分 数 序 列 是 1 » 7 » 1067? 1T13’ 33102 重 
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正 多 边 形 的 面积 或 周 长 去 逼近 贺 的 面积 或 周 长 ， 强 长 公式 、 己 
形 面 积 公式 以 及 其 他 曲 边 形 面 积 和 旋转 体 体 积 公 式 也 多 取 近 似 
形式 。 

在 代数 学 中 ， 中 算 家 曾 提出 “加 借 算 而 命 分 ”和 “不 加 借 
算 而 命 分 ”这 两 种 分 数 近 似 法 来 解决 开 方 不 尽 问 题 。 刘 徽 在 少 
广 章 开 方术 中 写 道 ;“ 令 不 加 借 算 而 命 分 ， 则 常 微 少 ; 其 加 借 算 
而 命 分 ， 则 又 微 多 .” 即 对 整数 N 开 得 方 根 的 整数 部 分 为 a， 尚 
有 余数 rzr=N 一 a: ， 则 


a 十 元 二 <VR VR<a 十 去 


《孙子 算 经 》、《 张 丘 建 算 经 》， 以 及 《五 经 算术 》 中 都 可 找到 这 
种 近似 命 分 法 。 此 外 ， 中 算 家 的 招 差 术 也 可 以 看 作 是 一 种 近似 
方法 ， 以 后 还 要 详 论 。 

最 令 人 感 兴趣 的 问题 ， 莫 过 于 中 算 家 是 否 使 用 过 类 似 于 连 
分 数 的 近似 方法 了 。 有 人 从 《级 术 》 这 一 书 名 推测 其 主要 内 容 
就 是 介绍 连 分 数 的 。 受 惠 于 中 国 古 代数 学 的 日 本 17 世纪 以 后 的 
数学 著作 中 ， 就 有 很 多 连 分 数 算法 。 更 重要 的 是 ， 中 国 古代 的 
更 相 减 损 术 与 连 分 数 算法 可 以 互相 沟 同 : 更 根 减 损 术 中 每 一 减 
数 去 减 被 减 数 的 次 数 ， 正 好 是 相应 连 分 数 中 的 各 级 分 母 。 举 例 
来 说 ， 由 113 和 355 作 更 相 减 损 运算 ， 有 : 
第 一 减 数 相 减 次 数 … 3 | 113 : 355 


~--=---- 一 一 <- 一 = 下 一 


第 三 减 数 相 减 次 数 …15 1 : 16 17… 第 二 减 数 相 减 次 数 


每 一 减 数 相 减 的 次 数 分 别 是 3、7、15, 它们 正好 是 下 5 连 分 数 展 


190 大 截 言 数 


ee 


开 式 中 的 各 级 分 母 ， 因 为 


355 1 
113 一 3 十 1 


7 十 I 
15 十 本 
因此 有 的 人 推测 中 国 古 代数 学 家 由 更 相 减 损 运 算 导 出 连 分 数 或 
渐 近 分 数值 有 的 人 进一步 指出 , 汉代 历法 家 从 约 分 术 发 展 而 
来 的 一 种 通 其 率 算法 ， 本 质 上 与 连 分 数 算 法 是 一 致 的 .@ 


DD 参阅 沈 康 身 《 更 相 减 损 术 源流 ).。 一 个 值得 注意 的 线索 是 : 秦 九 部 大 入 求 一 
术 中 的 和 乃 数 ,就 是 由 各 次 相 减 的 次 数 与 初始 的 单位 1 累 和 用 累 加 而 来 的 〔〈 和 参见 本 书 第 
272 页 ) 这 说 明 中 算 家 在 作 更 相 焉 搬运 算 时 是 会 考虑 各 次 相 减 的 次 数 的 。 

四 和 参 辣 李 坊 闵 《 通 其 率 考 释 》, 《中国 数学 史 论 文集 )》 (一 ) 。 


第 一 节 ”高 次 方程 


中 国 古 代 代数 学 中 最 辉煌 的 成 就 之 一 ， 就 是 解 一 般 数字 方 
程 的 增 乘 开 方法 .尽管 这 一 方法 的 最 终 完 备 是 13 世纪 中 叶 的 事 
情 ， 但 是 它 的 胚 型 却 可 以 早 湖 到 《 九 章 算术 》 成 书 之 前 少 广 
章 的 开 方术 实际 上 就 是 解 一 类 特殊 的 高 次 方程 ， 而 解 一 般 高 次 
数字 方程 , 在 中 国 古 代 也 被 叫做 “ 开 方 >。 夫 元 术 和 四 元 术 是 中 
国 古 代 代数 学 家 的 另外 两 大 杰出 创造 ， 二 者 最 终 亦 归结 为 解 高 
次 方程 。 此 外 ， 中 国 古代 有 关 代 数 方程 的 理论 以 及 对 有 理 数 的 
扩充 ， 也 都 直接 受 惠 于 开 方 与 解 高 次 方程 。 


(一 ) 开 方 
开平 广 
《 九 章 算 术 》 少 广 章 开 方术 日 ， 


“ 置 积 为 实 。 借 一 算 步 之 ， 超 一 等 。 议 所 得 ， 以 一 乘 
所 借 一 算 为 法 而 以 除 。 除 已 ， 倍 法 为 定 法 。 其 复 除 ， 折 法 
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而 下 。 复 置 借 算 步 之 如 初 。 以 复议 一 乘 之 ， 所 得 副 ， 以 加 
定 法 ， 以 除 。 以 所 得 副 从 定 法 。 复 除 折 下 如 前 。” 


下 面 以 少 广 章 第 12 题 为 例 对 此 术 文 进行 解释 ,题目 相当 于 
求 55225 的 正平 方 根 : 

(1)“ 置 积 为 实 。 借 一 算 步 之 ， 超 一 等 。” 

被 开 方 数 55225 称 为 “ 实 ”; 下 隔 一 行 置 一 算 筹 于 个 位 称 为 
“ 借 算 ”， 将 “ 借 算 ” 向 左 移 动 以 确定 其 最 高 位 数 〈“ 借 算 ” 位 
数 不 能 高 于 “ 实 ”) 称 为 “ 步 ”， 隔 一 位 一 “ 步 ” 称 为 “ 超 一 
等 "， 移 动 后 之 “ 借 算 ”表示 10000。 

(2)“ 议 所 得 ， 以 一 乘 所 借 一 算 为 法 而 以 除 。” 

在 百 位 上 “ 议 得 ” 方 根 第 一 位 数字 2， 将 此 数 乘 以 “ 借 算 ” 
得 “法 ”，2X10000 二 20000， 以 下 按 除 法 运算 在 “ 实 ” 这 一 行 
中 有 : 55225 一 2X20000= 一 15225。 

(3)“ 除 已 , 倍 法 为 定 法 。 其 复 除 ， 折 法 而 下 。 复 置 借 算 步 
之 如 初 。” z 


(1) (2) (3) 


DD 钱 宝 琛 校 气 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 150 页 ; 此 处 改动 了 三 个 标点 符号 。 
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将 “法 ” 乘 以 2 为 “ 定 法 ”， 然 后 退 一 位 成 : 20000X 2 一 10 
一 4000; 按照 (1) 中 的 方法 重新 确定 “ 借 算 ”的 位 置 ，“ 步 
得 ”100。 

(4)“ 以 复议 -一 乘 之 ， 所 得 副 ， 以 加 定 法 ， 以 除 。” 

在 十 位 上 “复议 ”得 方 根 第 二 位 数字 3， 将 此 数 乘 以 “ 借 
算 ” 为 “所 得 ?: 3X 100=300,， 暂 置 于 “ 定 法 ”之 下 称 为 
“ 副 ”， 又 将 “所 得 ”加 到 “ 定 法 ”4000 上 得 4300; 在 “ 实 ” 这 
一 行 中 进行 除法 运算 ， 有 : 15225 一 3X4300 一 2325。 

(5)“ 以 所 得 副 从 定 法 x 复 除 折 下 如 前 。” 

骨 把 “所 得 ”300 加 到 新 的 “ 定 法 ”4300 上 ， 得 4600。 按 
照 (3) 中 的 方法 将 “ 定 法 ” 退 一 位 成 460,“ 借 算 ” 则 表示 1。 

(6) 在 个 位 上 “ 议 得 ” 方 根 第 三 位 数字 5, 仿照 (2)、(4) 
在 “ 实 ” 这 一 行 中 有 : 2325 一 5X465 一 0， 表示 开 方 已 尽 , 方 根 
为 235。 


| 三 tl 


Wl 
i 


HI 二 


(4) (5) (6) 


《 九 章 算术 》 中 共有 五 道 专 门 提供 开平 方 演算 的 习题 ， 在 
其 他 一 些 题目 中 也 涉及 开平 方 运算 。 除 此 之 外 ， 《孙子 算 经 》、 
《夏侯 阳 算 经 》 以 及 杨辉 《详解 九 章 算法 》 都 对 开 方 运算 作 了 详 
尽 的 介绍 。 

开 立 方 
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ee 一 mrorrovrmrommoemmoemeemmemmmmmmmmemmmmreremmemeeoomamm 


《 九 章 算术 ) 少 广 章 有 四 道 专门 提供 开 立 方 演算 的 习题 , 其 
开 立 方术 为 ， 


“ 置 积 为 实 。 借 一 算 步 之 ， 超 二 等 。 议 所 得 ， 以 再 乘 
所 借 一 算 为 法 而 除 之 。 除 已 ， 三 之 为 定 法 。 复 除 ， 折 而 下 。 
以 三 乘 所 得 数 置 中 行 。 复 借 一 算 置 直行 步 之 ， 中 超 一 ,， 下 
超 二 等 。 复 置 议 ， 以 一 乘 中 ， 再 乘 下 ， 曾 副 以 加 定 法 。 以 
定 法 除 。 除 已 ,， 倍 下 ， 并 中 从 定 法 。 复 除 ， 折 下 如 前 。” 


下 面 以 少 广 章 第 19 题 为 例 说 明 ,题目 相当 于 求 1860867 的 立方 
根 : 

(1)“ 置 积 为 实 。 借 一 算 步 之 ， 超 二 等 .” 

先 列 出 开 方 数 即 “ 实 ”1860867; 下 隔 二 行 置 “ 借 算 ”1 ， 然 
后 向 左 每 隔 二 位 移动 一 次 “ 借 算 ”以 确定 其 最 高 位 数 ， 此 时 
“ 借 算 ” 表 示 1000000。 

《2)“ 议 所 得 ， 以 再 到 所 借 一 算 为 法 而 除 之 。” 

在 百 位 “ 议 ” 得 立方 根 第 一 位 数字 1， 以 此 数 的 平方 磁 以 
“ 借 算 ”为 “法 ”， 即 1:x1000000， 在 “ 实 ” 这 一 行 作 除法 有 : 
1860867 一 1X (1*X1000000) 一 860867。 

(3)“ 除 已 ， 三 之 为 定 法 。 复 除 ， 折 而 下 。 以 三 乘 所 得 数 置 
中 行 。 复 借 一 算 置 下 行 步 之 ， 中 超 一 ， 下 超 二 等 .” 

将 “法 ” 乘 以 3 为 “ 定 法 ”， 然 后 退 一 位 成 : 1000000X 3 二 
10 王 300000: 将 “所 得 ”100 乘 以 3 放置 在 “中 行 >,“ 中 超 一 ” 

为 30000; 又 按照 (1) 的 方法 重新 确定 “ 借 算 ” 位 数 :“ 下 超 二 


@ 性 宝玉 尽 点 《 算 经 十 书 》 土 册 、 第 153 一 154 页 ;此 处 标点 符号 跟 有 改动 。 
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等 ”为 1000。 


二 T 本 上 TT 
| 
定 法 三 
< 人 
中 行 > 
~ 


(0D) 


人 


(1) (2) (3) 


(4)“ 复 置 议 ， 以 一 乘 中 ， 再 习 下 ， 和 组 副 以 加 定 法 。” 

在 十 位 “ 议 ” 得 立方 根 第 二 位 数字 2， 以 此 数 乘 “中 ”得 ? 
X30000 王 60000, 以 此 数 的 平方 乘 “ 下 ”得 22X1000 一 4000, 将 
这 两 个 乘积 暂时 分 置 “中 ”“ 下 ”之 下 ， 称 为 “ 副 ”， 再 把 它们 
加 到 “ 定 法 ”上 得 300000 十 60000 十 4000 王 364000。 

(5)“ 以 定 法 除 。 除 已 ， 倍 下 ， 并 中 从 定 法 。” 

在 “ 实 ” 这 一 行 作 除法 得 860867 一 2X364000 王 132867; 然 
后 将 “下 副 ” 之 数 乘 以 2， 加 上 “中 副 ” 之 数 再 一 同 加 到 “ 定 


(4) (5) (6) 
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法 ”之 中 ， 有 364000 十 60000 十 2X4000 一 432000。 

(6)“ 复 除 ， 折 下 如 前 。” 

在 个 位 上 “ 议 ” 得 立方 根 第 三 位 数字 3, 仿照 (4)、(5) 确 
定 “ 借 算 ” 为 1,“ 定 法 ”为 44289; 然后 在 “ 实 ” 这 一 行 作 和 除 
法 ， 有 : 132867 一 3X44289 一 0、 表 明 开 得 立方 根 123。 

可 以 看 出 ,《 九 章 算 术 》 开 立方 术 不 过 是 开平 方术 的 三 维 推 
广 而 己 。 关 于 这 一 点 ， 从 它们 各 自 的 几何 解释 中 就 看 得 更 明显 
了 。 

开平 方 与 开 立 方 的 几何 解释 

刘 币 关于 开 方 术 和 开 立 方术 的 注 文 ， 提 供 了 上 述 开 方 原理 
的 几何 模型 。 以 少 广 章 第 12 题 为 例 ， 他 对 开 方 术 的 解释 如 下 : 

步骤 (1) 相当 于 给 出 一 个 面 
积 为 55225 的 大 正方 形 。 

步骤 (2) 相当 从 此 方 中 割 去 
一 个 面积 为 202 的 次 方形 ， 即 刘 
徽 所 谓 “ 先 得 黄 甲 之 面 .” 

步骤 (3) 相当 于 预先 算出 两 
个 朱 称 之 长 即 2X200, 准备 下 一 
次 分 割 ， 即 刘 徽 所 谓 “ 预 张 两 面 

步骤 (4) 相当 于 从 剩余 部 分 中 割 出 一 个 总 面积 为 (2X200 
十 30) X30 的 朱 赛 和 黄 乙 。 

步骤 (5) 相当 于 预先 算出 两 个 青 守 之 长 即 2 义 0200 十 30)， 
准备 下 一 次 分 割 ， 即 刘 微 所谓 “是 则 张 两 青 哈 之 变 。” 

步骤 (6) 相当 于 从 剩余 部 分 中 割 去 一 个 总 面积 为 (2X230 
十 5) X5 的 青 医 和 黄 两 ， 无 余数 表示 恰好 割 尺 ， 则 原 方形 的 边 


图 3 一 1 开平 方 的 几何 解释 
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长 为 235。 

刘 徽 的 注释 表明 ， 中 国 上 古代 的 开平 方 过 程 就 是 从 方 各 所 表 
示 的 正方 形 中 连续 割 去 若干 个 次 方形 以 及 其 相应 的 两 矩形 连同 
一 个 对 顶 小 正方 形 的 过 程 ， 而 每 次 所 割 次 方形 的 边 长 恰好 是 所 
求 方 根 的 各 位 数值 . 

开 立 方术 的 道理 与 此 相仿 ,不 过 是 把 二 维 图 形 推广 到 三 维 。 
以 少 广 章 第 19 题 为 例 ， 刘 微 的 解释 如 下 : 

步骤 (1) 相当 于 给 出 
一 个 体积 为 1860867 的 大 
立方 体 。 

步骤 〈2) 相当 于 从 中 
割 去 一 个 体积 为 1000000 
的 次 立方 体 。 

步 台 (3) 相当 于 预先 
算出 三 个 标记 为 朱 的 长 方 
体 之 表面 积 ， 总 数 为 3X 

图 3 一 2 开 立 方 的 几何 解释 1002 。 

步骤 〈4) 相当 于 预先 算出 三 个 标记 为 朱 ' 的 长 方 体 之 表面 
积 , 总 数 为 3X100X20); 又 预先 算出 一 个 图 上 未 能 标记 出 来 
的 正方 体 的 表面 积 为 20?。 

步骤 (5) 相当 于 从 剩余 立体 中 割 去 总 体积 为 (3X100 十 3 
X100X20 十 20:) x20 的 上 述 七 个 立体 。 

步骤 (6) 相当 于 割 去 剩余 的 二 块 青 、 三 块 青 ' 和 一 块 图 上 未 
能 标记 出 来 的 小 立方 。 

与 开平 方 的 注释 类 似 ， 刘 徽 把 开 立 方 的 过 程 解释 成 是 从 立 
方 体 中 连续 割 去 若干 个 次 立方 体 ， 以 及 与 其 毗邻 的 六 个 长 方 体 
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连同 一 个 对 顶 小 立方 体 的 过 程 ， 而 每 次 所 割 次 立方 体 的 楼 长 恰 
好 是 所 求 立 方 根 的 各 位 数值 。 不 过 刘 徽 很 可 能 并 没有 画 出 上 面 
的 立体 图 来 , 而 是 借助 于 立体 模型 来 说 明 的 ; 因为 他 说 :“ 言 不 
尽 意 ， 解 此 要 当 以 棋 ， 乃 得 明 耳 。”“ 棋 ”就 是 标准 的 立体 模型 ， 
本 书 第 四 章 中 还 要 提 到 。 

类 似 于 图 3 一 1 的 图 形 曾 出 现 于 欧 几 里 得 《原本 》 卷 2 的 第 
4 个 命题 中 ， 作 者 用 它 来 显示 (a 十 b)? 二 a? 十 2ab 十 b? 的 几何 意 
义 ， 而 没有 想到 利用 它 来 开平 方 。 比 刘 币 稍 迟 的 亚历山大 里 亚 
的 西 人 篇 (Theon of Alexandria) 曾 用 此 图 来 解释 托 勒 密 (Ptole- 
my， 公 元 85? 一 165 年 ) 的 开 方 法 。 至 于 用 立体 模型 的 分 割 来 

解释 开 立 方 的 过 程 ， 在 古代 世界 似乎 只 有 刘 徽 一 个 人 。 

开 方 作法 本 源 图 : 一 般 高 次 开 方 法 

三 次 以 上 的 开 方 问题 无 法 借助 几何 直观 来 解释 ， 取 而 代 之 
的 是 纯粹 的 代数 工具 一 一 二 项 展开 式 的 系数 表 。 z 

《 宋 史 。 艺 文 志 》 录 有 页 宪 《 黄 帝 九 章 算法 细 草 》9 卷 ， 书 
已 无 存 ， 但 其 中 许多 内 容 为 一 百 余 年 后 的 杨辉 辑 入 其 自 撰 的 
《详解 九 章 算法 》 之 中 。 杨 辉 此 书 载 有 如 下 的 开 方 作法 本 源 图 ， 
并 指明 其 “出 释 锁 算 书 ， 贾 宪 用 此 术 .”d“ 释 锁 ” 是 朱 代 数学 家 
开 方 或 解数 字 方 程 的 代名词 ， 杨 辉 在 卷 末 之 每 类 中 还 引用 了 
“ 贾 宪 立成 释 锁 平方 法 ”和 “页 宪 立 成 释 锁 立 方法 ”， 后 来 刘 汝 
谐 扎 书 名 《如 积 释 锁 》， 朱 世 杰 《 算 学 启蒙 》 中 亦 有 开 方 释 锁 门 。 
《 释 锁 算 书 》 是 贾 宪 所 撰 还 是 他 人 的 著作 而 为 页 宪 扬 引 , 抑或 就 
是 《黄帝 九 章 算法 细 草 》 中 某 些 章节 的 名 称 , 现 已 无 从 考据 , 但 


中 杨 评 《详解 九 章 算法 》 全 书 也 已 亡 佚 , 但 其 部 分 内 容 被 明代 《永乐 大 典 》 所 
著录 ， 本 节 所 引 俱 出 于 《水 乐 大 肉 》 卷 16344 。 
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贾 完 借助 此 图 开 高 次 方 却 是 无 庸 置 疑 的 。 


浆 扯 光志 -Tp We 


si me 


OAOPAC LE 

a 广角 要 容 坊 : 
Coo ees 
A0 


OO55 从众 只 想 这 
© 


bi ban hi 和 字 基 时 从 新 术 生 导 必 各 不 村 忆 
bi 失当- 乞 。 叉 放 
人 


开 方 作法 本 源 了 图 〈 采 自 《 永 乐 大 次》16344 卷 ) 
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图 中 数字 排列 成 一 个 三 角形 ， 每 一 横行 恰好 是 二 项 展开 式 
(x 十 a)" 二 他 ,Cixia 
中 的 各 项 系数 CI、Cl、C:、…、Cs-!、C:。 图 下 注 文 为 “ 左 素 
有 力 积 数 , 右京 乃 隅 算 , 中 藏 者 第 廉 ， 以 廉 滋 商 方 , 命 实 以 除 之 。” 
前 两 馈 系 指 三 角形 最 外 边 的 两 列 数字 分 别 对 应 各 次 开 方 之 积 与 
阳 算 ;2 第 三 句 是 说 中 间 的 数字 分 别 对 应 开 方 过 程 中 所 出 现 的 
各 廉 ; 后 两 句 是 对 开 方 算法 的 概括 。 
设 x"=A, 者 x 仅 为 一 位 数字 , 不 难 通过 试验 确定 其 值 ; 若 
x 具有 2 个 有 效 数字 ， 令 x 二 a 十 b (其 中 a 的 位 值 是 b 的 10 
倍 ) ， 则 
x" 一 (a 十 b) 一 Coa" 十 Cla" ilib 十 Cia" -中 ?十 … 
二 Cr-1ab"! 二 Cab? 
二 a 十 b (Cia”! 十 Cia™?b 十 … 十 Ci iab"-? 
二 Cab"-!) 
==A,， 
即 b 一 (A 一 a*) 三 〈Clan-! 十 Ciar lb 十 Clab*-: 十 
Cab"-!) 
在 估算 出 a 后 作 减 法 A 一 a*， 然 后 利用 上 一 关系 就 可 以 求 出 b 
来 .如果 x 的 有 效 数字 的 个 数 多 于 2, 求 出 第 二 位 数字 后 又 可 依 
照 同 样 方法 继续 计算 后 面 的 有 效 数字 。 这 大 概 就 是 页 宪 所 创立 
成 释 锁 开 方法 的 原理 ， 因 为 “立成 ”就 是 表格 ,“ 立 成 释 锁 ” 意 
指 由 开 方 作法 本 源 图 所 提供 的 诸 Cs 〈i 一 1，2，…，n) 来 确定 
诸 廉 ， 然 后 “以 廉 乘 商 方 ”( 即 Cian-ibi) ， 再 “ 命 实 以 除 之 ”( 即 


@“ 夺 ” 通 指南 北 长 度 ; 一 说 此 为 古 “ 邪 ” 字 “ 变 ”之 误 笔 ,“ 那 ” 通 “ 斜 ” 
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A 一 a”_) ”以 《详解 九 章 算 法 》 中 求 1336336 的 四 次 方 根 为 
>)ce- a" 
例 ， 试 得 第 一 位 有 效 数字 3 后 即 有 
b 一 (1336336 一 304) 二 (4X30 十 6X30b 十 4X30Xb’ 


十 b3) 
试 除 后 得 b= 二 4， 基 Y1336336 一 

杨辉 所 引 开 方 作法 本 源 图 后 ， 还 有 增 乘 方 求 廉 法 草 ， 用 以 
说 明 此 图 与 增 乘 开 方 法 的 关系 ， 内 中 给 出 的 构成 规律 相当 于 
Cit 二 Cs! 十 Cs。。 由 于 开 方 作法 本 源 图 蕴含 着 这 样 的 组 合 性 质 ， 
后 来 又 成 了 中 算 家 高 阶 等 差 级 数 与 内 播 法 〈 即 夫 积 招 差 ) 研究 
中 的 重要 工具 。 

朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 中 也 有 类 似 图 形 ， 不 过 层 数 由 七 增 至 
九 ， 图 中 注 有 “中 藏 毕 康 ， 开 则 横 视 ”八字 ， 点 明 开 方 时 要 用 
到 相应 横行 中 的 各 个 数据 。 除 此 之 外 吴 敬 、 周 述 学 、 程 大 位 、 梅 
文 易 等 人 的 著作 中 都 有 这 种 乘 方 图 , 其 中 梅 文 易 的 图 形 高 达 13 
次 苦 。 

在 国外 ， 中 亚 数 学 家 阿尔 。 卡 西 在 贾 宪 之 后 约 380 年 首先 
绘 出 类 似 的 数 表 并 用 之 开 高 次 方 。 以 后 德国 和 法 国 的 一 些 学 者 
亦 曾 引用 ， 而 尤 以 法 国 数学 家 帕斯卡 于 1654 年 发 表 的 论文 为 
著 , 因 此 在 西方 就 把 二 项 展开 式 的 系数 表 称 为 帕斯卡 三 角形 ,从 
现 有 资料 来 看 ， 公 元 11 世纪 的 茧 宪 是 最 早 应 用 这 一 图 形 的 人 ， 
因此 应 该 称 为 页 宪 三 角形 。 


@ 不 题 系 用 增 梨 开 方法 演算 的 , 很 可 能 引 自 页 完 的 著作 .。 增生 开 方法 与 立成 
释 锁 开 方法 的 不 同 在 于 它 是 通过 自 下 而 上 的 累加 ( 减 》 累 乘 而 不 是 通过 查 表 来 确立 
各 廉 ， 详 见 后 节 .、 
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图 3 一 3 朱 世 杰 古 法 七 乘 方针 


《二 ) 高 次 方程 数值 解 


带 从 开 方 法 
先 看 一 个 间接 的 例子 .在 开平 方 的 前 三 步 完 成 之 后 ,由 筹 式 
算 草 (3)( 第 192 页 ) 所 表示 的 是 一 个 含有 一 次 项 的 二 次 方程 
100x2z 十 4000x 一 15225 
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或 y: 十 400y 一 15225 (y= 10x) z 
从 几何 学 意义 上 来 讲 , 这 一 方程 的 两 边 相 当 于 图 3 一 1 中 割 去 黄 
甲 之 后 所 剩 曲 尺 形 的 面积 , y 则 相当 于 该 曲 扩 形 的 宽 。 在 《 九 章 、 
算术 》 中 ， 一 次 项 的 系数 称 为 从 法 ， 相 应 的 开 方 就 称 为 带 从 开 
方 。 由 此 可 见 开 带 从 平方 的 算法 实际 上 已 包含 在 《4 九 章 算术 》 的 
开 方 术 中 了 ; 换 句 话 来 说 ， 由 《 九 章 算术 》 的 开 方 术 可 以 很 自 
然 地 推广 出 求 二 次 方程 
x* 十 Bx 一 A (A>0, B>0) 
正 根 的 方法 。 这 一 分 析 表 明 ， 中 算 家 开 带 从 平方 的 历史 至 少 可 
以 上 济 到 《 九 章 算术 》 被 元 成 的 前 夜 。 
开 带 从 平方 在 《 九 章 算术 》 中 也 有 直接 的 反映 ， 勾 股 章 第 
20 题 就 要 求解 方程 
x2 十 34x 一 71000 
术 文 称 34 为 “从 法 "”， 刘 徽 还 借助 几何 模型 解释 了 “从 法 ”的 
意义 。 在 赵 爽 为 《 周 佣 算 经 》 所 作 的 勾 股 贺 方 图 注 中 则 有 这 样 
-一段 话 :“ 以 差 实 减 弦 实 , 半 其 余 , 以 差 为 从 法 , 开 方 除 之 。” 翻 
译 出 来 就 是 说 在 直角 三 角形 中 ， 奉 已 知 弦 c 及 勾 股 差 b 一 a， 求 
勺 x 一 a 要 用 开 带 从 平方 
xX“ 十 (b 一 a) x 二 


来 解决 .《 张 丘 建 算 经 》 卷 中 第 22 题 和 卷 下 第 9 题 也 都 属于 开 
带 从 平方 问题 。 | 
同样 道理 ， 在 古代 开 立 方术 中 也 已 蕴含 着 求 形 如 
x 十 Bx* 二 Cx 二 A (A>0, B>0, C>0) 
的 方程 正 根 的 方法 ， 这 就 是 开 带 从 江 方 法 。 王 孝 通 《 缉 古 算 
经 》 中 有 多 题 涉及 多 面体 体积 和 直角 三 角形 之 面积 与 边 长 关系 ， 


ci— (ba)’. 
2 
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都 用 开 带 从 立方 法 求 得 答案 。 

正 负 开 方术 

《 隋 书 。 律 历 志 》 在 介绍 祖冲之 的 数学 工作 时 提 到 :“ 又 设 
开 差 考 ， 开 差 立 ， 兼 以 正 负 参 之 .”“ 开 差 者 ?>、“ 开 差 立 ”,， 很 可 
能 就 是 各 项 系数 可 为 负数 的 开 带 从 平方 和 开 带 从 立方 出 ， 不 过 
由 于 祖冲之 的 著作 已 经 失传 ， 这 一 论断 还 无 法 最 终 确 证 。 

关于 系数 可 为 人 负数 的 开 带 从 平方 法 的 明确 记录 ， 最 早 见 于 
北宋 刘 益 的 《 议 古 根源 》。 该 书 虽 然 早已 失传 , 但 其 部 分 内 容 为 
杨辉 的 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 所 征 引 。 杨辉 自序 称 :“ 中 山 刘 先 
生 作 《 议 古 根源 》…… 引用 带 从 开 方 正 负 损益 之 法 ， 前 十 之 所 
未 闻 也 。” 在 《乘除 通 变 本 末 》 卷 上 中 ， 杨 辉 也 说 :“ 刘 益 以 勾 
和 股 之 术 治 演 段 锁 方 。 扎 《 议 古 根源 》 二 百 问 ， 带 益 唤 开 方 ， 实 
冠 前 十 .” 现 以 《田亩 比 类 乘除 捷 法 》 卷 下 所 引 《 议 证 根源》 之 
第 2 问 为 例 , 题 旦 :“ 直 田 积 八 百 六 十 四 步 , 只 云 阔 不 及 长 一 十 
二 步 , 问 长 几何 ?” 术 文 说 ;“ 置 积 为 实 ， 以 不 及 十 二 步 为 负 方 ， 
开平 方 除 之 即 长 .” 即 解 方程 

x“ 一 12x 一 864 
此 方程 的 一 次 项 系数 为 负 ， 书 中 称 为 “ 负 方 >。 同 卷 第 4 问 为: 
“ 直 田 积 八 百 六 十 四 步 ， 只 云 长 益 共 六 十 步 , 谷 先 求 阔步 问 得 几 
何 ?” 由 此 列 出 的 方程 为 
一 X2 十 60x 一 864 

这 里 二 次 项 的 系数 为 负 ， 书 中 称 为 “ 益 隅 ”;“ 益 ” 即 “ 负 ”。 

刘 益 把 传统 的 开 带 从 平方 法 推广 到 “ 负 方 ”和 “ 益 隅 ”两 
种 类 型 中 ， 并 指出 在 开 方 过 程 中 有 时 常数 项 会 由 正 变 负 (他 称 


中 参阅 钱 宝 琼 《 增 乘 开 方法 的 历史 发 展 》,《 宋 元 数学 史 论 文集 )。 
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之 为 “ 翻 积 "”， 同 时 他 的 书 中 还 有 四 次 方程 的 增 乘 开 方法 ， 他 
的 工作 构成 增 磁 开 方 法 发 展 中 的 重要 一 环 。 

增 乘 开 方法 : 高 次 方程 数值 解 的 一 般 方 法 

由 古代 开 方 术 入 生出 来 的 高 次 方程 数值 解法 ,经 过 贾 宪 、 刘 
益 、 杨 辉 等 人 推广 和 传播 , 到 13 世纪 已 被 发 展 成 系统 的 增 乘 开 
方法 ， 秦 九 韶 、 李 冶 、 朱 世 杰 的 著作 中 都 有 记录 ， 而 以 秦 氏 
《 数 书 九 章 》 论 述 最 详 。 

从 现代 代数 学 的 意义 上 讲 , 增 乘 开 方 法 应 包括 四 类 算法 ,这 


就 是 : 缩 根 , 目 的 是 使 方 根 缩小 至 原来 的 -而 仅 保留 一 位 整数 ， 
估 根 ， 目 的 是 通过 试 除 确定 这 个 整数 的 数值 ， 减 根 ， 目 的 是 除 
去 这 个 已 经 确定 的 整数 ， 倍 根 ， 目 的 是 使 方 根 剩余 的 部 分 扩大 
至 10 倍 而 重 现 一 位 整数 。 

重复 以 上 步 又， 就 可 逐一 求 出 方 根 的 各 位 数字 来 。 古 代 开 
方术 中 的 “ 超 ”、“ 议 ”、“ 除 ”、“ 折 ”分 别 相当 于 以 上 四 步 ; 只 
是 在 “ 除 ” 的 这 一 步 上 上， 如何 获得 除数 讲 得 不 够 明确 ， 算 法 也 
欠 规 范 。 增 乘 开 方法 则 提供 了 一 个 累 乘 累 加 ( 减 ) 的 机 械 化 算 
法 ， 漂 亮 地 解决 了 确定 除数 的 问题 。 

秦 九 部 表达 高 次 方程 的 方法 与 古代 开 方 术 是 一 致 的 最 上 
层 是 得 数 “ 商 ”， 第 二 层 是 常数 项 “ 实 ”， 最 下 层 是 最 高 项 系数 
“ 隅 ”， 中 间 各 层 为 诸 次 项 系数 诸 “ 廉 >。 除 了 规定 “ 实 常 为 负 ” 
外 ， 其 他 项 系数 均 可 正 、 可 负 或 等 于 零 ， 负 数 用 颜色 或 文字 加 
以 标识 。《 数 书 九 章 》 中 的 21 道 题 共 包括 26 个 高 次 方程 ， 次 数 
最 高 达 10 次 ， 其 中 有 24 个 附 有 增 乘 开 方 的 详 草 。 现 以 卷 5 之 
尖 田 求 积 题 为 例 ， 并 用 阿拉 伯 数 码 代替 原 书 中 的 筹码 来 说 明 增 
乘 开 方 的 过 程 : 
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(1) 按照 题 意 列 出 方程 一 x 十 763200x? 一 40642560000 二 0。 
(2) 上 廉 左 移 四 位 , 网 左 移 八 位 , 议 得 商 8, 置 于 实 的 百 位 


之 上 。 这 一 步 相 当 于 对 (1) 中 的 方程 施行 y= 二-65 的 缩 根 变换 ， 


得 到 一 100000000y “十 7632000000Yy 一 40642560000 一 0。 


| 
Me 


| [lol | | 唐 广 

| sls|zlofol | | 正 上 
| 
iT 


(1) (2 ) 


(3) 商 乘 益 响 得 一 800000000 为 负 下 廉 ， 商 乘 负 下 廉 与 原 
上 廉 相 消 得 1232000000 为 上 廉 , 商 乘 上 廉 得 9856000000 为 方 ， 
商 乘 方 与 原 负 实 相 消 得 正 实 38205440000。 

(4) 商 乘 益 隅 并 入 负 下 廉 得 一 1600000000， 商 乘 负 下 廉 与 
原 上 廉 相 消 得 一 11568000000 为 负 上 廉 ， 商 乘 负 上 廉 与 原 方 相 
消 得 一 82688000000 为 负 方 。 
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(5) 商 乘 益 陋 并 入 负 下 廉 得 一 2400000000， 商 乘 负 下 廉 并 
入 上 上 廉 得 一 30768000000 为 负 上 廉 。 
(6) 商 乘 益 隅 并 入 负 下 廉 得 一 3200000000。 从 〈3) 至 
(6) 相当 于 对 《2〉 中 的 方程 施行 2 一 y 一 8 的 减 根 变换 ， 得 到 
—100000000z 一 3200000000z; 一 30768000000z? 
一 82688000000z 十 38205440000 一 0。 


(5) (6) 


(7) 方 右 移 一 位 ， 上 廉 右 移 二 位 ,下 廉 右 移 三 位 ,， 隅 右 移 
四 位 ， 以 负 方 除 正 实 ， 议 得 次 商 4。 这 一 步 相 当 于 对 〈6) 中 的 
方程 施行 w= 二 10z 的 信和 根 变 换 ， 得 到 一 10000w! 一 3200000wi 
一 3207680000w: 一 8268800000w 十 38205440000 一 0。 


J 
站 
| 上 sse 入 
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(8) 次 商 乘 益 隅 并 入 负 下 廉 得 一 3240000， 次 商 乘 负 下 康 
并 入 负 上 廉 得 一 320640000, 次 商 乘 负 上 廉 并 入 方 得 一 
9551360000， 次 商 乘 负 方 与 正 实 相 消 适 尽 。 这 一 步 求 得 w= 二 4， 
所 以 x 二 100y 一 100 (z 十 8) 二 100 (To+8) 一 10w 十 800 一 840。 


(3) 至 《6》 相当 于 古 开 方 术 中 确定 除数 的 过 程 ， 其 算法 特 
点 是 累 乘 累加 ( 减 )， 所 以 称 为 增 乘 开 方法 。 至 于 “ 增 乘 ”到 什 
么 程度 是 有 -- 定 之 规 的 ， 考 察 (3) 至 (6) 中 各 层 的 系数 ， 可 
以 列 出 下 表 : 


方 〈 商 乘 上 廉 ) 


上 廉 〈‘ 商 乘 下 廉 ) 
下 廉 〈 商 乘 隅 ) 
陋 


在 步骤 (6〉 中 得 到 各 层 系数 自 下 而 上 为 1、4、6、4、1， 正 是 
页 宪 三 角形 中 的 第 五 行 数字 ， 这 就 是 它 被 称 为 开 方 作法 本 源 图 
的 原因 。 : 

李 冶 、 朱 世 杰 的 高 次 开 方 法 与 秦 九 韶 大 同 小 异 ， 只 是 前 者 
又 引入 了 负数 次 短 并 取消 了 “ 实 常 为 负 ” 的 限制 ， 两 人 又 都 创 
“ 连 校 同体 术 ” 来 处 理 有 理 数 根 ,使 增 乘 开 方法 更 具 普 这 性 和 如 
活性 。? 

阿尔 . 卡 西 在 《算术 之 钥 》 中 介绍 了 与 增 乘 开 方 法 类 似 的 


QD 和 参 国 钱 宝 凉 《 增 委 开 方法 的 历史 发 展 )?- 
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高 次 方程 数值 解法 ， 其 来 源 不 其 明了 ; 也 就 是 说 不 像 在 古代 中 
国 那样 可 以 找到 一 条 从 少 广 章 开 方 术 到 宋 元 增 乘 开 方法 那样 明 
析 可 辨 的 线索 。 

在 欧洲 ,17 世纪 以 来 就 有 许多 数学 家 致力 于 用 近似 方法 解 
高 次 方程 。 其 中 韦 达 提出 了 逐 位 求 根 的 想法 ， 但 是 他 在 求 后 面 
位 数 的 根 值 时 要 把 前 面 已 经 求 得 的 数字 包含 到 运算 之 中 。 和 牛顿 
(1. Newton, 1642 一 1727 年 ) 的 切线 方法 具有 很 大 的 普遍 性 , 但 
是 台 近 的 速度 不 够 快 。 拉 格 朗 日 (J. L. Lagrange，1736 一 1813 
年 ) 在 自己 方法 的 第 一 部 分 利用 了 减 根 变换 ， 但 在 第 二 部 分 却 
需要 倒 根 变换 , 并 以 连 分 数 来 表达 方 根 , 其 繁琐 程度 可 想 而 知 。 
意大利 人 和 鲁 斐 尼 (P. Ruffini，1765 一 1822 年 ) 于 1804 年 、 英 
国人 埠 纳 (W. G. Horner，1789 一 1837 年 ) 于 1819 年 分 别提 
出 了 类 似 于 增 乘 开 方 法 的 高 次 方程 数值 解法 ， 其 计算 速度 和 所 
达到 的 精度 都 大 大 地 超过 以 往 的 各 种 设计 ， 至 今 仍 是 求 高 次 数 
字 方 程 近 似 正 根 的 最 好 方法 。 由 于 夫 纳 的 论文 是 在 伦敦 皇家 学 
会 的 刊物 上 正式 发 表 的 ， 这 一 方法 在 西方 通常 就 被 称 为 霍 纳 方 
法 ， 其 实 霍 纳 已 在 贾 宪 之 后 7 个 半 世 纪 、 秦 九 韶 之 后 5 个 半 世 
纪 了 。 


(三 ) 列 方程 解 应 用 问题 


天 元 术 以 前 的 列 方程 问题 
中 算 家 很 早 就 掌握 了 一 些 根 据 实际 问题 中 的 已 知 条 件 建立 
方程 的 方法 ， 有 时 称 之 为 造 术 。 在 天 元 术 出 现 之 前 ， 造 术 是 需 


QD 参阅 [ 英 ] 李 约 瑟 、[ 澳 ] 王 铃 《中 国 数学 中 的 霍 纳 方法 : 它 在 汉代 开 方 程 
序 中 的 起 源 》,《 李 约 琴 文集 }， 辽 宁 科学 技术 出 版 社 ，1986 年 第 一 版 。 
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要 一 定 技巧 的 ， 现 以 王 孝 通 《 缉 古 算术 》 第 15 题 为 例 来 加 以 说 
明 ， 


“ 假 令 有 多 股 相 乘 者 七 百 六 、 五 十 分 之 一 ， 弦 多 于 多 
三 十 六 、 十 分 之 九 。 问 三 事 各 多 少 ?” 

“ 术 日 : 敌 自 乘 ， 倍 多 数 而 一 ， 为 实 。 半 多 数 为 康 法 ， 
从 。 开 立方 除 之 ， 即 勾 。?@ 


若 以 as、b、c 分 别 表示 直角 三 角形 中 的 勾 、 股 、 弦 ,此 题 相 


当 于 已 知 ab 和 c 一 a， 求 as，b，c。 术 文 相 当 于 列 出 了 三 次 方程 


c—a ,» (ab)’ 
x 十 2 x 一 3 (c—a) 


其 中 二 即 “ 竺 自 乘 ， 售 多 数 而 一 ,为 实 ”< 即 “ 半 多 
数 为 廉 法 ， 从 ”所 求 未 知 数 x 即 “ 勾 ”。 
这 一 方程 是 怎样 得 来 的 呢 ? 根据 王 孝 通 的 自 注 ， 可 以 推测 
其 思路 是 由 如 下 的 勾 股 恒等式 出 发 
2 (c+a) (c—a) =b’ 
此 式 早已 为 刘 微 、 赵 吏 所 部 悉 ， 稍 加 变形 ， 即 有 


2 (Ga 十 一) (c—a) =b’ 
c—a 
2 

c 一 a ， ab’ 
“2 (c—a) 
这 就 是 术 文 给 出 的 以 a 为 未 知 数 的 三 次 方程 的 由 来 。 
由 于 疡 代 中 算 家 采用 文字 叙述 的 形式 来 表达 代数 关系 ， 造 


) (c—a) 一 ab 


2a* (a 十 


@ 钱 宝 琼 校 点 《 算 头 十 书 》 下 册 ， 第 524 页 ， 
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术 并 非 轻 而 易 举 的 事情 。 上 例 中 三 次 方程 之 得 以 建立 ， 全 赖 作 
者 熟悉 勾 股 算术 中 的 便 等 关系 并 能 借用 其 中 的 术语 进行 氢 
述 .@ 因而 当 古 代 的 开 方 术 被 发 展 成 解 一 般 数 值 方程 的 增 乘 开 
方法 的 时 候 , 数 学 实践 就 对 列 方程 的 一 般 技 术 提 出 了 新 的 要 求 ， 
天 元 术 也 就 应 运 而 生 了 。 

天 元 术 的 兴 

天 元 术 大 约 产生 于 13 世纪 初叶 的 中 国 北方 地 区 ,最 初 的 发 
展 情 况 已 不 可 详 考 。 祖 颐 在 为 朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 所 写 的 后 序 
中 隐约 提 到 一 些 早期 天 元 术 流 传 的 线索 :“ 平 阳 〈 今 山西 临汾 ) 
戎 周 扎 《 益 古 》， 博 陆 〈 今 河北 艺 县 ) 李 文 一 扎 《 照 胆 》， 鹿 泉 
( 今 河北 获 谭 ) 石 信道 提 《 铃 经 》， 平 水 ( 今 山西 新 纤 〉 刘 汝 谐 
扎 《 如 积 释 锁 》， 绛 人 ( 今 山 西新 疑 ) 元 裕 细 草 之 , 后 人 始 知 有 
天 元 也 .” 李 治 在 《 测 圆 海 镜 》 自 序 中 则 提 到 “老大 以 来 ， 得 洞 
渊 九 容 之 说 …… 于 是 乎 又 为 入 之 , 尊 累 一 百 七 十 间 。” 他 在 《 敬 
裔 套 今 盾 》 一 书 中 ， 也 提 到 数 种 关于 天 元 术 的 著作 。 这 些 都 说 
明 ， 天 元 术 是 经 过 一 系列 学 者 的 持续 努力 而 发 展 成 熟 的 。 

今日 流传 下 来 的 有 关 天 元 术 的 著作 ，、 只 有 李 冶 的 《 测 贺 海 
镜 》、《 益 古 演 段 》、 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》、《 四 元 玉 鉴 》 四 种 。 
李 冶 的 两 部 书 分 别 以 勾 股 容 圆 和 方圆 周 等 相 求 为 题材 ， 全 部 用 
天 元 术 立 算 ， 并 有 详细 的 算 草 ， 是 今 人 了 解 天 元 术 的 最 重要 文 
献 。 朱 世 杰 的 《 算 学 启 些 》 开 方 释 锁 门 专 讲 用 天 元 术 来 解 勾 股 
算术 问题 ;《 四 元 玉 鉴 》 除 介绍 二 元 至 四 元 问题 外 ,其 余 232 问 
疹 以 天 元 术 立 算 ， 所 列 问题 五 花 八 门 ， 只 是 术 文 过 于 简略 ， 往 


QD 注意 以 上 的 代数 恒 等 变换 只 是 为 了 便于 读者 理解 而 由 作者 “翻译 ”过 来 的 ， 
王 孝 遂 的 原始 陈述 则 完全 是 勾 扔 算术 的 语言 。 
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往 只 说 “ 立 天 元 为 某 某 , 如 积 求 之 , 得 某 某 为 实 , 某 某 为 方 …… 
某 乘 方 开 之 ， 得 某 某 合 间 .” 此 外 ， 在 郭守敬 撰写 的 《授时 历 
草 》、 沙 克 什 (1278 一 1351 年 ) 修订 的 《 河 防 通 议 》 中 都 有 用 天 
元 术 来 解 应 用 题 的 实例 。 秦 九 部 的 《 数 书 九 章 》 虽 然 提 到 过 
“天 元 一 "， 但 是 并 不 是 指 用 来 列 方程 的 天 元 术 。 

从 元 末 以 馆 清 初 ， 天 元 术 几 乎 从 数学 著作 中 绝迹 。 明 代 自 
称 得 算 中 三 昧 的 顾 应 祥 在 编纂 《 测 圆 海 镜 分 类 释 术 》 时 竟 亡 评 
李 冶 “每 条 下 细 草 ， 虽 径 立 天 元 一 , 反复 合 之 , 而 无 下 手 之 术 ， 
使 后 学 之 士 , 甘 然 无 门路 之 可 入 。” 清 代 康 巾 年 间 , 西方 代数 学 
经 传教 士 传 和 中国。 为 了 讨好 康 让 皇帝 ， 西 方 传教 士 诡 称 “ 代 
数 ”(Algebra) 一 词 的 原意 就 是 来 自 东 方 的 意思 。 御前 数学 家 梅 
王 成 得 知 此 意 ， 复 以 《授时 历 草 》 中 的 天 元 术 对 照 ， 发 现 西方 
代数 学 中 的 借 根 方 法 〈 即 设 未 知 数 列 方程 》 与 中 国 古 代 天 元 术 
实 有 异曲同工 之 妙 ， 遂 在 《赤水 遗 珍 》 一 书 中 专 立 一 节 说 明 
“天 元 一 即 借 根 方 ”， 并 称 :“ 犹 幸 远 人 幕 化 ， 复 得 故 物 。 东 来 之 
名 ,， 彼 尚 不 能 忘 所 自 ”。 这 一 结论 虽然 是 荒废 的 , 但 是 由 于 《 赤 
水 遗 珍 》 的 刊行 ， 天 元 术 又 重新 得 到 重视 ， 阮 元 、 李 锐 、 罗 土 
琳 (1789 一 1853 年 )、 焦 循 、 张 敦 仁 、 易 之 潭 、 吴 嘉善 等 清 代 学 
者 都 为 之 作出 了 贡献 。 

天 元 术 举 例 

在 天 元 术 中 , 设 未 知 数 称 为 “ 立 天 元 一 ”。 根据 题 设 条 件 列 
出 两 个 等 量 的 代数 式 ， 然 后 相 减 ， 这 一 过 程 称 为 “如 积 相 消 ”。 
就 方程 的 表达 而 言 , 通常 是 在 一 次 项 系数 的 旁边 注 一 “元 ” 字 ， 
或 在 常数 项 旁边 注 一 “ 太 ” 字 . 至 于 其 余 各 项 系数 的 排列 ,《 测 
圆 海 镜 》 是 高 次 在 上 ， 低 次 在 下 ， 如 果 有 负 指 数 项 ， 则 依次 排 
在 常数 项 之 下 ， 例 如 : 


IELT 肆 了 
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就 表示 分 式 方程 x 十 302 十 十 
+ 0; 在 《 益 古 演 


段 》 中 ， 低 次 项 在 上 方 ， 高 次 项 在 
下 方 ， 同 一 个 筹 式 表 示 的 则 是 四 次 
方程 


4665600x: 十 752320x3; 十 27121x’: 十 302x 十 1 二 0， 这 样 的 排列 与 
传统 的 开 方 图 式 是 一 致 的 ， 方 程 布 列 出 来 后 就 可 立即 进行 增 乘 


开 方 运算 。 


下 面 再 以 《 测 圆 海 镜 》 卷 7 第 2 题 为 例 ， 说 明 用 天 元 术 建 
立方 程 的 过 程 。 原 题 大 意 为 : 有 一 - 座 贺 形 城 堡 ， 丙 出 南 门 回 前 
走 135 步 后 站 定 , 甲 出 东 门 向 前 走 16 步 后 恰好 能 看 见 丙 , 问 城 


堡 的 半径 是 多 少 ? 


3 一 4 脖 度 圆 城 


3 一 4 中 加 为 圆心 , AC 为 丙 行 
步 数 135，BE 为 甲 行 步 数 16, 设 城 半 
色 OD 二 x， 书 中 列 出 的 方程 为 

一 X: 十 8640x “十 652320x 
+4665600=0 


-这 一 方程 是 怎样 得 来 的 呢 ? 请 看 书 中 


的 细 草 : 
(1) 立 天 元 一 为 半 城 径 , 副 置 之 。 


| 元 


上 加 南 行 步 , 得 


| 三 侧 || 
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位 加 东 行 步 , 得 


直 积 一 段 。” 
好 OA 一 x 十 135, OB 一 x 十 16, OA .OB= (x 十 135) (x 二 
16) 一 x? 十 151x 十 2160 


) “以 天 元 除 之 ， 得 为 骇 。” 
因为 OA . OB 二 AB，OD， 所 以 AB— es, 即 AB= 
2 
+151x+2160 |1614 2160, 


人 ， 2 二 | == 
43) “以 日 之 ,得 工 川 = 中 = oo 


1 上 下 至 To © 
即 AB?== (x 十 151 十 2 )? 二 x? 十 302x 十 27121 十 2 二 
4665600_( 


其 


《4) “ 态 以 勾 自 之 ， 得 。 义 以 股 自 之 ,得 


| 
Eee 2 


(Ei=ii 
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即 OB?= (x 十 16)? 二 x? 十 32x 十 256, OA? 一 (x 十 135)? 二 x 
十 270x 十 18225。 


(5)“ 二 位 相 并 ， 得 


因为 AB:=OB: 二 OA?， 所 以 OB: 十 0A? 一 AB’= 二 0， 即 
一 X: 十 8640x 十 652320x 十 4665600 一 0。 

四 元 术 

当 问 题 含有 不 止 一 个 未 知 数 的 时 候 ， 天 元 术 就 被 自然 地 推 
广 了 。 据 《四 元 玉 鉴 》 祖 熙 后 序 所 记 ， 李 德 载 的 《两 仪 群英 集 
至 》 和 刘 大 鉴 的 《乾坤 括 囊 》 都 属于 天 元 术 向 四 元 术 演进 过 程 
中 的 作品 ， 两 书 分 别处 理 了 含有 两 个 和 三 个 未 知 数 的 高 次 方程 
组 问题 。 而 在 当时 具有 影响 并 留 传 至 今 的 四 元 术 著作 ， 则 唯 有 
朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》 了 。 

所 谓 四 元 ， 就 是 在 天 元 之 外 另 增 地 、 人 、 物 三 元 ， 分 别 代 
表 四 个 不 同 的 未 知 数 。 四 元 术 的 表达 也 是 在 天 元 术 的 表达 基础 
上 发 展 起 来 的 。 若 以 x、y、z、w 分 别 表示 各 元 ， 则 有 “元 气 居 
中 ， 立 天 元 一 于 下 ， 地 元 一 于 左 ， 人 元 一 于 右 ， 物 元 一 于 上 ”， 
即将 常 项 设 于 中 央 , 而 将 相应 的 各 项 系数 按 方位 设 于 如 图 3 一 5 
所 示 的 位 置 之 上 ; 若 有 天 与 物 或 地 与 人 这 样 不 相 邻 两 项 的 乘积 ， 
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图 3 一 5 由 元 术 的 表达 


《四 元 玉 鉴 》 中 的 题目 ， 大 多 数 属 于 一 元 问题 ， 可 由 天 元 
术 求 解 ; 二 元 、 三 元 、 四 元 的 题目 分 别 有 36、13 和 7 道 。 作 者 
在 卷首 给 出 假 令 四 草 ， 分别 指示 四 类 问题 的 解法 。 后 面 的 术 文 
则 十 分 简略 ， 例 如 对 于 四 元 问题 ， 书 中 就 只 说 “四 象 和 会 求 
之 ”。 从 假 令 四 草 提 供 的 示范 可 以 知道 , 四 元 术 的 本 质 就 是 根据 
已 知 条 件 列 出 四 个 多 元 方程 ， 然 后 利用 齐 同 、 内 外 、 噜 分 等 手 
段 消 去 其 中 的 三 元 ， 得 到 一 个 仅 含 一 个 未 知 数 的 高 次 方程 ， 最 
后 以 增 乘 开 方法 求解 ， 而 关键 的 技术 在 于 消 元 。 

同 天 元 术 一 样 ， 四 元 术 到 元 末 也 已 无 人 知晓 ， 其 至 朱 世 杰 
的 著作 也 失传 了 。 直到 清 代 阮 元 重新 访 得 《四 元 玉 鉴 》， 又 经 过 
一 批 学 者 认真 的 研究 ， 四 元 术 的 真实 面目 才 逐 渐 为 人 知悉 。 在 
清 代 学 者 对 四 元 术 的 研究 之 中 ， 沈 钦 裴 、 罗 士 琳 的 工作 最 为 突 
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出 ， 正 是 他 们 各 自 撰写 的 细 草 ， 为 后 人 了 解 中 国 古 代数 学 的 这 
-辉煌 成 果 提 供 了 指南 。 下 面 就 以 假 令 四 草 中 的 四 象 会 元 题 为 
例 , 根据 罗 士 琳 的 细 草 对 四 元 术 中 的 消 元 法 进行 解释 , 原 题 为 : 


“ 今 有 股 乘 五 较 和 弦 老 加 色 乘 纺 等 ， 只 云 勾 除 五 和 和 
股 究 减 勾 弦 较 同 ， 问 黄 方 带 勾 、 股 、 玉 共 几何 ?” 由 


若 以 x、y、z 分 别 表 示 勾 、 股 、 弦 ,“ 五 较 ” 即 y 一 x、z 一 
x、z 一 y、(x 十 79) 一 z 和 z 一 〈y 一 x).“ 弦 圭 加 色 乘 纺 ” 即 z 十 
xz， 由 前 -- 条 件 可 得 到 

y CC (Cy--x) + (z 一 x) 十 (z—y) 十 〈x 十 y 一 z) 
十 (z 一 y 十 x)」 一 2 十 Xz 
即 X- 一 2y 十 z 一 (0 (1) 

“五 和 ”有 好 y 十 x、z 十 Xx、z 十 y、z 十 (x 十 yY) 和 z 十 (y 一 x)， 

“ 股 守 减 勾 弦 较 ” 即 Y: 一 (z 一 x)， 根 据 第 二 个 条 件 又 可 得 到 
[ (yy 十 XxX) 十 (z 十 Xx) 十 (z 十 y) 十 (z 十 x 十 y) 十 
(z 十 y 一 xX)] 一 X 一 y 一 〈z 一 X) 


中 -一 XY 十 Xz 一 Xx 十 2x 十 4y 十 4z 一 0 (2) 
由 勾 股 定理 叉 可 得 
X “十 六 一 2 一 0 (3) 


最 后 ,“ 黄 方 ” 为 x 十 y 一 z， 设 所 问 为 w， 可 得 
(x 十 y 一 z》 十 x 十 y 十 z 一 双 
即 2x 十 2y 一 w 一 0 (4) 


@ [元 ] 朱 世 杰 《四 元 玉 鉴 》 卷 一 ，[ 清 ] 罗 土 琳 细 草 本 ， 道 光 十 六 年 
(1836) . 
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WO 〇 大 虱 
人 OO 证 1 


下 


(1 》x 一 2y 十 z 一 0 (2) 一 xy’: 十 xz 一 x* 十 2x 十 4y 十 4z= 二 0 


OOOO“ 二 
O lI OKO 
人 | 


(3) x 二 Ty’—z:=0 (4) 2x 十 2y 一 ww 一 0 

为 了 有 叙述 和 印刷 上 的 方便 ， 下 面 借助 现代 形式 说 明 消 元 的 
方法 : 
将 〈4) 的 两 边 平方 ， 并 整理 ， 得 


W 一 4x 一 8xy 一 4y2 一 0 (5) 
由 (2) 得 

x 十 4 一 一 CXy2 十 X2 一 2x 一 4y) 《6 ) 
(1) x (6) 得 

xX’—2xXy 十 Xz 十 4Xx 一 8y 十 4z 二 0 (7) 
(7) 一 (2) 得 

2x:—2xy 二 2x 一 ]2y 十 xy’ 二 (8) 


2X (8) 十 (5) 得 
w?2? 一 12xy 十 4x 一 24y 一 4y2? 十 2xy2 一 0 (9) 
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2x (4) 一 (9) 得 

—w:—2w 十 28y 十 4y’ 十 12xy 一 2xy’ 二 0 (10) 
y:X (4) 十 (10) 得 

—w:—2w 十 28y 十 4y’ 十 2y; 十 l2xy 一 y*w 二 0 C11) 
(11) 一 6yX (4) 得 


—w’:—2w+28y 一 8y’ 十 2y* 十 6yw 一 yw 二 0 (12) 
将 (1) 的 两 边 平方 ， 并 整理 ， 得 

x 一 4xy 十 4Y 一 于 一 (13) 
(3) 一 (13) 得 

4xy— 3y: 二 0 
即 4xX—3y=0 (14) 
(14) 一 2x (4) 得 

2w 一 7y 一 0 (15) 
(15) 十 (12) 得 

一 WwW 十 21y 一 8y :十 2Y 十 6yw 一 yw 一 0 (16) 
2x (16) 十 wx (15) 得 

42y— 16y’ 十 4y; 十 Syw 一 2y*w= 二 0 (17) 
2xwX (17) 二 y 得 

84w— 32yw -+B8y:w++1l0w’:— 4yw’==0 (18) 
(15) x (一 5w 一 42) 得 

—84w 十 35yw 一 10w’ 十 294y 二 0 (19) 


(18》 十 (19) 得 

3yw 十 8y:w 一 4yw -十 294y 王 0 
即 3w 十 8yw 一 4w2? 十 294=0 (20) 
(15) 移 项 得 

2w 一 7y (21) 
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(20) 移 项 得 
8yw 王 一 3w 十 4w 一 294 (22) 
(21) 与 (22) 两 边 相 乘 ， 并 以 y 除 ， 得 
16w: 一 一 21w 十 28w- 一 2058 
整理 后 即 得 
4w’:*7w—686 二 0 
以 增 磁 开 方 法 解 此 方程 ， 得 w= 二 14。 
这 种 多 元 高 次 方程 组 的 消 元 解法 ,欧洲 直到 18 柑 纪 才 在 法 
国 数学 家 压境 (E.，Bézout, 1730? 一 1783 年 ) 的 著作 中 见 到 系 
统 的 叙述 ,而 完整 的 消 元 理论 是 由 19 世纪 英国 数学 家 西 勒 维 斯 
特 CJ. J. Sylvester, 1814---1897 年 ) 和 遍 莱 (A. Cayley, 1821 一 
1895 年 ) 等 人 完成 的 。+ 
(四 ) 方程 论 
二 次 方程 的 根 式 解 和 实 根 之 判定 
赵 爽 的 勾 股 圆 方 图 注 中 已 隐 含 着 二 次 方程 的 根 式 解法 ， 设 
勾 弦 差 即 广 < 一 c 一 a， 勺 弦 和 即 束 x:* 一 c 十 as， 其 文 称 “ 倍 弱 为 
广 奏 合 , 令 勾 股 见 者 自 乘 为 其 实 ”, 意 指 x: 十 xz 一 2c，xix? 一 b?; 
又 称 “ 四 实 以 减 之 , 开 其 余 , 所 得 为 差 ”, 即 x: 一 xi 一 V4c’ 一 4b? 
二 2 vc 一 b ;最 后 称 “ 以 差 减 合 , 半 其 余 为 广 。 减 广 于 倍 弦 , 即 
所 求 〈 襄 ) 也 ”， 实 际 上 给 出 
= Ve 


艾 1 


Xy 一 CC 一 二 Cc 十 ~ cc:—b:’ 


@@ 参阅 杜 石 然 《 朱 沉 杰 研 究 。 
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它们 正 是 二 次 方程 x? 一 2cx 十 b= 二 0 的 根 式 解 。 
刘 益 《 议 古 根源 》 中 也 有 一 题 隐 合 着 二 次 方程 x? 十 2cx 一 b? 
一 0 的 根 式 解 。 
另 一 个 经 常 被 引用 的 例子 ， 是 张 关 在 《大 衍 历 》 中 根据 等 
差 数 列 求 和 公式 由 天 体 行 度 反 推 日 数 的 方法 。 设 首 日 行 度 a, 日 
差 度 d， 总 行 度 s, 日数 x， 则 
s—x (a 十 三 d) 
根据 s、a、d 求 日 数 x， 相 当 于 解 二 次 方程 
dx’ 十 (2a 一 d) x 一 2s 一 0 
值得 指出 的 是 张 遂 并 没有 用 传统 的 开 带 从 平方 法 来 解 ， 而 是 利 
用 公式 
| 2 + 全 -2 
来 计算 。 稍 经 整理 就 可 发 现 ， 这 一 公式 正 是 上 面 二 次 方程 正 的 
根 式 解 。 
李 锐 曾 讨 论 过 二 次 方程 无 实 根 的 充分 条 件 ， 他 在 《 开 方 
说 》 中 写 道 :“ 凡 有 相等 两 数 ， 依 前 求 得 平方 实 、 方 、 隅 ,， 符 以 
实 加 一 算 或 一 算 以 土 , 此 平方 即 两 数 皆 不 可 开 .” 就 是 说 , 令 xi 
三 xz 二 a (〈a 盖 0) ， 作 二 次 方程 (x 一 a) (x 一 a) 一 0， 即 x? 一 2ax 
十 a 二 0, 由 方程 左边 加 上 一 个 正 数 e 得 x 一 2ax 十 (a: 十 e) 一 0， 
则 此 方程 无 实 根 ;事实 上 ， 这 与 根据 判别 式 A== (一 2a)’ 一 
4 (a’ 十 e》 <<0 来 判定 其 无 实 根 的 方法 是 相通 的 。 
正 根 的 判定 
由 于 大 多 数 问题 都 具有 实际 背景 ， 中 国 古 代 解 方程 往往 以 
得 出 一 个 正 根 即 告 完 成 ， 对 于 一 题 多 解 的 情况 则 玖 于 讨论 。 汪 
莱 在 研读 宋 元 算 书 时 首先 注意 到 这 个 问题 ， 他 烽 出 《 数 书 九 
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章 》, 《 测 圆 海 镜 》 中 的 许多 题目 猎 有 不 止 一 个 正 根 。 他 又 将 只 
有 一 个 正 根 的 方程 定义 为 “可 知 ” 的 ， 和 否则 即 定义 为 “不 可 
知 ” 的 ,在 其 《 衡 裔 算 学 . 第 五 册 》 中 罗列 出 24 个 二 次 方程 和 
72 个 三 次 方程 , 逐一 讨论 其 “可 知 ” 或 “不 可 知 ”。 李 锐 在 汪 莱 
这 项 工作 的 基础 上 ， 从 中 归纳 出 三 条 法 则 : 其 一 相当 于 说 系数 
序列 有 一 次 变 号 的 方程 只 有 一 个 正 根 ， 其 三 相当 于 说 系数 序列 
有 偶数 次 变 号 的 方程 不 会 只 有 一 个 正 根 ;它们 与 16 世纪 意大利 
人 卡 当 提出 的 两 个 命题 不 谋 而 合 。? 

李 锐 在 《 开 方 说 》 中 则 给 出 了 更 一 般 的 陈述 ;“ 几 上 负 , 下 
正 ， 可 开 一 数 ”;: “上 负 、 中 正 、 下 负 ， 可 开 二 数 ”;“ 上 负 、 次 
正 、 次 负 、 下 正 ， 可 开 三 数 或 一 数 ”;“ 上 人 负 、 次 正 、 次 负 、 次 
正 、 下 仙 ， 可 开 四 数 或 二 数 ”。 推 而 广 之 ， 他 的 意思 可 解释 为 : 
( 实 系数 ) 数 字 方 程 所 具有 的 正 根 个 数 等 于 其 系数 符号 序列 的 变 
化 数 或 比 此 数 少 2 (精确 的 陈述 应 为 “ 少 一 个 偶数 ”) 。 这 一 认识 
与 法 国 数学 家 笛 卡 儿 于 1637 年 提出 的 判定 方程 正 根 个 数 的 符 
号 法 则 (Cartesian Rule of Signs) 是 不 分 轩 轻 的 .8 李 锐 的 工作 
虽然 迟 于 笛 卡 儿 ， 但 其 思路 却 是 建立 在 对 增 乘 开 方法 的 算 理 分 
析 之 上 上 的 ,是 传统 代数 学 向 理论 化 发 展 过 程 中 的 一 个 突出 成 果 。 

汪 莱 在 《 衡 裔 算 学 。 第 七 册 》 中 又 专门 讨论 三 项 方程 
x" 一 px" 十 qd 二 0 (mn 有 目 均 为 正 整 数 ，p>0，q>0) 具有 正 根 
的 充分 条 件 , 他 在 书 中 给 出 了 18 个 例子 , 从 中 可 归纳 出 上 述 方 
程 有 正 根 的 充分 条 件 是 


人 FF. Caypon, A History of Mathematics, Chelsea Pub. Co. New York, 3rd 
ed. ，1980，p。 179. 

加 R. Descartes, The Geometry, Great Books of the World, Encyclopaedia Bri- 
tannica Inc, 21th Printing, 1982, Vol. 31], p. 333. 
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4 志和 一 了 。 (BRP) 让 
mn In 


方程 论 中 的 其 他 成 果 

汪 菜 、 李 锐 在 方程 论 领 域 互 相 切 磋 启 发 ， 他 们 的 研究 极 大 
地 丰富 了 中 国 传统 代数 学 的 内 容 ， 使 其 由 以 解数 字 方 程 为 中 心 
的 计算 形态 过 渡 到 以 讨论 方程 与 根 的 性 质 为 中 心 的 理论 阶段 。 
他 们 的 另外 一 些 成 就 是 : 

《1) 负 根 

负数 在 中 国 虽 然 早已 出 现 , 但 是 除了 某 些 算法 上 的 需要 外 ， 
实际 问题 中 几乎 不 考虑 负 值 解 。 李 锐 是 第 一 个 承认 并 采纳 负 根 
的 数学 家 ， 他 声称 :“ 凡 商 数 为 正 ， 今 令 之 为 负 。” 他 又 以 实例 
说 明 “ 异 名 相 步 得 正 商 ”"、“ 同 名 相 步 得 负责 ”的 道理 。 他 还 提 
出 了 确定 负 根 个 数 的 符号 法 则 , 大 意 是 说 :〈 实 系数 ) 数字 方程 
f (x) 一 0 所 具有 的 负 根 个 数 , 等 于 其 负 根 变换 方程 f (一 x) 一 
0 的 系数 符号 序列 变化 数 或 比 此 数 少 2 (应 为 “ 少 一 偶数 ”)，。 

(2) 重 根 

在 计算 根 的 数目 时 ， 李 锐 注意 到 了 重 根 问 题 , 他 说 ;“ 凡 可 
开 二 数 以 上 而 各 数 俱 等 者 ， 非 无 数 也 。 以 代 开 法 入 之 ,可知 。” 
所 谓 “ 代 开 法 ”就 是 求 出 n 次 方程 的 一 个 正 根 后 , 再 由 剩 下 的 
n 一 1 次 方程 续 求 其 余 根 的 方法 。 利用 这 一 方法 可 以 验证 有 些 方 
程 具 有 若干 个 相同 的 根 。 实 际 上 ， 他 的 符号 法 则 就 是 考虑 了 重 
根 在 内 的 。 

(3) 多 项 式 分 解 

在 论 及 代 开 法 时 李 锐 又 说 :“ 凡 平方 二 数 ， 以 平方 开 一 数 ， 
其 一 数 可 以 除 代 开 之 ;立方 三 数 ， 以 立方 开 一 数 ， 其 二 数 可 以 
平方 代 开 一 数 , 除 代 开 一 数 ; 三 乘 方 四 数 , 以 三 乘 方 开 一 数 , 其 
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三 数 可 以 立方 代 开 一 数 . 平方 代 开 一 数 , 除 代 开 一 数 。” 这 里 实 
际 上 是 说 n 次 方程 可 有 mn 个 根 并 能 分 解 成 n 个 一 次 式 相 乘 的 形 
式 。 汪 莱 在 《 衡 离 算 学 。 第 七 册 》 卷 首 即 以 实例 说 明 : 如 果 n 次 
方程 可 以 分 解 成 若干 个 一 次 方程 ， 那 末 这 若干 个 一 次 方程 的 正 
根 就 是 原来 nm 次 方程 的 正 根 。 李 、 汪 的 认识 都 已 接近 代数 基本 
定理 。 
(4) 方程 变形 
减 根 、 倍 根 与 凑 根 的 变形 法 已 包含 在 增 乘 开 方程 序 中 ， 李 
锐 则 首次 概括 出 各 种 变形 法 则 ， 例 如 他 对 倍 根 变 换 y= 王 px 的 规 
律 总 结 道 :“ 如 意 立 一 数 (p) 为 母 ， 一 乘 阳 ， 再 乘 廉 ,三 乘 方 ， 
四 乘 实 ， 每 上 一 位 则 增 -一 滋 ， 如 是 累 乘 论 ， 如 法 开 之 ， 所 得 为 
母 乘 所 求 数 之 数 ， 以 母 除 之 得 所 求 。” 就 是 说 方程 
axX" 十 ailx" 十 … 十 an 1IX 才 au 一 0 
之 根 x 是 方程 
paoy" 趟 pzaiy" 1 十 … 十 p"aiy 十 pr+lan 一 0 
之 根 y 的 p 分 之 一 , 即 y==px。 特别 当 p 王 一 1 时 ,， 则 “以 其 实 、 
方 、 廉 、 隅 之 正人 负电 一 位 易 之 ， 如 法 开 之 ， 则 所 得 正 商 变 为 负 
商 , 人 负 商 变 为 正 商 。” 这 也 就 是 “ 奇 变 偶 不 变 ” 的 负 根 变换 法 则 。 
(5》 根 与 系数 的 关系 
汪 菜 在 《 衡 离 算 学 。 第 五 册 》 中 还 就 三 次 方程 
ax’ 一 bx 十 cx 一 d 二 0 (a、b、c、d 皆 为 正 数 ) 
讨论 了 根 与 系数 的 关系 ,他 指出 ,该 方程 如 有 三 个 正 根 x;、x。 和 
x3， 则 
x 十 交 十 Xs 一 卫 ， XIX 十 XzX3 十 XiX3 一 七，Xixzxs 一 上 


这 是 韦 达 定理 的 一 个 特例 。 
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(五 ) 无 理 根 与 虚 根 


开 方 不 尽 导 致 的 “以 面 命 之 ”问题 

通常 认为 中 国 古代 数学 中 未 曾 出 现 无 理 数 概念 新 近 的 研 
究 却 得 出 相反 的 结论 ;@ 不 过 与 古 希 腊 人 有 所 不 同 的 是 , 中 国 古 
代数 学 家 并 不 是 经 由 不 可 通 约 量 来 发 现 无 理 数 ， 而 是 由 开 方 不 
尽 而 定义 无 理 方 根 并 发 展 相 应 的 根 式 运算 的 。 

《 九 章 算术 》 开 方术 在 叙述 了 开平 方程 序 之 后 又 说 ; 


“车 开 之 不 尽 者 为 不 可 开 ， 当 以 面 命 之 。”@ 
刘 微 对 此 注 道 ， 


“ 凡 开 积 为 方 , 方 之 自 乘 当 还 复 其 积分 。 令 不 加 借 算 而 
命 分 ， 则 常 微 少 。 其 加 借 算 而 命 分 ， 则 又 微 多 。 其 数 不 可 
得 而 定 。 故 唯 以 面 命 之 ,为 不 失 耳 。 辟 犹 以 三 除 十 ， 以 其 
余 为 三 分 之 一 ， 而 复 其 数 可 举 。”@ 


术 文 中 的 “以 面 命 之 ”, 就 是 将 开 方 不 尽 之 数 的 方 根 称 为 该 
数 之 “ 面 ”; 这 个 “ 面 ” 字 即 相 当 于 符号 多”,，“ 某 数 之 面 ” 也 
就 是 某 数 的 平方 根 。 刘 徽 的 注 则 更 进一步 说 明 ， 对 于 开 方 不 尽 
问题 ， 无 论 采 用 “加 借 算 ”和 “不 加 借 算 ”两 种 命 分 法 中 的 哪 


Q@ 参阅 李 继 闪 《 刘 徽 关于 无 理 数 的 论述 》,《 西 北大 学 学 报 》 自 然 科 学 版 ， 第 
19 卷 ， 第 1 期 ，1989 年 。 

加 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 150 页 。 

时 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 150 页 。 
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一 种 ( 见 本 书 第 189 页 ), 都 会 出 现 误差 , 因而 只 有 定义 一 个 新 
数 “ 某 数 之 面 ” 才能 精确 地 表达 其 值 ; 这 正如 在 除法 运算 中 , 除 
之 不 尽 就 要 以 除数 来 命 分 一 样 。 

对 “ 面 ” 字 的 如 是 解说 ， 可 以 从 刘 徽 的 开 立 阅 术 注 得 到 证 
明 。 例 如 刘 徽 称 “ 外 立方 积 六 百 七 十 五 尺 之 面 ， 中 立方 积 二 十 
五 尺 之 面 也 ”, 就 是 说 球 的 外 切 立 方 体 与 内 接 立 方 体 的 体积 比 为 
V675 : V25。 而 刘 微 在 注 文中 所 引 张 衡 关 于 球体 及 圆周 率 的 
论述 , 就 有 三 处 涉及 “ 面 ":“ 质 六 十 四 之 面 , 浑 二 十 五 之 面 是 
指 立 方 体 与 其 内 切 球体 的 体积 比 为 V64 : Y25;“ 方 八 之 面 , 圆 
五 之 面 ”是 指 方 知 与 贺 短 之 比 为 V8 : V5;“ 贺 周 率 一 十 之 
面 ， 而 径 率 一 之 面 也 ;是 指 圆周 与 直径 之 比 为 V10 : w 1 。 

在 刘 徽 的 注 文 及 所 引 张 衡 的 论述 中 ， 还 包含 着 根 式 运算 的 
一 些 基本 法 则 ， 效 列举 数 端 于 下 ， 

“ 令 其 短 七 十 五 再 自 乘 之 为 面 , 命 得 外 立方 积 四 十 二 万 一 干 
八 百 七 十 五 尺 之 面 ”, 即 (V75)3 一 V75; 一 V421875。 

“内 浑 二 十 五 之 面 ， 谓 积 五 尺 也 ”， 即 V25 一 5。 

“ 方 周 率 八 之 面 ， 圆 周 率 五 之 面 也 ; 令 方 周 六 十 四 尺 之 面 ， 
即 圆周 四 十 尺 之 面 也 ”， 即 V8 : V5= V8X8: V5X8= 
V64: V40。 

“又 令 径 一 尺 方 周 四 尺 , 自 乘 得 十 六 尺 之 面 , 是 为 圆周 率 一 
十 之 面 ， 而 径 率 一 尺 之 面 也 ”， 此 句 包含 着 如 下 的 运算 : 
圆 径 : 方 周 =1 : 4 二 V1 : V16, 而 方 周 : 圆周 = V64 : V460 


/5 ，/ 得 - v 古 :Vi0， 故 较 径 : 四周- VT :Vi6. 


综合 以 上 算 例 ， 可 以 断言 张衡 、 刘 征 已 熟知 ， 
(YM)= VME 
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MY (M>0, N>0) 


N 
此 外 ,《 九 章 算术 》 开 方术 称 “者 母 不 可 开 , 又 以 母 乘 定 实 ， 
乃 开 之 ， 论 ， 令 如 母 而 一 ”表明 当时 已 应 用 了 根 式 性 质 


以 上 论述 雄辩 地 说 明 ， 中 国 古 代数 学 家 经 由 开 方 不 尽 触及 
到 无 理 数 问题 ， 借 助 “ 面 ”的 概念 引进 无 理 根 ， 并 掌握 了 一 些 
根 式 运算 的 规律 。 

判定 正 根 个 数 引起 的 “无 数 ”问题 

李 锐 在 陈述 了 关于 判定 方程 正 根 个 数 的 符号 法 则 之 后 又 写 
道 :“ 凡 可 开 三 数 或 止 一 数 , 可 开 四 数 或 止 二 数 , 其 二 数 不 可 开 
是 为 无 数 。 凡 无 数 必 两 , 无 一 无 数 者 .” 这 是 中 算 史 上 涉及 虚数 
概念 的 唯一 一 段 文字 。 

根据 前 后 文 可 知 ， 李 锐 所 谓 的 “可 开 ” 之 数 系 指 方程 的 正 
根 , 那么 由 排 中 律 可 以 推断 ,“ 不 可 开 ” 之 数 就 是 正 根 以 外 的 方 
程 之 解 了 ， 它 们 应 包括 负 的 实 根 和 虚 根 两 类 ， 因 此 就 一 般 意 义 
来 说 ， 上 述 “ 无 数 ” 的 定义 比 虚 根 具有 更 多 的 内 涵 。 举 例 来 说 ， 
方程 

x* 一 X4 一 X3 十 3x: 一 2 一 0 

的 系数 符号 序列 有 三 次 变 号 。 但 仅 有 一 个 正 根 x 二 1, 属于 “可 
开 三 数 或 止 一 数 ” 类 型 ; 而 它 的 其 余 四 根 分 别 是 x:= 一 1、x;= 
一 1、x4=1+i 和 xs=1 一 i， 这 里 “无 数 ” 既 可 以 说 是 x, 和 x， 
也 可 以 说 是 其 4 和 Xso 
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但 是 就 李 锐 所 讨论 的 方程 而 言 , 其 不 可 开 的 两 个 “无 数 ” 确 

系 虚 根 。 这 是 因为 他 所 列举 的 方程 ， 其 系数 序列 的 变 号 数 正 是 

该 方程 的 次 数 ， 这 类 方程 着 有 “无 数 ” 则 必 为 虚 根 。 例 如 对 于 
aox3 一 aix2z 十 azx 一 a3 一 0 ( 诸 ai 盖 0) 

设 其 仅 有 一 个 正 根 xi 盖 0， 亦 属于 “可 开 三 数 或 止 一 数 ” 类 型 ， 

又 假若 另外 两 根 为 负 即 x 二 0、x; 二 0, 则 由 根 与 系数 的 关系 可 知 


Xl 十 Xz 十 Xs 一 a) 
XiXs 十 XIX3 十 X2X3 一 a2 
由 前 式 得 
Xs 十 X33 一 a1 一 Xi1> 一 XI 
由 后 式 得 
az 一 XI 《xz 十 xj) 十 xXzX3 一 一 【一 XI (Xs 二 x3) 一 X?X3] 
< 一 【人 (xs 十 xs)2 一 xxs] 一 一 Cxz 十 xzxas 十 xs 
<<0 


即 a*<0, 与 假设 相 了 矛盾 ,因此 x,、 x 为 负 的 假定 也 不 正确 , 可 
知 它们 必 为 虚 根 .0 

这 就 是 说 ， 在 《 开 方 说 》 中 所 处 理 的 实 系数 数字 方程 ， 如 
果 其 正 根 个 数 比 系数 序列 的 变 号 数 少 2， 那 么 该 方程 必 有 一 对 
虚 根 。 从 这 一 意义 上 来 说 ， 李 锐 所 提出 的 “无 数 ”概念 ， 确 实 
对 应 着 方程 的 虚 根 ,“ 凡 无 数 必 两 ”的 命题 则 相当 于 凡 虚 根 必 共 
轿 出 现 的 代数 性 质 。 

算法 的 完善 与 数 系 的 扩充 

在 中 国 古 代 , 数 与 算 的 密切 关系 可 从 两 个 方面 得 到 证 明 ; 一 


@ 银 阅 朱 家 生 、 吴 裕 宾 《 李 锐 ( 开 方 说 ) “无 数 ” 概 念 研 究 }, 《中 等 数学 》, 1990 
年 第 1 期 . 


第 三 章 ” 少 广 方程 229 


方面 ， 运 算是 以 具体 的 数 为 操作 对 象 的 ， 另 一 方面 ， 新 引进 的 
数 皆 由 算法 定义 或 导出 。 难 怪 《说 文 解 字 》 有 云 :“ 算 ， 数 也 ”， 

在 第 二 章 中 我 们 已 经 看 到 ， 奠 基 在 十 进位 值 制 记 数 法 和 筹 
算 制度 上 的 一 系列 算法 ， 是 中 算 家 在 建立 和 发 展 有 理 数 系 的 过 
程 中 走 在 当时 世界 前 列 的 主要 因素 ， 为 完善 除法 、 减 法 和 开 方 
运算 的 功能 , 中 算 家 分 别 引进 了 分 数 、 负 数 和 小 数 ; 反 过 来 ,中 
算 家 关于 各 种 数 域 的 定义 无 不 蕴含 着 相应 的 运算 法 则 。 举 例 来 
说 ， 分 数 由 “法 实 相 推 ” 而 生 ， 这 就 决定 了 把 分 子 、 分 母 看 成 
一 对 率 并 由 此 衍生 分 数 的 基本 性 质 及 运算 法 则 。 类 似 地 ， 正 数 
和 负数 被 定义 为 “两 算得 失 相反 ” 于 是 正 负数 的 四 则 运算 法 则 
也 就 应 运 而 生 。 这 种 引进 新 数 以 推广 算法 的 功能 ， 或 以 运算 性 
质 来 定义 各 种 数 域 的 思想 ， 与 近代 数 系 理论 中 关于 运算 封闭 性 
的 观念 是 颇 相 契合 的 .? 

持 这 样 的 观点 来 审视 中 算 家 对 开 方 与 解 高 次 方程 运算 的 扒 
广 , 我 们 才 不 会 图 于 成 见 (例如 古 希腊 人 认识 无 理 数 的 模式 ) 而 
漠视 他 们 为 扩充 有 理 数 系 而 付出 的 努力 。 由 开 方 不 尽 而 产生 的 
“以 面 命 之 ”问题 , 以 及 伴随 而 至 的 一 系列 根 式 运算 法 则 , 就 是 
中 国 古 朴 的 无 理 数论 。 其 实 类 似 这 样 的 通过 运算 规则 来 定义 新 
数 的 思想 ， 也 正 是 现代 构造 主义 数学 家 所 推崇 的 。 同 样 地 ， 由 
判定 方程 正 根 个 数 而 导致 的 “无 数 ”问题 及 构造 含 “ 无 数 ” 方 
程 的 技术 〈 见 本 书 第 221 页 ), 亦 显露 了 中 算 家 认识 虚数 的 独特 
门 径 ， 当 然 这 种 认识 还 是 相当 粗浅 的 ， 

高 度 重视 数 系 的 运算 性 质 ， 是 中 算 家 扩充 数 系 和 完善 算法 
的 重要 前 提 。 


QD 参阅 李 继 闵 《〈《 〈 九 章 算 术 ) 及 其 刘 徽 注 研 究 ?》， 第 131 一 132 页 。 
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第 二 节 线性 方程 组 


利 玛 塞 等 人 传 入 西方 数学 大 约 半 个 世纪 之 后 ， 康 床 时 代 的 
数学 家 梅 文 易 写 成 了 《方程 论 》 一 书 。 关 于 写作 的 目的 ， 他 在 
一 首 题 赠 给 方 中 通 (1633 一 -1698 年 ) 的 诗 前 注 道 :“ 方 子 精 西 学 ， 
愚 病 西 侍 排 古 算 ， 著 《方程 论 )， 谓 虽 利 氏 无 以 难 。.” 他 的 意思 
是 ， 中 国 古 算 中 关于 线性 方程 组 的 成 果 ， 是 当时 西学 中 所 缺 荐 
的 ， 因 此 中 国人 不 必 在 “ 西 侍 ” 面 前 亡 自 菲 薄 。 的 确 ， 关 于 线 
性 方程 组 的 理论 和 算法 ,在 17 世纪 的 欧洲 尚 处 于 执行 国 步 的 状 
态 , 较 系 统 的 和 矩阵 算法 更 是 18 世纪 以 后 的 事情 ; 而 在 中 国 早 在 
《 九 章 算术 》 成 书 的 时 代 , 相当 复杂 的 线性 方程 组 问题 和 解法 就 
已 经 出 现 了 ， 这 真是 世界 数学 史上 的 一 个 奇迹 。 


(一 ) 线性 方程 组 的 理论 


“方程 ”正名 

古 九 数 中 就 有 “方程 ”一 名 ,竹简 《算数 书 》 中 提 到 的 
“ 程 禾 ”就 是 《 九 章 算术 》“ 方 程 ” 章 前 六 题 的 前 身 。 刘 微 在 解 
释 “ 方 程 ” 二 字 的 含义 时 写 道 : 


“ 程 ， 课 程 也 。 群 物 总 杂 ， 各 列 有 数 ， 总 言 其 实 ， 念 


每 行为 率 。 二 物 者 再 程 ， 三 物 者 三 程 ， 皆 如 物 数 程 之 ， 并 
列 为 行 ， 故 谓 之 方程 ”0 


@ 钱 宝玉 校 点 { 算 经 十 书 } 上 册 ， 第 221 页 ;此 处 改动 了 一 个 标点 符号 。 
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这 里 说 明 “ 方 ” 指 外 在 的 形状 :“ 皆 如 物 数 程 之 ”要 求 行 数 与 未 
知 数 个 数 相 等 ;“ 程 ” 指 内 蕴 的 性 质 ， 则 又 可 以 作 两 种 解释 ， 第 
一 种 解释 基于 “各 列 有 数 ， 总 言 其 实 ”， 此 中 “ 数 ” 乃 “ 群 物 ” 
之 数 即 诸 未 知 项 的 系数 ,“ 实 ”万 “ 数 ” 与 “ 物 ” 的 线性 组 合 而 
相当 于 常数 项 ,“ 总 ” 则 暗示 了 等 量 关 系 ， 因 而 “方程 ”的 每 行 
都 可 看 成 是 一 个 多 元 一 次 方程 ， 若 干 个 这 样 的 方程 联 立 在 一 起 
就 组 成 了 一 个 线性 方程 组 ; 第 二 种 解释 则 基于 “ 令 每 行为 率 ”， 
即将 “方程 ”的 每 行 看 成 一 组 率 。 这 两 种 解释 在 本 质 上 并 无 矛 
大， 但 刘 徽 在 说 明 各 种 “方程 ”算法 的 原理 时 ， 更 多 采用 比率 
理论 为 其 依据 ， 

梅 文 易 高 度 推 崇 中 国 古 代 的 “方程 ” 术 ， 认 为 它 是 传统 代 
数学 中 “最 精 之 事 ”。 康 册 救 编 的 《数理 精 副 》 一 面 介绍 了 传统 
的 “方程 ”， 一 面 把 西方 那 种 含有 未 知 项 的 等 式 称 作 借 根 方式 。 
到 了 19 世纪 中 时 ， 李 善 兰 等 人 翻译 《代数 学 》《 代 微 积 拾级 》 
等 西方 数学 著作 时 ， 首 先 借用 “方程 ”一 词 来 作 Equation 的 译 
名 ， 由 此 “方程 ”的 概念 发 生 了 变化 ， 以 至 沿用 至 今 ， 许 多 人 
对 其 原始 意义 反而 不 知道 了 。 

以 “方程 ” 作 Equation 的 译名 ,大约 出 于 两 方面 的 考虑 : 一 
是 李 善 兰 等 人 承继 了 梅 文 更 的 观点 ， 把 “方程 ” 视 为 古 算 中 之 
最 高 成 就 ， 二 是 他 们 采纳 了 以 上 第 一 种 对 “ 程 ” 的 理解 ， 即 承 
认 其 中 的 等 量 关 系 。 在 本 节 中 , 我 们 一 律 用 加 引号 的 “方程 ”来 
表示 中 国 古 代 的 线性 方程 组 ， 不 加 引号 的 方程 则 指 一 般 意义 的 
Equation 。 

“方程 ”与 方程 理论 

代数 学 发 展 的 一 条 主 脉 就 是 关于 方程 的 理论 及 算法 。 自 从 
大 约 3600 年 前 、 一 个 叫 阿 默 斯 的 埃及 祭司 , 用 象形 文字 在 草 纸 
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上 写 下 了 一 个 相当 于 一 次 方程 的 表达 式 以 来 ， 这 条 主 脉 就 沿 者 
两 个 方向 伸展 着 : 其 一 是 增高 未 知 项 的 次 数 ， 其 二 是 增加 未 知 
项 的 个 数 ， 用 数学 语言 表达 出 来 就 是 


n—l 


> aix" 十 b 一 0 


其 2 2 

Al | +| 1=0 (A 为 mxn 阶 
1 系数 矩阵 ) 
X， b 


沿 着 第 一 个 方向 ， 数 学 家 创造 出 了 一 般 高 次 方程 的 各 种 数 
值 解法 ， 发现 了 二 次 、 汪 次 和 四 次 方程 的 求 根 公式 及 五 次 以 上 
方程 根 式 解 的 不 存在 ， 最 终 建立 了 佩 罗 瓦 〈E.， Galois ，1811 一 
1832 年 ) 理 论 和 和 群 论 ,这 就 是 近代 抽象 代数 演进 的 主要 线索 。 沿 
着 第 二 个 方向 数学 家 研究 了 关于 行列 式 、 向 量 和 惩 阵 的 理论 及 
算法 ， 推广 了 人 类 关于 直觉 空间 的 概念 ， 从 而 构成 了 近代 线性 
代数 的 主题 。 一 言 以 项 之 ， 当 今 代 数学 中 丰富 多 采 的 内 容 ， 在 
相当 大 的 程度 上 是 往生 于 解 方程 这 一 古老 的 主题 ， 而 按照 上 述 
两 个 方向 发 展 而 来 的 。 

在 这 样 的 背景 下 考察 中 国 古代 代数 学 的 成 就 ， 我 们 也 不 难 
发 现 少 广 与 “方程 ”这 两 大 主题 与 上 述 两 个 演进 方向 的 对 应 性 : 
少 广 的 主要 内 容 就 是 前 节 所 论 开 方 与 增 乘 开 方法 ,“ 方 程 ” 则 相 
当 于 线性 方程 组 的 理论 和 算法 。 以 这 样 一 种 观点 来 看 中 国 古 代 
的 代数 学 ， 我 们 对 其 达到 的 高 度 和 超前 性 质 才 会 有 更 深刻 的 体 


会 。 


” 《 九 章 算术 》“ 方 程 ” 章 第 2 题 大 意 为 : 7 捆 上 等 禾 出 粮 数 减 
去 14 斗 ,如 上 2 莉 下 等 秒 出 粮 效 共 为 10 斗 ; 8 撞 下 等 用 出 粮 数 - 
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外 加 1 斗 , 再 吉 七 2 斤 上 等 禾 出 粮 数 亦 共 为 10 斗 , 间 上 、 王 等 
才 1 捆 各 出 入 多 少 ? 设 所 问 为 x、y， 按 题 音 列 出 之 “方程 ” 相 
当 于 
7X 一 1 十 2y 一 10 
1 

但 原 题 术 文 称 :“ 损 之 日 益 ， 益 之 日 损 。” 刘 徽 又 进一步 解释 道 : 
“ 言 损 一 斗 余 当 一 十 斗 , 今 欲 全 其 实 ， 当 加 所 损 也 ”， 即 以 7x 十 
2y 二 11 代 7x 一 1 十 2y 王 10; 同 理 ,，“ 言 益 实 一 斗 乃 满 一 十 斗 , 今 
欲 知 本 实 , 当 减 所 加 即 得 也 ”, 也 如 以 2x 十 8y 一 9 代 2x 十 1 十 8y 
二 10， 这 实际 上 就 是 方程 移 项 变 号 法 则 的 应 用 .2 

“方程 ”与 比率 理论 

然而 在 中 国 古 代 , “方程” 与 比率 算法 有 着 更 为 密切 的 关系 ， 
这 一 思想 经 过 刘 徽 阐述 显得 格外 清晰 ， 而 基本 出 发 点 正 是 他 所 
说 的 “以 每 行为 率 ”。 

古代 解 “方程 ”的 算法 主要 有 三 种 ， 就 是 直 除 法 ， 互 乘 相 
消 法 和 刘 徽 的 “新 术 ”， 它 们 无 外 乎 是 对 行 施行 乘 、 除 或 相 并 、 
相 消 运算 而 已 而 在 刘 微 的 “方程 ”理论 中 ， 是 把 “方程 ”的 
每 一 行 都 视 作 一 组 比率 的 ， 因 而 古代 解 “方程 ”的 算法 ， 从 本 
质 上 说 就 是 比率 算法 的 推广 。 

直 除 法 就 是 帅 “ 方 程 ” 某 行 某 物 〈 即 未 知 数 ) 的 系数 遍 乘 
另 一 行 ， 再 由 结果 中 连续 减 去 原 行 以 求 消 掉 某 物 。 对 此 刘 徽 注 
道 :“ 令 少 行 减 多 行 , 友 复 相 减 ， 则 头 位 必 先 尽 。 上 无 一 位 则 此 
行 刘 上 关 一 物 疾 。 然 而 举 率 相 减 ， 不 害 余数 之 课 。” 最 后 这 句 话 的 
意思 是 说 , 直 除 后 所 产生 的 新 行 (或 新 的 一 组 比率 )， 尽管 其 中 


Q@ 参照 梅 荣 照 《 刘 微 的 方程 理论 》,《 科 学 史 集 刊 》， 第 11 期 。 
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少 了 一 物 (或 其 中 一 率 为 0), 但 原先 的 比率 关系 仍然 存在 。 关 
于 先 以 某 行 菜 物 系数 下 飞 男 一 行 的 道理 ， 刘 徽 则 用 齐 同 术 加 以 
解释 ,他 说 :“ 先 令 右 行 上 禾 乘 中 行 ， 为 齐 辣 之 意 。 为 齐 同 者 谓 
中 行 直 减 右 行 也 。” 这 一 思想 在 解释 互 乘 相 消 法 时 得 到 了 更 明确 
的 说 明 。 

互 乘 相 消 法 是 直 除 法 的 推广 ， 其 实质 是 将 “方程 ”的 两 行 
互相 乘 以 对 方 同一 未 知 项 的 系数 ,然后 通过 相 减 消去 该 未 知 项 。 
例如 “方程 ” 章 第 7 题 大 意 为 : 5 牛 2 羊 值 金 10 两 ，2 牛 5 羊 
值 金 8 俩 ， 问 牛 、 羊 单价 各 多 少 ? 设 所 问 为 x、y， 依 题 意 有 

9X 十 2y 二 10 

J 
互 乘 即 以 后 者 牛 数 2 乘 前 者 ， 以 前 者 牛 数 5 乘 后 者 ; 对 此 刘 徽 
注 道 :“ 假 令 为 同 齐 ， 头 位 为 牛 , 当 相 乘 左右 行 定 。 更 置 右 行 牛 
十 、 羊 四 , 直 金 二 十 两 ; 左 行 牛 十 、 羊 二 十 五 , 直 金 四 十 两 。 牛 
数 等 同 , 金 多 二 十 两 者 , 羊 善 二 十 一 使 之 然 也 。 以 少 行 减 多 行 ， 
则 和 牛 数 尽 ， 人 惟 羊 直 金 之 数 见 ， 可 得 而 知 也 。?” 

“新 术 ” 系 刘 徽 所 创 , 其 实质 是 先 通过 直 除 或 互 乘 相 消 去 掉 
各 行 下 实 〈 相 当 于 常数 项 ),， 然后 逐步 求 出 各 物 的 相 与 之 率 , 最 
后 借助 含有 术 或 豪 分 术 来 求解 。 可见 所 谓 “ 新 术 ”， 不 过 是 刘 徽 
试图 将 解 “ 方 程 ” 纳 入 到 比率 算法 从 而 建构 统一 筹 算 理 论 体系 
的 一 个 结果 ， 下 面 我 们 还 要 详细 介绍 。 

“方程 ” 解 之 唯一 性 和 算法 之 构造 性 

在 对 “方程 ”二 字 的 含义 作出 了 解释 之 后 ， 刘 徽 又 提出 一 
个 重要 的 补充 :“ 行 之 左右 无 所 同 存 ， 且 为 有 所 据 而 言 耳 .” 这 
里 的 前 半 句 话 相 当 于 说 ， 在 同一 “方程 ”中 不 应 出 现 两 行 数字 
相同 或 势 相 同 的 比率 ; 后 半 句 话 是 强调 问题 的 实际 意义 。 如 果 
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在 前 半 句 话 的 基础 上 再 加 上 “ 沸 如 物 数 程 之 ”这 一 原则 ， 就 相 
当 于 给 出 了 “方程 ” 解 之 唯一 性 的 条 件 。 事 实 上 ， 在 《 九 章 算 
术 》“ 方 程 ” 章 的 全 部 18 个 题目 中 , 除 第 13 题 ( 即 五 家 共 井 题 ， 
详 后 ) 没有 限定 常数 项 以 外 , 其 余 17 题 均 可 由 题 意 建 立 与 未 知 
项 数目 相同 的 异 解 方程 ， 故 而 也 就 仅 有 唯一 一 组 解 存 在 。 ~ 

筹 算 以 分 离 系数 法 表达 “方程 ”, 其 形式 完全 对 应 于 现代 数 
学 中 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 ;又 因为 确立 了 “ 令 每 行为 率 ” 的 
原则 ， 中 算 家 解 “方程 ”的 过 程 ， 实 际 上 就 是 对 上 述 矩 阵 施行 
种 种 行 的 变换 的 过 程 。 特 别 值得 指出 的 是 ， 为 了 克服 直 除 法 要 
求 “以 少 行 减 多 行 ”的 限制 ， 中 算 家 又 引入 了 负数 概念 及 相应 
的 运算 法 则 ， 从 而 使 解 “ 方 程 ”能 够 依照 一 个 既定 的 程序 在 有 
限 步 骤 内 得 到 结果 。 这 也 为 中 国 古 代数 学 的 构造 性 及 其 算法 的 
机 械 化 特色 提供 了 一 个 具有 说 服 力 的 样板 。 

所 谓 构造 性 (Constructivity)， 特 别 强 调运 算 的 可 操作 程 
度 ， 其 首要 特征 就 是 要 从 问题 包括 的 信息 出 发 ， 通 过 一 系列 有 
限 的 运算 〈 主 要 指 算术 四 则 运算 ) 求 出 解 来 ， 因 而 构造 性 往往 
是 与 算法 的 机 械 化 〈 或 称 程序 化 ) 特色 联系 在 一 起 的 。 在 中 国 
古代 数学 中 ， 除 了 “方程 ”算法 之 外 ， 各 种 比率 算法 、 更 相 减 
损 算法 、 连 环 求 等 算法 、 开 方 以 及 增 乘 开 方 算法 、 抬 积 招 差 算 
法 , 以 及 大 本 求 一 算法 等 , 无 一 不 具备 构造 性 和 机 械 化 的 特征 ， 
这 也 是 中 国 古 算 在 算法 上 长 期 居于 领先 地 位 且 在 今日 仍然 具有 
魅力 的 一 个 重要 原因 . 


D Wu Wen-tsun, Recent Studies of the Histary of Chinese Mathematics, 
Proceedings of International Congréss of Mathematicians , Berkeley, 1986. 
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(二 ) 线性 方程 组 的 解法 


“方程 ” 术 举 例 
《 九 章 算术 》“ 方 程 ” 章 首 题 为 : 


“ 今 有 上 禾 三 秉 ， 中 禾 二 秉 ， 下 禾 一 秉 ， 实 三 十 九 斗 ; 
上 禾 二 和 村， 中 禾 三 秉 , 下 禾 一 秉 , 实 三 十 四 斗 ; 上 条 一 对 ， 
中 禾 二 乘 ， 下 禾 三 冬 ， 实 二 十 六 斗 。 问 上 、 中 、 下 禾 实 一 
村 各 几何 ?” 吕 


“方程 ” 术 就 是 以 此 题 为 范例 用 直 除 法 解 线性 方程 组 的 完整 
程序 ， 现 将 其 分 解说 明 如 下 : 


a) (2) 


(1)“ 置 上 禾 三 秉 ， 中 禾 二 秉 ， 下 禾 一 委 ， 实 三 十 九 斗 于 
右 方 ; 中 、 左 禾 列 如 右 方 "”， 即 按 条 件 排 列 “ 方 程 ” 如 图 〈1)， 
相当 于 列 出 
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3x 十 2y 十 z 一 39 0 

[tt © 

x 十 2y 十 3z 二 26 ©® 

(2)“ 以 右 行 上 禾 遍 衫 中 行 "， 即 以 右 行 上 禾 之 二 数 3 遍 习 
中 行 各 项 ， 相 当 于 3X 他): 

6x 十 9y 十 3z 一 102 由 


三 了 三 MI 


(3)“ 而 以 直 除 ”,。 意 即 以 右 行 连续 2 次 大 中行 至 上 禾 秉 数 
5y 十 z 二 24 ©) 
(4)“ 又 乘 其 次 ”, 即 仍 以 右 行 上 禾 之 生 数 3 遍 乘 左 行 各 项 ， 
相当 于 3x (3) 
3x 十 6y 十 9z 一 78 
-一 一 一 一 - (5)“ 亦 以 直 除 ”， 意 即 以 右 行 减 
OO OO 机 一 
诺 行 至 上 帮 栗 数 为 0, 相当 于 多 一 中 : 
| | | 4y 十 8z 一 39 (了 ) 
全 | | 


三 而 三 改 三 全 


(5) 
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(6)“ 然 以 中 行 中 禾 不 尽 者 遍 科 
| 9 。 由 左 行 ", 妈 以 中 行 中 禾 之 科 数 5 沉 乘 左 


=o WN 行 各 项 ， 相 当 于 5X@; 
=o | | 20y 十 40z 一 195 
| 寺 汕 = 册 三 本 


(7)“ 而 以 直 除 。 左 方 下 禾 不 尽 
者 ， 上 为 法 ， 下 为 实 。 实 即 下 禾 之 
实 ”, 即 以 中 行 连续 4 次 减 左 行 至 中 禾 
乘 数 亦 为 0， 相当 于 图 一 4X 回 ， 


36z 一 99 (9) 
)“ 求 中 禾 ， 以 法 乘 中 行 下 实 ， 
滩 而 除 下 禾 之 实 。 余 如 中 禾 秉 数 而 一 , 即 
中 禾 之 实 ”， 即 中 禾 之 实 一 一 一 153，。 


(9)“ 求 上 禾 亦 以 法 乘 右 行 下 实 , 而 除 下 禾 、 中 禾 之 实 。 如 
上 禾 秉 数 而 一 , 即 上 禾 之 实 *， 即 上 禾 之 实 = 


〈39 义 36 一 99 一 2X153) 
3 


(10)“ 实 和 皆 如 法 ,各 得 一 斗 >， 即 上 、 中 、 干 禾 每 乘 各 出 实 
333 、153 和 吕 斗 ， 约 简 为 9 赴 、4 二 和 2 马 斗 ， 
(8)、(9) 两 步 中 ,依稀 可 辩 代 入 法 的 踪迹 ,但 是 按照 刘 微 


的 注解 ， 它 们 也 可 以 通过 对 中 、 右 两 行 继续 施行 类 似 的 变换 而 
作出 解释 ， 具 体 步 骤 如 下 : 


一 333。 
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去 二 ”TTL 


(8) (9) (10) (1}) 


1 诗 引 放生 中 


去 人 “| 夺 lt ”了 独 去 


由 而 


(12) (13) (14) 
若 用 方程 式 来 表达 ， 以 上 各 筹 式 对 应 于 : 
36X@@: 180y+36z=864 
(0—(®: 180y=765 
D5 36y=153 
36XD: 108x 十 72y 十 36z 一 1404 
3—@: 108x 十 72y 一 1305 
时 一 2X 四 : 108x= 999 
二 3: 36x 一 333 
由 昌 、 四 、 轩 即 可 得 上 、 中 、 下 不 每 乘 出 实 之 数 。 
以 上 过 程 若 用 增 广 和 矩阵 的 变换 来 表示 就 更 为 清晰 : 


加 名 昌 包 所 己 晶 


1 2 3 1 6 3 1 0 3 
2 3 2 2 9 2 2 5 2 
3 1 1 |3 3 1| | 1 1 
26 34 39) [26 102 39j \26 24 39 
3 0 3 0 0 3 0 0 3 
6 5 2 4 5 20 5 2 
- o 1 上 8 1 | 40 1 1 
78 24 39j l39 24 39) li95 24 39 
0 0 3 0 0 3 0 0 3 
0 5 2 0 180 2 0 180 2 
6 1 1| |sg 36 1| |3s6 0 1 
lg9 24 39) l99 864 39) lg9g9 765 39 
0 0 3 0 0 108 0 0 108 
0 36 2 0 36 72 0 36 72 
3 0 1| la6 0 36| |3¢ 0 0 
99 153 39) l99 153 1404) [99 153 1305 
0 0 108 0 0 36 
0 36 0 0 36 0 
36 0 ol 36 0 0 
99 153 99%9) [99 153 333 


互 乘 相 消 法 解 “ 方 程 ”的 程序 与 此 大 同 小 异 。 毋庸 举例 说 
明 。 

刘 徽 “新 术 ” 举 例 

把 “方程 ” 归 为 今 有 或 衰 分 问题 ， 在 “方程 ” 章 第 9 题 的 
齐 徽 注 中 已 现 端倪 。 该 题 大 意 为 四 淮 一 敬 与 一 省 五 燕 的 重量 相 
等 且 都 等 于 8 两 , 求 燕 、 省 一 只 各 重 多 少 ? 刘 徽 注 称 :“ 是 三 省 
四 燕 重 相当 , 八 率 重 四 , 燕 率 重 三 也 。” 就 是 由 已 知 条 件 各 消去 
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一 燕 一 省 后 得 到 省 重 : 燕 重 =4 : 3, 然 后 用 今 有 或 衰 分 术 求 解 。 
对 于 较 复杂 的 问题 ,未 知 项 之 间 的 比率 关系 不 是 那样 明显 ， 
就 需要 通过 先 消去 常数 项 、 再 逐步 消去 其 他 未 知 项 以 求 得 每 两 
两 未 知 项 的 比率 ， 这 就 是 “方程 新 术 ” 前 半 部 分 的 要 旨 。 其 术 
文 称 : 
“以 正 负 术 入 之 。 令 左右 相 减 ， 先 去 下 实 ， 又 转 去 物 
位 ， 求 其 一 行 二 物 正 负 相 借 者 ， 易 其 相当 之 率 。 又 令 二 物 
与 他 行 互 相去 取 , 转 其 二 物 相 借 之 数 ， 即 终 相 当 之 率 也 。 各 
据 二 物 相 当 之 率 、， 对 易 其 数 。 即 各 当 之 率 也 。?J 


以 “方程 ” 章 第 18 题 为 例 ， 题 目 相 当 于 解 五 元 一 次 方程 组 
9x 十 7y 十 3z 十 2 十 5v 一 140 
7x 十 6y 十 4z 十 Be 十 3v 一 128 
3xX 十 5y 十 7z 十 6u 十 4v 一 116 
2xX 十 57 十 3z 十 9u 十 4v 一 112 
X 十 3y 十 2z 十 8u 十 5v 一 95 
根据 刘 徽 提供 的 详细 步 又， 由 增 广 和 矩阵 变换 所 表达 的 “各 当 之 
率 ” 算 法 如 下 ， z 


] 
3 
2 
8 
9 


qu "DO co Cn Ti 
”> 2 ~ < wo 
ao LI 心 品  、] 
tn hi 由 > 加 


95 12 116 128 140 
( 左 ) (四 〉 (三 ) (二 ) (和 右 ) 
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六 
下 
mt 


1 2 
3 5 
2 3 
二 ?一 (四 2 8 9 
5 4 
95 112 
( 左 ) (四 ) 
一 22 ”一 26 
3 5 
(3 |—90 一 109 
XC | 7 03 
( 左 ) 一 23X (三 ) 
5 4 
3 0 
( 左 ) ” (四) 
一 22 ”一 26 
3 5 
一 90 一 109 
-一 一 到 | 77 93 
5 4 
3 0 
( 左 ) (四 ) 


(三 ) 


< An 必 吕 ~ 


128 
(—) 


NA ~ 


140 
( 右 ) 
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”一 91 一 26 23 一 25 一 26 
12 5 —3 6 7 
一 372 一 109 94 一 124 一 137 
( 左 ) 一 3X (三 ) 
317 93 ”一 80 101 107 
20 4 一 8 3 5 
O 0 1 0 0 


( 左 ) ” (四) 三) (二)〉 (和 有 ) 


以 上 过 程 相当 于 “ 先 去 下 实 ”; 以 下 运算 不 再 涉及 第 三 行 ， 故 略 
去 ， 继续“ 转 去 物 位 ”， 有 


39 一 26 -25 0 

一 13 5 6 2 

173 一 109 一 124 一 ?8 

0 148 93 101 14 
( 右 ) 一 (由 】 

0 4 3 1 

0 0 0 0 


( 左 ) (四 ) ” (二) (和 右 ) 


39 一 26 一 25 0 

一 13 一 3 O 2 

173 3 一 40 一 28 

(--) 一 3x( 右 ) 148 37 so 14 
(四 ) 二 4x《 右 ) 

O 0 0 1l 

0 0 OO 0 


( 左 ) (四 ) (二 ) (和 有 ) 
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(四 ) 一 (一 ) 
( 左 ) 十 (二 ) 


( 左 ) 一 3X (四 ) 


闻 [( 二 ) 十 ( 左 )] 


(二 ) 


( 右 ) 


( 右 ) 
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0 一 1] 0 0 
一 55 一 3 5 9 
735 43 一 95 一 28 


( 左 ) 十 17X (四 ) 
一 一 一 | 一 397 一 22 53 14 


(二 ) 一 2X (四 ) 


( 左 ) (四 ) (二 ) (各) 


一 | 0 0 

一 3 5 2 

廊 [C( 左 ) 十 11 Xx (二 )) 43 一 95 一 28 
TY 3 一 22 D3 14 
0 0 1 

O 0 0 

( 左 ) (四 ) (二 ) 《( 右 ) 


至 此 由 左 行 得 一 5z 十 3u 一 0, 即 z+ u 一 3: 5。“ 又 令 二 物 与 他 行 
相去 取 ” 即 


0 一 】 0 0 

0 一 3 5 2 

一 0 一 

(二 ) 一 19X( 左 ) 2 4 | 
(四 ) 十 8X ( 诺 ) 

( 右 ) 一 5X ( 左 ) 0 0 0 ] 

0 OO 0 


( 左 ) (四 ) 〈 二 ) ”( 右 ) 


〈 右 ) 
( 右 ) 


) 
) 


一 一 全 
一 一 


( 
《 


(四 ) 
(四 ) 


言 数 

0 
( 左 ) 
( 左 ) 


) 一 2X( 右 》 


( 右 ) 一 2X (二 ) 


《 
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〈 右 ) 


0 
] 
6 
—2 
一 2 
0 
) 


一 一生 
一 一 各 


( 


(四 ) 


〈( 左 ) 


( 丰 ) 一 3> ( 左 ) 


: 6。 继 续 “ 与 他 行 互 


V9 


至 此 由 右 行 得 一 6u+5v=0， 即 u 


相去 取 ”， 有 
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[CC 右 ) 十 2 ( 夺 )] 


1 
2 


〈 右 )| 


) 


(一 


(四 ) 


《 左 ) 


(一 十 2 和 (和 石 ) 


(四 > 十 (一 ) 


《 左 》 十 (二 ) 


( 右 ) 


) 


(— 


(四 ) 


( 左 ) 
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0 —] 0 0 
] 一 2 3 从 
一 纪 5 一 和 一 2 

(-) 十 2x( 在 ) 
一 一 一 一 一 一 一 ] 0 0 0 
0 0O 0 1 
0 0 0 0 


( 左 ) (四) (二 ) ( 右 ) 
至 此 由 第 二 行 得 3y 一 4z= 二 0, 即 y :z=4: 3。 继续 “与 他 行 互 栅 
去 取 ”， 有 


0 ”一 1 0 0 
1 1 3 0 
一 3 1 一 4 一 》 
《四 ) 十 (一 ) 
一 一 一 > 1 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
( 左 )” (四 ) (二 ) (和 有 ) 
0 一 1 一 4 0 
1 1 7 0 
一 3 1 0 一 2 
(二 ) 十 4X( 四) 
-一 一 一 一 1 0 0 0 
"0 0 0 1 
0 0 0 0 


( 左 》 (四 ) (二 〉 ( 右 ) 
至 此 由 第 二 行 得 一 4x 十 7y 二 0, 即 xry=7 : 4。“ 各 当 之 率 ”为 


第 二 章 ” 少 广 方程 | 249 


x:y:ziu:v—=7:4:3:5:609 

“方程 新 术 ” 的 后 半 部 分 系 说 明 如 何 由 此 “各 当 之 率 ” 求 
出 各 数 , 刘 微 提出 了 两 种 方法 : 一 为 今 有 算法 , 一 为 衰 分 算法 ， 
这 里 就 不 再 介绍 了 。 

其 他 人 的 工作 

《孙子 算 经 》、《 张 丘 建 算 经 》、《 数 书 九 章 》、《 详 解 九 章 算 
法 》 《 九 章 算 法 比 类 大 全 》、《 算 法 统 宗 》 等 书 也 都 介绍 “ 方 
程 ” 解 法 ， 内 中 尤 以 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》 为 突出 ， 其 术 文 称 ， 
“ 列 积 及 物 数 于 下 , 布 列 数 各 对 本 色 . 有 分 者 通 之 , 可 约 者 约 之 ， 
为 定 率 。 积 、 列 数 每 以 下 项 互 遍 了 乘 之 , 每 视 其 积 ， 以 少 减 多 , 其 
下 物 数 各 随 积 正 负 之 类 ……- 使 其 下 项 物 得 一 数 者 为 法 ， 其 积 为 

实 如 法 而 一 。 所 得 不 计 遍 损 或 益 ， 诸 积 各 得 法 、 实 除 之 。” 
与 《 九 章 算术 》 之 “方程 ” 术 相 比 不 同 处 有 四 : (1)“ 积 ”( 相 
当 于 常数 项 ) 在 “ 物 数 ” (相当 于 未 知 项 系数 ) 之 上 ; (2) 
“ 积 ” 与 “ 物 数 ” 均 可 为 分 数 ; (3) 尽 可 能 将 各 行 诸 数 化 为 相 与 
之 率 ; 〈4) 自 右 至 左 依次 对 行 施行 变换 ， 一 律 采 用 互 乘 相 消 法 
消 元 ， 直 到 该 行 仅 存 一 个 “ 物 数 ”和 “ 积 ” 为 止 。 以 《 数 书 九 
章 》17 卷 第 1 题 为 例 ， 题 目 相当 于 求解 三 元 一 次 方程 组 


3500x 十 2200y 十 375z 一 1470000 
2970x 十 2130y 十 3056 二 z 一 1470000 


3200x 十 1500y 十 3750z 一 1470000 


@ 以 上 演 草 参阅 〔 清 ] 李 锐 《 方 程 新 术 草 》，《 李 氏 和 遗书 》， 道 光 十 三 年 
(1823) 刊本 。 
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书 中 列 出 的 解 题 程序 ， 相 当 于 如 下 的 增 广 矩 阵 变换 : 


1470000 1470000 1470000 
3200 2970 3500 
1500 2130 2200 


3750 3056 元 375 


3200 11880 3500 
1500 8520 2200 
3750 12225 375 


29400 392000 58800 
64 192 140 
30 568 88 
15 815 15 


441000 392000 4410000 
960 792 10500 
450 5068 6600 


1470000 5880000 
1125 815 9 


29400 392000 3969000 


64 792 9540 
30 568 6150 
15 815 0 


中 注意 这 里 最 上 面 -- 排 是 常数 项 ; 此 外 除 最 后 一 个 矩阵 系 本 书 作者 所 补 外 ， 
让 全 下降 完全 是 由 《 数 书 九 音 》 中 的 14 副 草图 对 应 而 成 ， 仪 将 筹码 改 成 阿拉 
浙 数 字 而 已 。 
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23961000 29400000 3969000 


52160 59400 
24450 42600 
61125 61125 


9540 
6150 
0 


29400 5439000 3969000 


64 7240 
30 18150 
75 0 


9540 
6150 
0 


29400 543900 132300 


64 724 
30 1815 
15 0 


318 
205 
0 


64 148420 577170 
30 372075 372075 


75 0 


29400 543900 128625000 
64 724 428750 


30 1815 
75 0 


29400 543900 
64 724 
30 1815 
75 0 


29400 11499500 
、 0 
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10200. 326700 300 
~ 30 1815 0 
715 0 0 
10200 180 300 

0 0 1 

和 30 ] 0 
7175 0 0 

4800 1800 300 

0 0 ] 

和 0 1 0 
795 0 0 

64 1800 300 

0 0 1 

~ 0 1 0 
1 0 0 


如 x 王 300，y 王 1800，z 一 64。 

从 计算 量 来 说 ， 这 一 算法 不 一 定 就 是 最 合理 的 ， 例 如 要 去 
掉 右 行 最 下 一 数 , -开始 就 可 以 通过 以 10 琅 乘 再 与 左 行 相 消 实 
现 ， 而 勿 须 等 二 、 三 、 四 个 矩阵 所 显示 的 步骤 。 对 此 秦 九 韶 是 
绝 不 会 不 知道 的 ， 他 之 所 以 反复 地 采用 这 种 “化 约 一 互 乘 一 相 
消 一 化 约 ” 的 步骤 ， 不 过 是 为 了 建立 一 个 规范 的 算法 ， 从 而 通 
过 有 规律 的 步骤 得 到 规范 的 解 ， 即 最 后 一 个 矩阵 来 ， 这 就 更 充 
分 地 展现 了 上 “方程 ”算法 的 构造 性 质 及 其 机 械 化 特色 。 

梅 文 易 的 《方程 论 》 共 有 90 道 线性 方程 组 问题 ， 其 中 未 知 
数 最 多 达 6 个 ， 解 法 则 多 是 利用 互 乘 相 消 逐 次 消 元 ， 先 得 到 一 
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个 类 似 于 上 例 第 11 个 矩阵 那样 的 三 角 阵 来 ,然后 用 代入 法 逐步 
求 得 其 余 各 数 。 书 中 最 后 一 部 分 名 为 “方程 ” 御 杂 法 ， 梅 氏 所 
谓 杂 法 包括 了 栗 米 、 衰 分、 均 输 、 盘 不 足 四 大 类 ， 他 用 大 量 例 
题 说 明了 “ 末 法 不 能 御 方 程 ， 而 方程 能 御 杂 法 ”的 观点 ， 用 以 
论证 “方程 ”是 中 国 古 代 代 数学 中 最 高 的 成 就 。 

清 代 学 者 顾 观 光 (1799 一 1862 年 ) 在 关于 调 日 法 的 研究 中 ， 


提出 了 一 种 相当 于 解 二 元 一 次 线性 方程 组 
1 B 


49x 十 17y 二 A 
的 更 相 减 损 求 强 、 弱 数 法 ; 内 中 x、y 分 别称 作 强 、 弱 之 数 ，A 
为 日 法 , B 为 朔 余 。 其 术 文 称 :“ 以 朔 余 减 日 法 得 第 一 数 ， 以 第 
一 数 减 朔 余 得 第 二 数 ， 以 第 二 数 减 第 一 数 得 第 三 数 ， 以 第 三 数 
减 第 二 数 得 强 数 ， 以 强 数 减 第 三 数 得 弱 数 。" 这 一 算法 的 原理 
与 直 除 法 无 异 ， 但 形式 别开生面 : 


日 法 …………49x 十 17y | 26x 十 9y…………: 廖 余 
26x 十 9y | 23x 十 8y | 
第 一 数 .……………23x 十 8y | 3x 十 y…… 第 二 数 
第 二 数 ……… 2 | Xe 强 数 
( 连 减 2 次 ) 2 
弱 数 …… 和 7 


举例 来 说 , 西晋 正 历 的 日 法 、 朔 余 分 别 是 35250 和 18703， 以 此 
法 求 强 、 弱 数 的 算 草 是 


QD 《 清 3 顾 观 光 《 日 法 翔 余 强 弱 考 补 》,《 武 陵 山 人 遗书 》。 光绪 九 年 (1883) 刻 
本 。 
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3525011870311 
18703116547 | 
11li6547| 215617 


|15092| 1455 
1| 1455| 70112 
1402 
53 
、 、 26 X701 十 9X53 
一 7 一 ， 八 20 个 (个 9 个 995 
0 
35255。 此 题 若 以 增 广 矩 阵 的 变换 来 解 ， 则 有 
26 49 20 23 
9 i171 9 8 
18703 35250 18703 16547 


3 23 3 2 
-人 > 1 8 | 一 1 1 
2156 16547 2156 1455 


1 2 1 0 
>| 0 1| 一 | 0 1 
701 1455) |701 53 


第 三 节 不 定 分 析 


中 国 证 代 在 不 定 分 析 领 域 所 取得 的 成 就 ， 可 以 《 张 丘 建 算 
经 》 中 的 百 鸡 问题 和 《孙子 算 经 》 中 的 物 不 知 数 问题 为 典范 , 它 
们 分 别 代 表 着 不 定 方程 和 同 余 式 这 两 大 研究 传统 。 不 定 方 程 的 
求解 主要 来 自传 统 算 法 , 最 早 的 例子 可 以 追溯 到 《 九 章 算术 》 方 
程 、 勾 股 章 中 的 题目 ， 其 本 质 是 比率 算法 的 推广 。 同 余 式 的 概 
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念 则 右 占 签 和 制 历 两 方面 的 背景 。 值 得 指出 的 是 ， 中 国 古代 所 
涉及 的 同 余 式 都 是 一 次 的 ,从 本 质 上 可 以 与 一 次 不 定 方程 相通 。 
正 因 为 如 此 ,我 们 把 不 定 分 析 放 在 高 次 方程 和 线性 方程 组 之 后 ， 
作为 中 国 古 代 代 数学 的 一 部 分 加 以 介绍 。 


(一 ) 不 定 方程 


五 家 共 井 问题 

《 九 章 算术 》“ 方 程 ” 章 第 13 问 通 称 “ 五 家 共 井 >， 大 意 是 
五 户 人 家 各 出 国定 长 度 的 绳索 作 井 绳 ， 已 知 甲 户 2 绳 加 乙 户 1 
绳 、 乙 户 3 强加 丙 户 1 强 、 丙 户 4 强 加 丁 户 1 强 、 丁 户 5 强 加 
戊 户 1 强 ， 以 及 成 户 6 强 加 甲 户 1 强 都 恰好 等 于 井深 , 问 井 深 
和 各 户 强 长 各 几何 ? 术 文 十 分 简略 ， 只 有 “如 方程 ， 以 正 负 术 
入 之 ”一 句 话 。 书 中 给 出 的 答案 是 : 井深 、 甲 、 乙 、 两 、 丁 、 成 
绳 长 各 为 721、265、191、148、129、76 寸 。 今 按 清 代 李 满 所 
拟 细 草 ， 并 以 现代 数码 说 明 解 题 过 程 如 下 :2 


ODO OO OO 
5 
一 OO OO OO ~ 


( 左 ) (四 ) (三 ) (二 ) (和 用) 


也 参阅 [ 清 ] 李 浇 《 九 章 算 术 细 草 图 说 )， 嘉 庆 一 十 五 年 (1820) 刊本 。 


数 


Ne 
一 过 
口 


大 起 
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I m 中 二 后 后 一 


0 
0 
4 
1 
0 
1 


0 
0 
0 
9 
] 
] 


0 
1 
0 
0 
1]2 
1 


《 左 ) 


2X( 左 ) 一 ( 右 》 


[a rr 也 二 二 


3X( 左 ) 十 (二 ) 


《 右 ) 


《 左 ) 


oY ff 


15 


4XX( 左 ) 一 (二 》 
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0 0 0 0 > 
0 0 0 3 1 
0 0 4 1 0 
5X( 左 ) 十 (四 》 
”| 0 5 1 0 0 
721 ] 0 0 0 
76 1 1 1 1 
( 左 ) (四 ) (二 ) (—) 右 


最 后 一 个 矩阵 的 左 列 〈 古 称 “ 行 >) 表示 成 户 强 长 与 井深 之 比 为 
76 : 721; 蔡 令 井深 为 721 和 寸 ， 则 成 户 强 长 为 76 寸 。 继 续 类 似 
的 运算 或 应 用 代入 法 ， 可 以 依次 求 得 其 余 四 户 的 强 长 。 

在 这 一 问题 中 , 井深 的 长 度 没 有 给 定 , 因而 连同 五 家 绳 长， 
共有 6 个 未 知 数 ， 但 由 已 知 条 件 仅 能 列 出 5 个 方程 ， 所 以 问题 
的 解 不 是 唯一 的 . 刘 徽 注意 到 了 这 一 点 ， 他 在 注 文中 写 道 :“ 此 
率 初 如 方程 为 之 ， 名 各 一 逮 井 。 其 后 ， 法 得 七 百 二 十 一 ， 实 七 
十 六 , 是 为 七 百 二 十 一 绠 而 七 十 六 还 井 。 而 戊 一 绠 还 井 之 数 定 ， 
逮 七 百 二 十 一 分 之 六 十 六 。 是 故 七 百 二 十 一 为 井深 ， 七 十 六 为 
成 绠 之 长 ， 举 率 以 言 之 。”“ 名 各 一 还 井 >， 就 是 说 常数 项 没有 给 
定 具 体 数 值 而 以 井深 为 一 个 单位 来 代替 ;“ 举 率 以 言 之 ”， 就 是 
说 得 出 的 答案 仅 为 一 组 整数 解 ， 将 其 扩大 或 缩小 若干 倍 也 是 原 
“方程 ”的 解 。 

五 家 共 井 题 是 中 国 数学 史上 最 早 关于 不 定 方程 的 文字 记 
录 。 

百 鸡 问题 
《 张 丘 建 算 经 》 卷 下 最 后 一 题 即 著名 的 百 鸡 问 题 . 


“ 今 有 鸡 贫 一 ， 直 钱 五 ; 鸡 母 一 ， 直 钱 三 ; 鸡 纵 三 直 
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钱 一 、 凡 百 钱 ， 买 鸡 百 寻 。 问 鸡 人 等 、 母 、 纵 各 几何 ?2 
书 中 共 给 出 三 组 解 ， 即 4、18、78; 8、11、81; 和 12、4、84。 
另外 术 文 称 “ 鸡 你 每 增 四 . 鸡 母 每 减 七 ， 鸡 委 每 益 三 ”， 相 当 于 
给 出 通 解 公 式 


x 一 4 十 4t 
] y==18 一 7 
lz 一 78 十 3t 


(x、y、z 分 别 表示 箱 、 
垃 、 雏 数 , t= 二 0. 1. 2，3， 
..) 

这 一 结果 是 怎样 得 来 
的 ? 中 算 史 上 兽 有 多 种 推 
测 ,时 然 大 多 合乎 数理 ,但 
都 未 能 解释 上 述 术 文 的 由 
来 . 下 面 提出 的 一 种 解释 
是 基于 “方程 ”算法 的 ,从 
算法 妨 递 的 角度 来 看 近乎 
情理 ， 况 且 可 以 合理 地 说 
明 “ 增 四 ”、“ 减 七 *”、“ 益 
”的 道理 。 

按照 题 意 布 列 “ 方 


1 
地 3 
Yi 


YY 
1 


BU 
访问 > 信和 人 TD 


i ”一 - 


二 
耶 |1 识 直 阅 


-一 ~ 一 一 . 


六 下 彤 专 济 到 了 中 六) 家 


人 
和 


YY 
- 


mb 


南宋 本 《 张 夺 建 算 经 3 之 订 鸡 入 才能 行 行 的 变 痪 ， 我 
问题 ( 采 自 ( 宋 刻 算 经 六 种 》) 们 有 根据 鸡 伍 、 鸡 母 、 鸡 


中 钱 宝 琛 校 点 《 算 经 十 书 》 下 册 ， 第 402 一 403 页 。 
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5 1 ]5 ] 
3 ! ( 左 )X3 9 l 
于 1 1 1 
100 100 300 100 
14 1 7 上 
( 左 ) 一 ( 右 ) 8 1] | ( 左 ) 寺 2 4 1 
0 1 1 
200 100 100 100 
7 一 3 
4X( 右 ) 一 ( 左 ) 4 0 
0 4 
100 300 | 


雏 皆 为 整数 的 特点 ,不 难 确定 问题 的 一 组 特 解 。. 例 如 由 上 面 结果 
的 左 行 ,可 知 鸡 癸 数 须 是 4 的 倍数 , 假 令 为 4, 则 由 左 行 可 求 得 
鸡 母 数 18, 由 右 行 可 求 得 鸡 雏 数 78, 这 就 是 书 中 给 出 的 第 一 组 
解 。 

在 刘 微 的 “方程 新 术 ” 中 , 曾 提 到 “ 求 其 一 行 二 物 正 负 相 借 
者 , 易 相 当 之 率 ”的 运算 ,其 实质 是 消 掉 行 中 的 常数 项 和 某 些 未 
知 项 后 ,由 所 剩 两 个 未 知 项 的 系数 推 求 其 比例 关系 .上面 的 结果 
颇 有 类 似 之 处 ,不 过 由 于 常数 项 没有 消去 , 剩 下 的 两 个 未 知 项 虽 
然 互 为 消长 ,但 并 非 正比 例 关系 。 具 体 来 讲 , 左 行 鸡 伍 数 若 增 加 
4, 则 鸡 母 数 就 得 减少 7, 才能 保证 常数 项 的 值 不 变 ; 同 理 , 右 行 
鸡 么 数 若 增加 4 , 则 鸡 雏 数 也 得 增加 3, 才 能 保证 常数 项 不 变 , 这 
就 是 注 文 “ 鸡 癸 每 增 四 , 鸡 母 每 三 七 , 鸡 四 每 益 三 ”的 由 来 。 借 用 
方程 变形 来 表达 可 以 把 上 述 意思 阐述 得 更 为 明确 ; 那 就 是 把 上 
面 最 后 一 个 矩阵 的 两 行 看 成 
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7x 十 4y 一 100 和 一 3x 十 4z 一 300 
它们 分 别 与 

7(Cx 十 4) 十 4(y 一 7) 王 100 和 一 3(x 十 4) 十 4(z 十 3) 一 300 
同 解 ,后 者 正 是 前 者 “ 增 四 ?”“ 减 七 ”"“ 益 三 ?的 结果 。 

百 鸡 问题 在 中 国 数学 史上 具有 售 永 的 魅力 ,历代 文献 不 乏 
记载 。 杜 弯 在 4 数 术 记 遗 ?的 注 文中 列举 了 两 道 百 鸡 问 题 作 为 心 
算 的 实例 ,但 未 曾 揭示 其 算 理 。 北 宋 谢 察 微 亦 曾 留 下 术 草 ,但 其 
根据 不 甚 明了 。 杨 辉 曾 提 到 两 种 解法 ,其 中 一 种 出 于 《 辨 击 通 
源 》, 另 一 种 出 于 一 佚名 写本 ,现在 这 两 部 书 都 已 失传 ,但 有 关内 
容 因 杨辉 的 记载 得 以 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 保存 下 来 。 清 代 学 者 
研究 百 鸡 问题 的 很 多 ,其 中 尤 以 骆 腾 凤 (1770 一 1841 年 )、 丁 取 
忠和 时 昌 醇 三 人 的 工作 为 突出 。 骆 腾 凤 在 《 艺 游 录 》 中 提出 了 求 
一 术 解 百 鸡 问题 的 方法 。 丁 取 忠 在 《数学 拾遗 中 提出 的 解法 与 
杨辉 所 记 第 二 法 都 是 先行 固定 一 个 未 知 项 ,然后 把 百 鸡 问 题 化 
为 鸡 兔 同 党 问题 求解 。 时 旦 醇 综合 骆 . 丁 二 人 的 成 果 , 又 以 “ 方 
程 ? 术 解释 算 理 ,他 的 《 百 鸡 术 术 》 使 这 一 古老 问题 的 各 种 解法 灿 
然 大 著 。 

百 鸡 问题 在 世界 上 流传 很 广 印度 的 摩 订 紫 罗 
(Mahavira ) 、 获 什 迎 罗 (Bhaskara, 1114 一 1185 年 )、 意 大 利 的 
菲 波 那 契 以 及 中 亚 的 阿尔 。 卡 西 等 人 的 著作 中 都 有 类 似 的 问 
题 ， 有 的 连 题目 的 形式 都 与 《 张 丘 建 算 经 》 一 样 ， 例 如 歼 什 迎 
罗 书 中 的 百 禽 问题 ， 只 不 过 是 把 鸡 改 成 不 同 的 禽类 而 已 。 百 鸡 


入 @ 参阅 钱 宝 琼 ( 百 鸡 术 源 流 考 》,《 钱 宝 凉 科学 史 论 文选 集 》, 科 学 出 版 社 ,1983 
一 版 。 - 
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问题 是 研究 中 世纪 数学 交流 的 一 条 重要 线索 。 

整 勾 股 数 问题 

整 勾 股 数 问题 的 实质 是 求 二 次 不 定 方程 x 十 y ?二 zz 
的 正 整 数 解 。 显 然 ， 满 足 此 方程 的 每 一 组 正 整 数 都 可 构成 一 个 
特定 的 勾 股 形 。 

《 九 章 算 术 ) 勾 股 章 所 设 题目 中 共 出 现 了 8 组 即 约 的 整 勺 股 
数 ， 它 们 是 (3, 4,，5)、(5, 12, 13)、(7, 24, 25)、(8, 15.、 
17)、(20，21，29)、(20，99，101)、(48，55，73) 和 C60， 
91, 109) 。 关 于 整 勺 股 数 的 一 般 求 法 则 隐 含 在 勾 股 章 第 14 题 的 
术 文 中 ， 原 题 为 : 


.有 一 人 人 同 所 主 。 下 用 于 世 也 和 时 过来 全 
南 行 十 步 而 邪 东 北 与 乙 会 。 问 甲乙 各 行 几何 ?”® 

“ 术 日 ; 令 七 自 乘 , 三 亦 自 乘 , 并 而 半 之 ， 以 为 甲 邪 行 
率 。 那 行 率 减 于 七 自 乘 ， 余 为 南 行 率 。 以 三 乘 七 为 乙 东 行 
率 。 置 南 行 十 步 ， 以 甲 邪 行 率 乘 之 ， 副 置 十 步 ， 以 东 行 率 
乘 之 ， 各 自 为 实 。 实 如 南 行 率 而 一 ， 各 得 行 数 ,”@ 


 ( 同 所 立 ) 。 y (甲乙 会 ) 根据 题 意 并 参照 图 3 一 6, 甲 
行路 径 为 x 十 z, 乙 行路 径 为 y, 恰 
好 构成 一 个 勾 股 形 ， 二 者 之 比 即 
其 行 率 之 比 。 术 文 则 分 两 步 解 题 : 
〈 甲 南 至 ) 第 一 步 是 在 已 知 (x 十 z) : y 一 7 : 
3 的 条 件 下 求 得 一 整数 勾 股 形 ; 
第 二 步 是 按 比例 缩小 (或 扩大 ) 该 


3 一 6 ” 整 勾 股 数组 问题 示意 


四 四 ” 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 205 一 251 页 。 
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勾 股 形 使 x 二 10， 然 后 再 求 x 十 z 和 y。 具 体 步 骤 是 :; 

G) 甲 敢 行 率 一 + Z 十 节 =- 29, 甲 南 行 率 一 7 一 + -7 
二 20, 乙 东 行 率 = 一 7X3=21， 即 得 一 整数 色 股 形 ， 其 二 边 分 别 


为 20、21 和 29; 
(2) y 一生 村 11 10 5 ( 步 )， 
.4. 5 ( 步 )， 


即 得 “ 乙 东 行 一 十 步 半 ， 甲 邪 行 一 十 四 步 半 及 之 ”。 
求 整 勾 股 数 的 一 般 方 法 ， 实际 上 已 由 (1》 给 出 , 若 以 互 素 
的 整数 m、 人 3 并 通 分 ， 则 有 


X 一 1 
y 一 2mn 
一 na 十 D: 
这 正 是 三 元 二 次 不 定 方程 x 十 Y: 一 2 的 通 解 。 
刘 徽 注 对 以 上 公式 作 了 更 明确 的 表述 :“ 此 以 南 行为 勾 , 东 
行为 股 ， 惠 行 为 纺 。 股 率 三 ， 勾 弦 并 率 七 >， 即 有 z 十 x 二 m， 
y=n;“ 和 欲 知 弦 率 者 ,， 当 以 股 自 乘 为 客 ， 如 并 而 一 ， 所 得 为 勾 藤 


2 


差 "， 即 :一 x 一 一!“ 加 差 于 并 而 半 之 为 弦 ”， 即 


nz 
_ (zx) 二 (Zz 一 &X) mm 十 击 ms’ 


2 以 弦 城 并 ,作为 勾 ”， 


Im 十 D 一 
2m 


而 约 之 乃 定 *， 即 由 ee 2 一 一通 分 , 得 x 一 


nm 一 ny 一 2mn、 z 一 m: 二 nz。 上述 推导 过 程 ， 刘 微 均 结 合 图 形 ， 
用 出 入 相 补 原理 作 了 证 明 。 


有 x 二 (z 十 x) 一 z==m 一 - 


，“ 如 是 或 有 分 ， 当 通 


2 


第 二 章 ” 少 广 方程 263 


幻 股 章 中 共有 九 问 是 关于 已 知 勾 (或 股 ) 及 股 (或 勾 ) 弱 
差 (或 和 ) 求 股 《或 勾 ) 及 弦 的 问题 ， 其 造 术 本 质 上 都 与 上 述 
通 解 公式 相通 ; 第 21 问 更 与 此 题 雷 同 ， 其 中 m 一 5，n 二 3， 而 
整 勾 股 数组 为 (8, 15. 17)。9 

《 缉 古 算 经 》 中 出 现 了 另外 三 组 既 约 的 整 色 股 数 : (12，35， 
37)、(13，84，85) 和 (287，984，1025); 《 测 圆 海 镜 》 则 有 
(9，40. 41) 和 (136.、255，289) .@ 清 代 《数理 精 萤 》 中 曾 介 
绍 “ 定 勾 股 弦 无 冷 数 法 ”， 本 出 于 上 古 希 腊 之 欧 几 里 得 。 罗 士 琳 、 
陈 杰 、 项 名 达 、 李 善 *、 沈 善 芋 、 陈 修 龄 、 黄 宗 宪 等 人 都 曾 研 
穹 整 义 股 数 问 题 、 得 出 多 种 不 同 的 公式 .8 

在 一 块 大 约 4000 年 前 制 成 的 巴比伦 泥 版 上 有 15 组 用 60 
进 制 表 达 的 整 勺 股 数 . 说 明 当 时 人 们 已 掌握 了 某 些 构造 整 义 股 
效 组 的 规律 。 古 希腊 毕 达 哥 拉 斯 、 柏 拉 图 (Piato, 前 430? 一 前 
349 和 定 ?)、 欧 几时 得 都 曾 提 出 过 构造 整 勾 股 数组 的 某 些 特 殊 方 
法 。 与 《 九 章 算 术 》 中 类 似 的 通 解 公式 ， 在 西方 是 由 与 刘 微 同 
时 的 亚历山大 里 亚 的 天 番 图 (Diophantus ，246? 一 330 年 ?) 首 
完 提出 的 。 印 度 、 阿 拉 伯 数学 家 亦 曾 得 到 不 同 的 公式 ， 那 都 是 
在 《 九 章 算术 》 及 刘 徽 注 之 后 几 个 世纪 了 。 


(一 ) 同 余 式 


《周易 》 签 法 中 的 同 余 概 念 
同 余 概 念 的 一 个 来 源 是 《周易 》 中 的 占 签 方法 。 关 于 这 


QD 参阅 李 继 岗 《 刘 徽 对 整 勺 股 数 的 研究 》; 郭 书 春 《 〈( 九 章 算 术 〉 中 的 整数 勾 
股 形 研 究 》, 《科技 中 文集 >， 第 8 辑 . 

四 参阅 沈 康 身 《中 算 导 论 )， 第 300 页 . 

图 参阅 李 位 《中 算 家 的 毕 达 苛 拉 斯 定理 研究 ), 《中 算 史 论 从 》， 第 一 集 。 
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方法 的 细节 ， 历 代 学 者 解说 不 一 ， 但 本 质 上 都 是 反复 将 一 定数 
目的 著 草 或 竹 策 均 分 后 吻 除 所 余 ， 以 期 求 得 事先 约定 好 的 与 又 
符 对 应 的 数字 。 现在 我 们 采用 多 数 易学 著作 对 《 系 秤 传 上 》“ 大 
衍 之 数 ” 一 节 的 解释 ， 具 体 说 明 这 一 过 程 : 


“大 衍 之 数 五 十 ,其 用 四 十 有 九 。 分 而 为 二 以 象 两 , 挂 


一 以 和 介 三 ， 操 之 以 四 以 象 四 时 ， 归 奇 于 把 以 象 头 ， 五 岁 再 . 


闻 ， 故 再 殷 而 后 挂 …… 是 故 四 营 而 成 易 ， 十 有 八 变 而 成 
卦 ”0 


著 策 总 数 为 50 根 , 去 其 一 以 象征 太极 , 实际 用 于 占 签 的 是 
49 根 , 故 称 “ 大 入 之 数 五 十 ,其 用 四 十 有 九 。” 随 意 将 49 根 著 
策 分 成 两 堆 分 置 案 面 左右 ,象征 太极 生 两 仪 、 故 称 “ 分 而 为 二 
以 象 两 ”; 然 后 从 左边 一 堆 著 策 中 取出 一 根 殷 在 左手 四 、 五 指 间 ， 
称 为 “ 挂 一 以 象 三 "， 象 征 造 分 天 地 后 又 生出 人 ， 合 为 三 才 ; 继 
而 将 左 、 右 两 堆 着 策 每 4 个 为 一 组 地 数 出 ， 这 叫做 “ 抬 之 以 四 
以 象 四 时 ”象征 一 年 中 四 季 的 运行 ; 左 、 右 两 堆 所 剩 善 策 之 数 
称 为 “奇数”，“ 奇 数 ” 必 为 1、2、3、4 四 个 数字 之 一 ,将 它们 
擅 在 左手 三 、 四 指 间 , 称 为 “ 归 奇 于 抛 以 象 痿 ”, 象征 冰 日 ; 左 、 
右 两 “ 奇 ” 各 “把 ” 一 次 , 则 附会 古 历 五 年 置 二 间 月 的 制度 , 故 
称 “ 五 岁 再 间 ， 故 再 挡 而 后 挂 >。 以 上 过 程 称 为 一 变 ， 包括“ 分 
二 ”、“ 挂 一 ”"、“ 把 四”、“ 归 奇 ”四 个 步 邓 ， 故 已 “四 营 而 成 
易 ”,“ 易 ”就 是 变化 的 意思 . 经 此 一 变 , 左手 上 所 殷 策 数 非 5 即 
9， 案 面 则 还 剩 44 或 40 根 鞭策 参与 二 变 。 


四 〔 唐 ] 孔 和 车 达 《 局 易 正义 》,，《 十 三 经 注 梳 》 上 册 ， 第 68 页 。 
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何以 一 变 后 左手 所 抛 数目 非 5 即 9 呢 ? 这 里 暗 用 了 同 余 式 
的 一 个 重要 性 质 : 
者 A 三 R，Cmnod m), B 三 R, (mod m), 则 A 十 B 三 
Rj 二 RR。 (mod m) 
在 以 上 一 变 过 程 中 , A、B 分 别 代表 “ 挂 一 ”后 左 、 右 两 堆 的 策 
数 ， A 十 B==48，R;、R; 分 别 代表 两 次 “ 归 奇 ”的 策 数 ， m= 4， 
因此 有 
R, 十 R;, 三 48 (mod 4) 三 0 (mod 4) 
这 表明 R, 十 R, 是 4 的 倍数 ,又 因为 每 一 “奇数 ” 必 为 1、2、3、 
4 四 个 数字 之 一 ， 所 以 两 次 “ 归 奇 ” 的 总 数 等 于 4 或 8; 再 加 上 
先前 的 “ 挂 一 ”，-- 变 后 左手 所 执 策 数 必 为 5 或 9， 而 所 剩 策 数 
为 44 或 40。 
从 第 二 变 起 不 再 “ 挂 一 ”, 经 过 “分 二 ”、“ 提 四 ”、“ 归 
奇 ”三 个 步骤， 可 得 
RR,= 44 (mod 4) 三 40 (mod 4) 三 0 (mod 4) 
同 理 可 知 二 变 “ 归 奇 ”的 总 数 等 于 4 或 8， 将 它们 支 于 左手 二 、 
三 指 间 ， 则 案 面 所 剩 参与 三 变 的 策 数 必 为 以 下 三 者 之 一 : 44 一 
4 二 40，44 一 8 一 40 一 4 二 36，40 一 8 二 32， 
仿 此 ， 在 三 变 中 “ 归 奇 ”之 数 有 
Ri+R; 三 40 三 36 三 32 三 0 (mod 4) 
总 数 也 应 等 于 4 或 8, 抛 于 左手 一 、 二 指 间 。 此 时 左手 所 殷 策 数 
最 多 为 25, 案 面 所 剩 策 数 则 为 以 下 四 者 之 一 : 40 一 4 一 36,，40 一 
8 一 36 一 4 一 32，36 一 8 一 32 一 4 一 28，32 一 8 一 24。 


5 也 有 人 认为 二 变 、 三 变 仍然 “ 挂 一 ”"， 其 结果 不 影响 我 们 讨论 的 “ 归 奇 ” 之 
数 。 
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以 上 四 数 俱 为 4 的 倍数 ,以 4 来 除 商 数 分 别 是 9、8、7、6 。 
三 变 的 目的 就 在 于 获得 这 四 个 数字 之 一 : 其 中 9、7 对 应 于 阳 ， 
8、6 对 应 于 阴 ， 三 变 占 得 一 多。 同样 的 程序 重复 六 次 即 得 一 卦 ， 
故 日 “十 有 八 变 而 成 卦 "。 这 就 是 《周易 》 签 法 的 成 卦 过 程 。 十 
分 显然 ， 这 一 方法 的 创造 者 是 具有 原始 形态 的 同 余 概 念 并 通晓 
其 某 些 性 质 的 。 

由 于 《周易 》 在 中 国 古 代 文化 中 的 特殊 地 位 ， 其 签 法 受到 
力图 借 数 学 “ 通 神明 、 顺 性 命 ” 的 数学 家 的 重视 就 不 足 为 奇 了 。 
高 度 机 械 化 的 成 卦 过 程 是 否 对 中 国 古 算 产 生 影响 姑且 不 论 ， 仅 
就 同 余 慨 念 的 发 展 而 言 , 《周易 》 确 实 是 一 个 重要 的 来 源 。 秦 九 
韶 不 但 将 自己 最 得 意 的 成 果 命 名 为 “大 衍 求 一 术 ”, 而 且 借 著 卦 
发 微 题 引进 一 个 不 同 于 《周易 》 短 法 的 占 签 程序 就 是 一 个 明 
证 .中 

古代 历法 中 的 同 余 式 问题 z 
: 司 余 概念 的 另 一 个 来 源 是 古代 制定 历法 的 需要 。 古代 历 家 
根据 长 期 的 观测 记录 ， 已 能 推算 日 、 月 、 五 星 的 运动 周期 并 由 
此 规定 各 自 的 起 点 ， 例 如 回归 年 即 以 冬至 时 刻 为 起 点 ， 朔 望月 
即 以 平均 合 朔 时 刻 为 起 点 ， 而 干支 记 日 则 以 甲子 日 夜半 零 时 为 
起 点 ， 它 们 一 般 并 不 同时 。 为 了 推算 上 的 方便 ， 古 代 历 家 引进 
了 一 个 叫做 上 元 的 概念 ， 即 假定 远古 某 一 时 刻 各 种 天 文 周期 恰 
好 处 于 同一 个 起 点 上 ,. 这 一 起 点 就 是 上 元 。 自 上 元 到 本 年 经 过 
的 年 数 叫做 上 元 积 年 ， 在 测 得 本 年 相关 周期 的 起 点 后 求 上 元 积 
年 的 问题 ， 就 是 一 个 解 同 余 式 组 的 问题 。 例 如 已 知 A 为 回归 年 
日 数 、R, 为 本 年 冬至 距 其 前 一 个 甲子 日 零 时 的 时 间 、B 为 朔 户 


中 参阅 罗 见 今 《〈 数 书 九 章 ) 与 (周易 ;》,《 秦 九 部 与 ( 数 书 九 章 )》。 
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月 日 数 、R, 为 冬至 距 前 一 个 平 朔 的 时 间 ， 那么 上 元 积 年 x 满足 
下 面 的 一 次 同 余 式 组 

Ax 三 R, (mod 60) 三 R, (mod B) 
实际 计算 中 要 对 上 式 中 的 A、B、R,、R, 进行 通 分 以 使 所 有 数字 
化 为 整数 。 如 果 再 假定 月 球 的 近地点 和 升 交点 以 及 五 星 运动 周 
期 的 起 点 均 在 上 元 ， 那 么 上 元 积 年 的 计算 就 要 考虑 更 多 的 同 余 
式 。 

这 一 结论 得 到 了 历代 史 志 和 天 文学 史 研 究 的 支持 。 新 近 的 
研究 表明 ， 早 在 西汉 末年 刘 散 编制 《三 统 历 》 的 时 候 就 已 引入 
了 上 元 的 概念 ， 并 实际 计算 了 《三 统 历 》 和 十 四 分 历 的 上 元 积 
年 数据 ， 其 计算 过 程 有 赖 于 一 类 特定 的 一 次 不 定 方程 或 同 余 式 
组 的 求解 .@ 东汉 刘 洪 的 《 蓝 象 历 》 首先 将 上 元 积 年 数据 列 为 历 
法 第 一 条 :“ 上 元 乙 已 以 来 至 建安 十 一 年 (206) 丙戌 岁 ， 积 七 
千 三 百 七 十 八 年 。”@@ 以 甲子 为 上 元 则 始 于 西晋 刘 智 的 《 正 厉 》: 
“ 推 甲 子 为 上 元 ,至 泰 始 十 年 (274)， 岁 在 甲午 ， 九 万 七 千 四 百 
一 十 一 岁 ， 上 元 天 正 甲 子 翔 夜半 冬至 ， 日 月 五 星 始 于 星 纪 ， 得 
元 首 之 端 .”S 其 后 王朔 之 《 通 历 》、 后 秦 姜 炭 之 《三 纪 甲 子 元 
历 》 都 有 关于 甲子 上 元 的 记载 ， 而 祖冲之 的 《大 明 历 》 更 是 在 
考虑 了 9 个 同 余 关系 的 基础 上 计算 出 上 元 积 年 来 的 。 因 此 成 书 
于 南北 朝 时 代 的 《孙子 算 经 》 中 的 物 不 知 数 问题 ， 绝 不 会 是 作 
者 向 壁 虚构 的 智力 游戏 ， 而 很 有 可 能 是 对 当时 历 家 推算 上 元 积 


QD 参阅 李 文 林 、 圳 向 东 《 中 国 古 代 不 定 分 析 若 干 问题 探 讨 》《 科 学 史 文 集 》， 
第 8 辑 。 
名 【[ 唐 ] 李 淳 风 《 普 书 》 卷 十 七 《 律 历 志 中 》),《 历 代 天 文 律 历 等 志 汇 编 ;， 第 
五 册 ， 第 1585 页 。 

@@ [ 唐 ] 李 淳 风 《 青 书 》 卷 十 八 《 律 历 志 下 》,《 历 代 天 文 律 历 等 志和 汇编 )， 第 
五 册 ， 第 1644---1645 页 ， 
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年 问题 的 数学 概括 .中 

从 刘 克 直到 元 代 郭 守 散 以 前 ， 中 国 的 历 家 往往 把 毕生 心血 
倾注 在 上 元 积 年 的 推算 上 ， 埋 头 于 各 种 天 文 周 期 的 测验 ; 因而 
从 某 种 程度 上 来 讲 ， 一 部 中 国 古代 的 历法 史 ， 几 乎 就 是 上 元 积 
年 的 演算 史 .@ 与 此 密切 相关 的 一 次 同 余 式 组 的 理论 和 算法 , 就 
是 在 这 种 背景 下 发 展 起 来 的 。 

物 不 知 数 问 题 与 孙子 定理 

《孙子 算 经 》 卷 下 第 
26 问 就 是 著名 的 物 不 知 
数 题 , 现 照 录 其 问 、 答 、 术 
如 下 : 


a 
上 


— 


» . 
上 “ 今 有 物 ， 不 知 其 数 。 
一 三 、 三 数 之 ， 剩 二 五 、 五 
用 数 之 , 剩 三 ; 七 、 七 数 之 ， 
减 剩 二 。 问 物 儿 何 ? 
序 “ 管 日 : 二 十 三 。 
.| 行 “ 术 日 ; 三 、 三 数 之 称 


二 ， 置 一 百 四 十 ; 五 、 五 
之 剩 三 ， 置 六 十 三 ; 七、 
《 采 自 《 宋 刻 算 经 六 种 》) 


之 ， 得 二 百 三 十 三 。 以 二 


QD 参阅 钱 宝 琼 《和 孙子 算 经 考 ),《 钱 宝 琼 科学 史 论 文选 集 ); 互 见 钱 宝 琼 《 中 国 
数学 史 }， 第 78 一 79 页 . 

四 参阅 陈 遵 妫 《中 国 尖 文学 史 》, 第 三 册 ,第 1389 一 1393 页 ， 上 诲 人 民 出 版 
社 ，1984 年 第 一 版 。 
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问题 相当 于 求解 一 次 同 余 式 组 

N 三 2 (mod 3) 三 3 (mod 5) 三 2 (mod 7) 
其 最 小 解 是 23。 术 文 前 半 段 给 出 该 解 的 由 来 

N 王 70X2+21X3 十 15X2 一 2X105 一 23 
术 文 的 后 半 段 则 指示 了 适 于 一 般 余 数 R 、Ri、R: 的 解法 

N==70Ri1 十 21Rs 十 15Rs 一 105P (P 为 正 整 数 ) 

这 一 问题 引起 了 后 世 学 者 的 很 大 兴趣 ， 杨 辉 、 程 大 位 等 人 
都 曾 著 录 ， 其 中 杨辉 《 续 古 摘 奇 算法 》 中 还 有 涉及 四 个 间 余 式 
的 算 题 。 秦 九 韶 则 从 理论 上 予以 了 总 结 ， 并 解决 了 任意 模 与 余 
数 的 算法 问题 ,《 数 书 九 章 》 中 有 许多 非常 复杂 的 应 用 问题 即 用 
同 余 式 组 求解 。 另 一 方面 ， 原 始 的 物 不 知 数 问题 在 民间 亦 广 为 
流 播 ， 仅 从 其 名 称 来 看 ， 就 有 秦王 暗 点 兵 、 韩 信 点 兵 、 剪 管 术 、 
孙子 算 、 鬼 谷 算 、 隔 墙 算 、 隔 壁 笑 等 繁多 的 说 法 。 文 人 墨客 还 
把 解法 编 成 歌诀 写 入 书 中 ,例如 宋代 周密 (1232 一 1298 年 ) 在 
其 《 志 雅 堂 杂 钞 》 中 作 隐 语 诗 道 : 


三 岁 和 长 儿 七 十 稀 ， 五 留 切 一 事 尤 奇 。 
七 度 上 元 量 相 会 ， 寒 食 清明 便 得 知 。” 


“上 元 ”指正 月 十 五 元 宵 节 ， 暗 示 数 字 15;“ 寒 食 %、“ 清 明 ” 大 


@ 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 下 册 ， 第 318 页 。 
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约 在 冬至 后 三 个 半月 ， 则 略 指 数字 105。 清 代 褚 人 获 在 其 《 坚 氢 
集 》 内 引 《 挑 灯 集 异 》 歌 诀 为 : 


“三 人 道 零 七 十 黎 ， 五 马 沿 瘟 廿 一 奇 。 
七 星 约 在 元 宵 里 ， 一 百 零 五 定 为 除 。” 


由 此 可 以 看 出 , 70、21、15、105 这 四 个 数字 是 解 题 的 关键 。 
它们 是 怎样 来 的 呢 ? 稍 加 观察 不 难 发 现 , 它们 都 与 模 数 3、5、7 
有 关 : 

70=2X5X7, 21=1X3X7, 15=1X3X5, 105=3X5x 
7 
前 三 式 中 的 三 个 乘 数 2、1、1， 后 来 被 称 作 箭 率 ， 它们 与 模 有 这 
样 的 关系 

2X5X7 三 1 (mod 3)，1X3X7 三 1 (mod 5)， 

lxX3x5 三 1 (mod 7) 

推广 物 不 知 数 问题 ， 我 们 有 如 下 的 定理 : 

对 于 整数 N， 若 m;、m:;、-…、m。 是 两 两 互 素 的 n 个 除数 
( 模 )，Ri、R:、…、R。 各 为 相应 的 余数 ， 即 

N 三 R: (mod mi) (1 一 1，2，3，…，n) 


又 设 M= Imi， 若 能 找到 n 个 K,， 使 
K. M— 1 (mod mi) 
ni 
_&,, M z 
则 N 二 ZK; mE (mod M) 


在 《和 孙子 算 经 》 中 ， m=3、m; 二 5、 ms 二 7、M 一 105、R, 
一 2、 有 ;一 3、 人 :一 2。 
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在 中 国 以 外 的 地 区 ， 迟 于 《孙子 算 经 》 的 印度 数学 家 阿 耶 
波 系 到 效 罗 摩 策 多 的 著作 中 最 早 论 及 一 次 同 余 式 组 问题 。 中 世 
纪 5o 拉 但 和 欧洲 的 一 些 著 作 中 也 出 现 了 一 些 类 似 的 应 用 问题 ， 
但 是 大 多 数 没 有 提出 解法 .在 一 份 1550 年 写成 的 拉丁 文 手稿 上 
出 现 了 关于 同 余 式 组 问题 的 解法 。17 扩 纪 和 荷兰 数学 家 全 腾 (FF. 
van Schooten ,1615? --1660 年 ) 对 两 两 互 素 模 的 局 余 式 组 解法 
作 了 论证 。 到 了 18 世纪 , 欧 拉 、 拉 格 朗 日 等 大 数学 家 都 相继 关 
主 句 余 式 问题 。 高 斯 (KK。F“。Gauss, 1777 一 1855 年 ) 更 于 1801 
于 在 《算术 探究 》 中 明确 地 写 出 了 上 述 定理 。1852 年 ， 英 国人 
伟 烈 引力 在 《中 国 科 学 摘 记 》 中 向 西方 首次 介绍 了 物 不 知 数 问 
题 和 秦 九 韶 的 有 关 工 作 ， 德国 人 马 蒂 生 〈L.，Martthiessen) 于 
1874 年 善文 指出 高 斯 所 发 明 的 定理 与 秦 九 韶 解 法 乓 一 致 性 。 后 
来 德国 著名 的 数学 史家 康 托 GM. Cantor ，1829 一 1920 年 ) 把 
发 明 这 一 -方法 的 中 国 数学 家 说 成 是 最 幸运 的 天 才 ， 遂 后 西方 著 
作 融 把 这 种 一 次 同 余 式 组 的 解法 叫做 中 国 剩余 定理 ‘Chinese 
Remainder Theorem)" .本 书 则 据 其 最 早 见 载 之 文献 而 称 为 孙 
子 定理 。 

大 衍 求 一 本 

应 用 孙子 定理 ， 关 键 是 要 根据 给 定 的 柑 求 出 乘 率 ， 即 算出 
满足 

K. 妆 三 1 《mod mi ) 

的 K; 采 。 如 采 题 设 数据 妇 《 孙 子 算 经 》 一 样 简单 ，K, 不 难 通过 
试 算得 出 。 而 对 于 较 复 杂 的 数据 ，K; 的 计算 就 不 是 轻而易举 的 
了 。 泰 九 前 所 创造 的 大 衍 求 一 术 . 就 是 在 传统 更 相 减 损 算 法 的 


中 参阅 沈 康 身 《中 算 导 沦 》， 第 284 一 287 页 。 
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基础 上 发 展 起 来 的 一 种 计算 乘 率 的 一 般 方 法 。 
在 大 衍 求 一 术 中 ,m; 称 为 定 母 , M 称 为 衍 母 ， 六 称 为 簿 数 ， 


由 于 要 求 诸 mi 两 两 豆 素 ， 所 以 任意 一 对 六 与 mi 互 素 ， 中 除 届 
mi 的 余数 re 称 为 “奇数 ” ( 荐 站 <mi， 则 这 本 身 就 是 “奇数 ”)， 


秦 九 部 求 乘 率 的 方法 是 : 


“ 署 育 〈( 数 ) 于 右上 ， 定 〈 母 ) 居 右 下 ， 立 天 元 一 于 
左上 。 先 以 右上 除 右 下 ,所 得 商 数 与 左上 一 相生 ， 入 大 下 ; 
然后 乃 以 右 行 上 、 下 ， 以 少 除 多 ， 说 互 除 之 ， 所 得 商 数 随 
即 递 互 票 乘 ， 归 左 行 上 、 下 ; 须 使 右上 末 后 奇 一 而 止 。 乃 
验 左 上 所 得 ， 以 为 乘 率 。” 


根据 术 文 ， 求 乘 率 的 运算 系 
在 如 至 所 示 的 方 阵 内 进行 。 开 始 
的 时 候 ， 左 上 方 置 一 算 筹 称 为 
“天 元 一 ”, 仅 代 表 数 字 1, 与 本 书 
前 面 论 述 的 天 元 术 无 关 ; 左下 空 
表示 0; 右上 、 右 下 分 别 置 “ 奇 
数 ” 和 “和 定 母 ”。 运 算 时 ， 右 边 上 、 下 二 数 作 轰 转 相 除 ， 设 包括 
“奇数 ”在 内 的 历次 余数 是 ro。、r;、r;、…、rzm， 相 应 的 商 是 qo、 
qi、qz、…、qzm， 则 在 右边 之 上 、 下 角 轮 番 出 现 : 


M M 
ro 二 一 一 qomi《〈 知 一 <mi， 则 qo 二 0) 
Im mi 


中 【南宋 ] 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 一 。 
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rzn 一 rzn-: 一 qzarzn -1 一 ] 
以 上 2n 十 1 个 余数 中 ， 下 标 为 偶数 的 俱 在 右上 角 ， 下 标 为 奇数 
的 俱 在 右 下 角 ; 末 式 表明 算 至 右上 角 为 1 即 告 结束 。 与 此 同时 ， 
在 左边 的 上 、 下 两 角 则 轮 盔 出 现 “ 天 元 一 ”与 诸 商 累 乘 累 加 的 
结果 


cz 一 qz2ci 十 co 


C3 dace? 十 ci 


cin 一 qznCzn 1 十 czn-? 
以 上 2n 十 1 个 数 中 ， 下 标 为 偶数 的 每 在 左上 和 角 ， 下 标 为 奇数 的 
缘 在 左下 角 。 可 以 证 明 ， 当 右上 和 角 r, 二 1 时 ， 相 应 的 左上 角 cx 
即 为 所 求 乘 率 K;， 即 
M 


cz 元- 王 1 (mod mi)v 
实际 上 ， 在 整个 运算 过 程 中 ,位 于 同一 方 阵 之 四 和 角 的 数字 始终 
保持 如 下 的 关系 : 

左上 上 数 Xr 三 右上 数 (mod mi) 

左下 数 Xr。 运 一 右 下 数 (mod mi) 


QD 参阅 钱 宝 琼 《中 国 数学 史 )， 第 208 页 。 
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开始 时 右 方 上 、 下 的 rt。( “奇数 ”)、m ( 定 母 ， 二 数 可 能 很 大 ， 
运算 时 更 相 减 损 逐 渐变 小 ， 直 到 右上 数 减 小 至 1 为 止 ， 此 时 在 
方 阵 的 左上 方 就 由 上 面 第 一 个 关系 给 出 了 所 求 乘 率 .9 因为 这 
一 算法 最 后 要 进行 到 mm 一 1 为 止 ,所 以 秦 九 前 把 它 称 为 求 一 术 ; 
“大 衍 ”二 字 则 是 他 符 会 古人 意思 添加 上 去 的 , 不 过 这 也 说 明 他 
认识 到 了 同 余 概 念 与 《周易 》 答 法 的 济源 关系 ， 

大 衍 求 一 术 计 算 乘 率 的 方法 是 非常 便捷 的 ， 以 《 数 书 九 
章 》 卷 一 推 计 土 功 题 为 例 ， 推 算 满足 

K :20 三 1 (mod 27) 

的 乘 率 K 的 过 程 如 下 ， 


1 20| |1 20| 13 6| |4 6| 123 ] 
最 后 一 个 方 阵 左上 角 的 数字 23， 就 是 所 求 乘 率 。 
《 数 书 九 章 》 前 两 卷 共 九 道 题 都 要 用 大 衔 求 一 术 求 乘 率 , 其 
中 有 的 数据 十 分 庞大 ， 例 如 古 历 会 积 一 题 就 要 解 同 余 式 
K。9253 三 1 (mod 225600) 


应 用 大 衍 求 一 术 只 须 12 步 即 可 求 出 乘 率 久 一 172717 : 

1 9253 1] 9253 49 2197 49 2197 

0 225600| “ 和 |73 1331 

122 866| |122 866| |317 401| |317 401| [3389 17 
3389 " 14068 4 |14068 4| 1172717 1 

10679 13| |10679 13| |s2883 1| | 52883 1 


QD 参阅 吴 文 众 《 从 ‘ 数 书 九 章 〉 看 中 国 传统 数学 构造 性 与 机 械 化 的 特色 》， 
《 秦 九 韶 与 《 数 书 九 章 〉》。 
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而 用 其 他 方法 ， 例 如 现代 计算 机 程序 专家 所 建议 的 欧 拉 函数 法 
来 解 相 应 问题 ， 则 须 计 算 
Q 一 925 39(225600) 


其 中 8 (225600) 是 欧 拉 函 数 ， 等 于 2 3 5" 47 "本 "于 ， 


邱 ， 乱 ， 即 使 用 现代 计算 机 来 算 也 不 是 一 件 轻松 的 事情 ， 中 国 


古代 数学 构造 性 与 机 械 化 思想 方法 的 优越 性 由 此 也 可 见 之 一 
斑 .% 

同 余 式 算法 的 完善 与 进一步 研究 

发 畏 于 《周易 》 答 法 与 古代 上 元 积 年 计算 的 一 次 同 余 概念 ， 
以 《孙子 算 经 》 物 不 知 数 问题 为 典范 得 以 流传 ， 经 过 700 余年 
的 发 展 ， 终 于 在 秦 九 韶 的 《 数 书 九 章 》 中 被 加 以 系统 整理 而 形 
成 完善 的 理论 和 算法 .《 数 书 九 章 》 首 卷 的 大 衡 总 数 术 , 就 是 关 
于 一 般 物 不 知 数 问题 解法 的 完整 指南 ， 它 包括 三 部 分 内 容 : 
(1) 求 定 母 mi， 即 将 非 两 两 互 素 的 模 化 约 成 两 两 互 素 的 模 


( 详 见 本 书 第 130 页 )， 然 后 根据 定数 确定 衍 母 M 一 [Im 、 族 簿 


数 六 和 相应 的 诸 “ 奇 数 ”B,@ 这 是 整个 运算 的 预备 步骤， 
(2) 求 诸 乘 率 K;， 即 上 节 所 述 大 衍 求 一 术 的 应 用 ， 
(3) 求 总 数 ， 即 前 述 孙子 定理 的 应 用 。 


DD D. FE. Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 2, Seminumerical 
Algorithms，1969; 引 自 吴 文俊 《从 〈 数 书 九 章 》 看 中 国 传统 数学 构造 性 和 机 械 化 
的 特色 》。 

多 这 里 不 再 用 ro 表示 “奇数 ”"， 因 为 其 下 标 无 法 显示 与 衍 数 的 一 一 对 应 ， 故 
改 用 B. 
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求 定数 m ， 
(Pi1,P2z, Pa) 一 (mi, m2,*…, Mn) 
即 Yi,j (i 关 ])， 


(mi, mi;)= 1 


使 Ai 兰 BiCmedmi》 


求 乘 率 开 
使 Ki*Bi=1Cmod mi) 


， 求 总 数 N 
N= KirAi*Ri (mod MI) 
了 = 


多 3 一 7 ”大街 总 数 术 程序 框图 
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是 ( 即 D =C*q+r) 非 ( 即 C = Dy*q+ r) 


图 3 一 8 ”大 衍 求 一 术 程 序 框图 


大 衍 总 数 术 在 某 些 方面 与 现代 计算 机 程序 设计 思想 有 令 人 
惊异 的 相似 之 处 ,图 3 一 ? 是 完全 忠实 于 术 文 但 以 现代 形式 表达 
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be 


出 来 的 程序 框图 ， 从 中 可 以 看 到 循环 语句 和 子 程序 这 两 项 重要 
技术 的 采用 ; 图 3 一 8 则 是 其 中 一 个 子 程序 的 框图 , 它 又 包括 循 
环 语句 和 两 个 分 支 结构 。 正 是 以 这 种 高 度 程 序 化 的 设计 为 指南 ， 
秦 九 韶 才 能 游刃有余 地 解决 书 中 提出 的 那些 复杂 的 同 余 式 问 
题 。 现 举 一 例 说 明 ， 卷 二 余 米 推 数 题 涉 及 一 禁 窃 案 : 


“ 问 有 米 铺 诉 被 盗 去 米 一 般 三 第 ， 蕴 适 满 , 不 记 细 数 。 
今 左 辟 第 剩 一 合 ， 中 间 第 剩 一 升 四 合 ， 右 壁 逢 剩 一 合 。 后 
获 贼 ， 系 甲 、 乙 、 丙 三 名 。 甲 称 当夜 摸 得 马 勺 ， 在 右 壁 第 
满 召 入 布袋 ， 乙 称 踢 着 木 履 ， 在 中 第 如 入 袋 ; 丙 称 摸 得 漆 
硕 ， 在 右边 和 化 如 入 袋 ， 将 归 食 用 ， 日 久 不 知 数 。 索 得 三 器 : 
马 勺 满 容 一 升 九 合 ; 木 履 容 一 升 七 合 ; 漆 碗 容 一 升 二 合 。 和 欲 
知 所 失 米 数 ， 计 赃 结 断 三 盗 各 几何 ?2 


乍 看 显得 扑朔迷离 ,但 是 只 要 抓 住 三 第 所 剩 米 数 和 三 器 的 容量 ， 
依照 大 衍 总 数 术 条 分 缕 析 ， 汤 清 此 案 也 不 困难 : 
现 以 合 为 单位 ， 依 题 意 可 得 : 
1 一 ]， R,= 14,， 及 ;一 | 
mi 一 195， my==17， mi 一 12 
因为 已 经 两 两 豆 素 ， 故 可 省 却 化 约 求 定 这 一 部 分 子 程序 ; 
M= Ilm 一 19x17X12 一 3876 
Ai 一 站 一 17X 12= 204， As—2 19X12=228 


A _M _ 
mM, 


19x 17= 323 


DD 《南宋 ] 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 二 。 
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Bi 一 A 一 10m, 一 14 

B,=A,— 13m,=7 

B=A;—26m; 二 11 
由 大 衍 求 一 术 子 程序 ， 得 

Ki=15, K:=5, K;=11 
由 孙子 定理 ， 得 : 

N =>KAR, (mod M) 三 15X204X1+5X228X14 

+11X323X1 (mod 3876) 

取 最 小 的 正 整 数 解 ， 

N= 3193 
此 为 一 筹 容 米 之 合 数 , 由 各 利 所 剩 可 得 三 贼 各 窃 米 数 分 别 是 
3192 合 ，3179 合 与 3192 合 。 

秦 氏 著作 内 容 艰 深 ， 大 衍 术 文 言 简 意 凡 ， 元 、 明 两 代 学 者 

未 能 承 传 ; 尤其 是 授时 历 废除 上 元 以 来 ， 推 算 积 年 的 算法 遂 成 
屠 龙 之 技 ， 这 种 情况 直到 清末 中 叶 才 得 以 改观 。 张 敦 仁 先 从 李 
漠 处 得 明代 赵 琦 美的 《 数 书 九 章 》 抄 本 ， 焦 循 又 自 《 四 库 全 
书 》 录 得 其 中 大 衍 类 两 卷 ， 二 人 均 与 李 锐 共同 研究 ， 分 别 写成 
《 求 一 算术 》 和 《大 衍 求 一 释 》;， 揭 开 了 清 代 学 者 研究 同 余 问 题 
的 序幕 。 宋 景 昌 参 酌 李 锐 、 毛 萄 生 〈1790 一 1831 年 )、 沈 钦 斐 等 
人 的 校勘 , 于 1842 年 刻 成 宜 稼 堂 《 数 书 九 章 》18 卷 并 附 札记 4 
卷 。 其 后 骆 腾 凤 作 《 艺 游 录 》，， 时 日 醇 作 《 求 一 术 指 》， 黄 宗 宪 
作 《 求 一 术 通 解 》 各 有 独到 建树 ; 其 中 骆 氏 以 求 一 术 解 百 鸡 问 
题 ， 时 氏 前 释 复 乘 求 定数 法 则 ， 黄 氏 提 出 素 因 数 分解 求 定数 法 
则 和 上 反 乘 率 新 术 ， 以 及 时 、 黄 二 氏 对 定数 组 可 能 不 唯一 的 认识 
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等 ， 都 对 同 余 式 的 理论 和 算法 作出 了 进一步 的 贡献 。? 

一 次 不 定 方程 与 同 余 式 组 的 沟通 

清 代 学 者 关于 大 衍 求 一 术 的 研究 ， 一 般 认为 以 张 教 仁 出 版 
于 1831 年 的 《 求 一 算术 》 为 最 早 ， 其 实在 此 之 前 32 年 ， 李 锐 
就 在 《日 法 朔 余 强 弱 考 》 一 书 中 涉及 了 求 一 问题 ， 并 借助 它 来 
解 二 元 -一 次 不 定 方程 .@ 

书 中 提出 的 有 日 法 求 强 弱 术 ， 就 是 在 已 知 日 法 A 的 情况 
下 ， 解 不 定 方程 : 

49x 十 17y 一 A 

术 文 称 : 


“ 置 日 法 以 强 母 去 之 ， 余 以 四 百 四 十 二 〈 此 数 以 弱 母 
去 之 适 尽 ， 以 强 母 去 之 余 一 ) 乘 之 ， 满 八 百 三 十 三 〈 此 数 
义 强 、 弱 二 母 去 之 几 尽 ) 去 之 ， 余 为 弱 实 ， 以 弱 母 除 之 得 
弱 数 ; 以 弱 实 转 减 日 法 ， 余 为 强 实 ， 以 强 母 除 之 得 强 
数 。"@ 


文中 “ 强 母 "~“ 弱 母 ” 分 别 是 49、17,“ 强 数 ”“ 弱 数 ” 分 别 为 
所 求 之 x、y; 但 442 和 833 这 两 个 数字 是 怎样 来 的 ， 文中 没有 
交待 。 现 在 我 们 把 问题 转换 成 另 一 形式 ， 先 令 

A 三 RI (mod 49) 
再 以 49 去 除 原来 不 定 方程 的 两 边 : 左边 第 一 项 约 尽 , 仅 剩 第 二 


中 参阅 王 愤 助 《 清 代 学 者 对 “大 和 村 总 数 术 ”的 探讨 》,《 明 清 数 学 史 论 文集 》。 

加 即使 不 考虑 《日 法 朔 余 强 有 弱 考 》， 张 敦 位 的 《 求 一 算术 》 也 是 他 与 “ 李 尚 之 
锐 …… 共 日 夕 讨论 ， 研 究 秘 奥 ”(《 求 - -算术 》 张 序 ) 的 结果 。 

岛 ”[ 清 ] 李 锐 《日 法 朔 余 强 霸 考 )》。 
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项 ;右边 余数 为 Ri， 即 得 
19y 三 R， (mod 49) 
又 因 17y 三 0 (mod 17) 
于 是 原来 的 问题 变 成 了 一 个 “ 今 有 物 不 知 数 ， 以 四 十 九 除 之 余 
Ri， 以 十 七 除 之 适 尽 ， 间 物 几 何 ” 的 物 不 知 数 问 题 ， 由 大 衍 求 
一 术 算 得 乘 率 K; 和 K,， 使 其 分 别 满足 
17K, 三 1 (Wod 49). 
和 49K, 三 1 (mod 17) 
解 得 K, 二 26、K; 一 8， 代 入 孙子 定理 
17y 三 26X17XR, 十 8X49X0 (mod 49X17) 
有 17y 三 442R, (mod 833) z 
式 中 17y 为 “ 弱 实 ”、R, 为 “日 法 上 中 和 母 去 之 ”之 余数 ;算得 


“ 弱 实 ” 后, 除 以 17 即 得 弱 数 y, 再 由 全 于 衬 得 强 数 x, 与 术 文 
完全 契合 。 

由 此 可 见 ， 李 锐 的 有 日 法 求 强 弱 术 首 先 沟通 了 百 鸡 和 物 不 
知 数 这 两 类 不 定 问题 之 间 的 关系 。 其 后 骆 腾 凤 在 《 艺 游 录 》、 时 
日 醇 在 《 百 鸡 术 衍 》 中 都 更 明确 和 细致 地 讨论 ， 文 一 课题 。 这 
样 ， 分 别 来 源 于 古代 比率 算法 和 占 签 与 制 历 的 中 国 古 代 不 定 分 
析 的 两 大 支流 ， 经 过 清 代 学 者 的 沟通 得 以 合流 ， 其 算 理 昭 昭 若 
揭 ， 其 成 就 彪炳 史册 
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古人 对 级 数 的 认识 是 从 简单 数列 开始 的 ， 古 九 数 中 的 豪 分 
就 包括 了 等 差 数 列 和 等 比 数列 问题 ,《 九 章 算术 》、《 张 丘 建 算 


—. —— 一 一 一 一 一 mr -一 -一 一 ， 
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经 》 等 书 均 有 论述 。 宋 元 数学 家 沿 着 商 功 和 少 广 两 大 传统 对 井 
积 问题 展开 了 深入 研究 并 取得 可 观 成 果 ， 其 本 质 是 各 类 高 阶 等 
差 级 数 的 求 和 。 内 插 法 本 来 是 独立 于 级 数 发 展 的 ， 其 源泉 与 动 
力 来 自古 代 天 文 历法 的 计算 。 朱 世 杰 首先 认识 到 等 差 级 数 与 内 
插 法 的 关系 ， 其 翅 积 招 差 术 就 是 应 用 高 阶 等 差 级 数 求 和 公式 于 
高 次 差分 问题 的 代表 作 。 清 代数 学 家 根据 零星 线索 展开 对 无 穷 
等 级 数 的 研究 ， 其 方法 基本 是 传统 的 ， 但 其 结果 已 接近 微 积分 
的 大 门 。 现 分 别 述 之 。 


(一 ) 简单 级 数 


早期 的 例子 

半 坡 出 土 陶 器 上 就 有 排 成 等 差 数 列 的 点 阵 花 纹 。 近 年 来 出 
土 的 春秋 至 战国 时 代 楚 国 的 钢 环 权 、 其 重量 大 致 都 按 等 差 或 等 
比 数 列 配 置 . 下 图 是 1954 年 长 沙 近 郊 出 土 的 钧 益 铜 环 权 ， 共 10 
枚 ; 按 楚 1 铁 约 合 0. 69 克 折 算 , 分 别 重 1 铁 、2 铁 .、 3 铂 、6 铂 、 
12 铂 、1 两 、2 两 、4 两 、8 两 、1 斤 , 其 中 前 三 权 成 等 差 数 列 ， 
后 八 权 成 等 比 数列 ， 总 重 为 2 斤 .0《 庄 子 。 天 下 篇 》 中 引 惠 施 
“一 尺 之 棒 ， 日 到 其 半 ” 的 辩 题 , 《周易 。 系 辞 传 》 中 的 生 卦 法 ， 
《 太 玄 。 图 》 中 的 生 首 法 ,也 都 提供 了 等 比 数列 的 例子 。 古 九 数 
中 的 训 分 更 与 数列 问题 有 关 ,“ 襄 分 ”或 作 “ 差 分 ”， 含 有 按 等 
差 数 列 分 配 的 意思 .《 九 章 算 术 》 误 分 章 首 题 将 5 头 庵 按 5: 4: 
3 :2:1 的 比率 分 成 5 分 , 列 套 与 答 数 均 成 等 益 数 列 ; 第 2 题 将 
罚 栗 5 斗 按 4: 2:1 的 比率 分 成 3 份 ， 列 误 与 答 数 均 成 等 比 数 


中佐 关 吨 攻 等 编 《 中 国 古 代 度 量 街 图 从》, 第 107 页 ; 互 见 104 一 106，108 一 
109 页 。 
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列 ;第 8 题 5 人 按 主 : :地 : 志 !1 的 比例 出 100 钱 , 则 提供 
了 一 个 调和 数列 的 实例 。 


Et 
( 采 自 《中 国 古 代 度量 衡 图 集 》 


等 村 级 数 

《 周 角 算 经 》 将 日 生境 季 丰 同 分 成 七 人 同人 圈 ,， 称 为 
七 街 图 。 图 中 “内 一 衡 径 二 十 三 万 八 千里 "， 而 “一 衡 之 间 万 九 
二 人 百 二 十 三 星 , 二 分 里 之- 由 此 朴 算 项 直 公约 方法 是 


“ 欲 知 次 衡 径 ， 倍 ( 间 ) 而 增 内 衡 之 径 。 二 之 以 增 内 
径 ， 得 三 衡 径 。 次 街 放 〈 仿 》 此 。"@ 


DD 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 } 上 册 , 第 48 页 ; 括号 中 的 “ 间 ” 字 是 本 书 作 者 为 
了 说 明 术 文 加 上 去 的 。 
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设 内 衡 直 径 为 ai， 衡 间距 为 则 次 衡 直径 为 as 一 ai 十 d, 三 稀 
直径 为 a 一 a 十 2d。 赵 爽 在 “次 衡 放 此 ”一 句 后 注 道 :“ 次 至 此 
如 数 ”"， 由 此 可 知 
au 一 al 十 (n 一 ])d 

这 正 是 等 差 数 列 的 通 项 公式 。” 

七 美的 直径 和 周 长 皆 成 等 差 数列 。 

( 九 章 算 术 》 中 小 及 等 差 数 列 的 题目 计 有 8 道 : 衰 分 章 1、6、 
8 问 ， 均 输 音 汉 7、 人 149 好， 改 爱 至 不 足 章 10。19 问 。 书 中 和 皆 
以 今 有 、 训 分 、 均 输 或 私 不 足 算 来 角 是 ;其 中 均 输 章 第 19 问 
别具一格 :“ 念 清和 桥 九 节 、 下 三节 容 四 并 ， 上 四 节 容 三 升 。 问 中 
间 二 节 欲 均 容 各 多 少 ?” 术 文 称 ;“ 以 下 三 节 分 四 升 为 下 率 ， 以 
上 四 季 分 三 升 为 二 率 。 上、 下 素 以 少 减 多 , 余 为 实 , 置 四 节 、- 

, 各 半 之 ,以 藏 万 节 , 余 为 法 。 实 如 法 得 一 升 , 即 衰 相 去 也 。” 
A 若 将 一 个 等 差 数 列 分 为 三 部 分 , 第 一 部 分 n 项 的 为 

、 第 .三 部 分 ns 项 的 和 为 St ， 则 公差 > 


SE_ Sr 
.ni; nl 
Te ni 十 ns 

2 


刘 徽 注 引 入 了 两 个 新 的 关于 等 差 数 列 的 公式 。 均 输 章 第 17 
题 :“ 今 有 金笔 长 五 扩 。 斩 本 一 尺 重 四 斤 ， 斩 末 一 尺 重 二 斤 。 问 
次 一 尺 名 重 几 何 ?” 徽 注 称 :“ 令 本 末 相 减 , 余 即 四 差 之 凡 数 也 。 
以 四 约 之 ， 即 得 每 尺 之 差 。” 令 “ 斩 本 ” 重 as，“ 斩 末 ” 重 al， 
“每 尺 之 差 ” 即 公差 
da al 
~ n—1 
至 不 足 章 第 19 题 已 知 “ 良 马 初 日 行 一 百 九 十 三 里 , 日 增 十 
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三 里 ”, 求 其 15 日 所 行 里 数 。 刘 徽 注 旦 :“ 十 四 乘 益 疾 里 数 而 半 
之 ， 加 良 恕 初 日 之 行 里 数 ， 以 敢 十 五 日 ， 得 十 五 日 之 凡 行 。” 令 
“ 初 日 之 行 里 数 ” 为 a,“ 益 疾 里 数 ” 为 d,“ 凡 行 ” 日 数 为 n， 则 
有 , 


Sr, = [at en 


《孙子 算 经 )》 卷 中 第 25 题 , 卷 下 第 24 题 也 都 涉及 等 差 数 列 。 

《 张 括 建 算 经 》 中 的 等 差 数 列 问 题 更 为 复杂 , 解法 也 更 加 丰 
富 多 采 。 其 卷 上 第 22 题 为 :“ 今 有 女 善 织 ， 日 益 功 疾 。 初 日 织 
五 尺 ， 今 一 月 织 九 匹 革 丈 。 问 日 益 几 何 ?” 术 文 是 :“ 置 邻 织 尺 
数 ， 以 一 月 日 而 - -， 所 得 ， 倍 之 。 又 倍 初 日 尽数， 减 之 ， 余 为 
实 。 以 一 月 日 数 , 初 一 日 减 之 为 法 ， 实 如 法 而 一 。” 令 “ 今 织 尺 
数 ”为 S,，“-- 月 日 数 ”为 a.“ 初 日 尺 数 ” 为 a 、“ 日 益 数 ”为 
d， 则 有 


2 Se 2a 
d= n 一 ] 

着 上 第 23 题 为 :“ 今 有 女 不 善 给 .日 减 功 角 。 访 日 织 五 尺 ， 
未 日 织 - - 尽 ， 今 于 十 日 织 旋 。 问 织 几何 ?” 术 文 是 :“ 并 初 、 未 
日 织 尺 数 ， 半 之 ， 余 以 乘 织 论 日 数 . 即 得 。” 也 就 是 

S = al a a 。 


着 下 第 36 题 为 ，“ 仿 有 人 举 取 他 组， 重 作 券 ， 要 过 限 
息 绢 一 尺 . 二 日 息 二 尺 , 如 是 息 绢 日 多 一 尺 , 今 过 限 一 百 日 。 问 
息 绢 几何 ?” 术 文 称 :“ 并 一 百 日 、 一 日 息 , 以 乘 百 日 而 半 之 , 即 
得 .” 此 题 是 上 题 的 特例 ， 首 项 和 公差 皆 为 1， 术 文 相当 于 给 出 
前 n 项 自 :: 数 和 的 公式 


1 十 2 十 3 十 … 寸 由 一 上 
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卷 上 第 32、 卷 中 第 1 题 中 都 出 现 了 一 个 新 的 数据 ， 即 各 项 
的 平均 值 as。 以 后 题 为 例 :“ 今 有 户 出 银 一 斤 八 两 一 十 二 铁 。 今 
”以 家 有 和 贫 富 不 等 ， 令 户 别 作 差 品 , 通融 出 之 。 最 下 户 出 银 八 两 ， 
以 次 户 差 各 多 三 两 。 问 户 几何 ?” 术 旦 :“ 置 一 户 出 银 斤 两 铂 数 ， 
以 最 下 户 出 银两 铂 数 减 之 . 余 ， 们 之， 以 差 多 两 铁 数 加 之 ， 为 


实 。 以 差 两 铁 数 为 法 。 实 如 法 而 一 。” 依 此 术 文 有 
n=2 (6 一 al) 十 d 
dd 


着 上 第 18 题 和 卷 下 第 24 题 也 都 是 关于 等 差 数 列 的 .上 

隋唐 天 文学 家 认为 天 体 的 视 运 动 是 匀 加 速 的 , 因而 日 、 月 、 
五 星 经 行 的 路 程 构成 等 差 级 数 。 张 递 在 《大 入 历 》 中 提出 的 求 
太阳 视 运 动 积 度 分 的 方法 是 ，“ 置 所 行 日 碱 一 ， 次 每 日 卷 乘 之 ， 
二 而 一 ,所 得 ， 以 加 减 初 日 行 分 . 以 所 求 日 乘 之 ， 如 辰 法 而 一 ， 
为 积 度 . 不 尽 者 , 为 行 分 . 即 是 从 初 日 至 所 求 日 积 度 及 分 也 。"@ 
令 每 日 差分 与 辰 法 之 商 为 d, 初 日 行 分 与 最 法 之 商 为 a1, 日 数 为 
n， 所 求 日 积 度 分 为 

S,=n Cat Hd) 


这 就 是 刘 徽 在 和合 不 足 章 第 19 问 的 注 文中 提出 的 公式 .一 个 是 天 
上 星体 的 运动 ， 一 个 是 地 上 生灵 的 运动 ， 二 者 服从 相同 的 数学 
规律 ， 数 学 之 为 用 于 此 可 见 一 斑 。 

场 耕 、 朱 世 杰 书 中 的 平面 堆 吉 以 及 方 图 箭 束 等 问题 ， 也 都 
是 关于 等 差 数 列 的 。 


DD 参阅 李 兆 华 ( 张 顾 建 算 经 ) 中 的 等 差 数 列 问题 3,《 内 蒙古 师 院 学 报 》， 自 
然 科 学 版 ，1982 年 第 1 期 ， 

多 【后 晋 ] 刘 腥 等 《 旧 唐 书 》 卷 三 十 中 《( 历 志 》 三 , 《历代 天 文 律 历 等 志江 . 
编 》， 第 七 有 册 、， 第 2105 一 2106 页 
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清 代 陈 世 仁 〈1676 一 1722 年 ) 在 《 少 广 拾遗 》 中 给 出 了 前 
n 项 奇数 和 与 偶数 和 的 公式 : 

1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 一 nz 
2 十 4 十 6 十 … 十 2n 二 n(n 十 1) 

等 比 级 数 

中 国 古代 缺乏 表达 指数 的 有 效 方 法 ， 因 此 也 无 法 写 出 与 此 
有 关 的 等 比 数列 公式 。 对 于 等 比 数列 问题 ， 已 知 前 n 项 和 与 公 
比 求 其 他 项 用 衰 分 术 来 解 。 《 九 章 算术 》 衰 分 章 第 4 题 为 :“ 今 
有 女子 善 织 ， 日 自 倍 ， 五 日 织 五 尺 。 间 日 织 几 何 ?” 术 白 :“ 置 
一 、 二 、 四 、 八 、 六 为 列 衰 ， 副 并 为 法 ， 以 五 尺 乘 未 并 者 ,各 
自 为 实 ， 实 如 法 得 一 尺 .”《 孙 子 算 经 》 卷 中 第 27 题 与 此 完全 相 
同 .《 算 法 统 宗 》 卷 10 共有 三 道 用 歌诀 写 出 的 等 比 数 列 问 题 , 其 
一 为 “ 远 望 覃 如 塔 七 是 , 红 灯 点 点 倍加 增 。 共 灯 三 百 八 十 一 ,请 
问 尖 闪 玫 起 灯 ?” 解 法 也 用 衰 分 术 。 

如 果 已 知 首 项 、 公 比 求 其 他 项 及 前 n 项 和 , 则 用 累 乘 累加 。 
《孙子 算 经 》 卷 下 第 34 题 为 ,“ 今 有 出 门 望 见 九 隧 ， 隐 有 九 木 ， 
本 有 九 枝 ， 枝 有 九 集 ， 络 有 九 食 ， 食 有 九 众 ， 锥 有 九 毛 ， 毛 有 
九 色 。 间 各 几何 ?” 累 乘 算 得 各 数 为 9、81、729、6561、59049、 
531441、4782969、43046721。 

朱 载 博 创 造 的 十 二 平均 律 按 等 比 数 列 把 一 个 八 度 音程 分 成 
12 份 ， 若 取 黄 钟 正 律 为 1 尺 ， 则 其 余 12 律 的 数值 列 如 下 表 ， 

十 二 平均 律 的 管 长 〈 单 位 : 尺 ) 


表 中 的 数据 都 已 用 指数 形式 写 出 ， 其 中 a 和 aus 是 预定 的 。 
朱 载 墙 是 怎样 得 到 其 余 11 个 律 管 长 度 的 呢 ? 原 来 他 首先 利用 等 
比 数列 的 性 质 求 出 中 项 倍 欧 宾 0 


a7 一 Y al ”al3s 一 V2 一 2 
接着 又 利用 这 一 性 质 求 出 倍 南昌 at,《 算 学 新 说 》 中 称 :“ 以 黄 
钟 正 律 乘 装 宾 倍 律 ， 得 平方 积 …… 开平 方 所 得 ， 即 南昌 倍 律 .” 


就 是 
ai 一 Va。a 一 V1IXW7 一 24 
同 理 求 得 aio 一 Ya7y ”813 一 V V3 X2=2+ 
对 于 并 非 处 于 两 个 已 知 数据 正中 的 一 般 项 ， 朱 氏 是 怎样 求 
出 其 管 长 的 呢 ? 请 看 《 算 学 新 说 》 中 求 倍 应 钟 的 方法 :;“ 置 南昌 
倍 律 以 黄 钟 再 弱 ， 得 立方 积 …-… 开 立 方 所 得 ， 即 应 钟 倍 律 也 ”。 


就 是 
3 
a V (a)?a=V 1 XVI1X VE 一 2 
> a Gay 本 ， 
同 理 求 得 a 一 Nal* (ao) 一 fix| 1x V2 1) =2° 


DD 朱 载 培 在 《 律 昌 精 义 》 和 和 《 算 学 新 说 》 中 均 以 黄 钟 正 律 为 名、 股 ， 以 鞍 宾 
为 弦 定 其 长 度 , 其 实 不 过 是 借 《 周 礼 . 桌 氏 》“ 内 方 尺 而 圆 其 外 ”的 古代 制度 为 他 的 
新 说 张 目 罢了 .。 参阅 戴 念 祖 ¢ 朱 载 培 一 明代 的 科学 和 艺术 巨星 》, 大 民 出 版 社 , 1986 
年 第 一 版 ， 第 69 页 ， 
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au 一 Vay :ay (VS) xxv 瑟 -= 对 
Va Gy NV VE C/T 
De 
a Va Cay) Wy 7 2 X2x 2 一 


对 于 朱 载 十 的 方法 ， 清 代 学 者 陈 汗 〈1810 一 1882 年 ) 在 其 
《再 律 通 考 》 中 概括 道 :“ 连 比例 三 率 ， 有 首 率 、 末 率 求 中 率 之 
法 : 以 首 率 、 末 率 相 乘 ， 开 平方 得 中 率 ”;“ 连 比例 四 率 ， 有 -- 
率 、 四 率 求 二 率 、 三 率 ， 其 法 以 - - 率 自 乘 ， 又 以 四 率 乘 之 ， 开 
鼠 方 得 二 率 ; 以 四 率 自 乘 . 又 以 首 率 乘 之 ， 开 立方 得 三 率 世 。” 
对 于 - 般 的 等 比 数列 , 若 已 知 首 项 a 和 末 项 a,, 求 其 中 间 任 意 
一 项 a (1<k<n) 的 公式 是 

ak 一 (a “。 awk) 

朱 载 博 的 工作 ， 是 在 没有 指数 工具 的 情况 下 处 理 等 比 数列 
问题 的 一 篇 杰作 。 

清 代 陈 志 仁 则 给 出 首 项 为 1、 公 比 为 2 的 公式 

1 十 2 十 4 十 … 十 2" 一 一 2" 一 1 


(二 ) 高 阶 等 差 级 数 


陈 积 术 
中 算 家 接触 高 阶 等 差 级 数 这 一 课题 ， 是 从 北宋 沈 括 所 创造 
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的 隙 积 术 开始 的 。 他 在 《 梦 溪 笔谈 》 卷 18 中 记 道 : 


“算术 求 积 尺 之 法 ,如 邹 萌 ( 劳 )、 甸 童 、 方 池 、 曙 合 、 
者 堵 、 刺 有 秘 、 圆 锥 、 阳 蕊 之 类 ， 物 形 备 话 。 独 未 有 隙 积 一 
术 。… 隙 积 者 ， 谓 积 之 有 隙 者 ， 如 累 棋 、 屋 坛 及 酒家 积 
婴 之 类 , 虽 以 《 仪 ) 覆 斗 四 面 尼 杀 ， 缘 有 刻 缺 虚 孙 之 处 ， 
用 名 童 法 求 之 ， 第 失 之 数 少 。 了 予 思 而 得 之 用 刍 童 法 为 上 
行 , 下 行 别 列 下 广 ， 以 上 广 减 之 ， 余 者 以 高 乘 之 ， 六 而 一 ， 
并 入 上 行 。”9 


隙 积 术 所 处 理 的 累 棋 、 层 坛 或 积 
器 ， 洛 堆 成 一 个 形 如 倒 扣 的 斗 《〈 右 称 
刍 童 ) 状 的 长 方 霹 ， 其 顶层 长 、 宽 各 
为 al、bi 个 物体 ， 以 下 逐 层 长 、 宽 各 
增 1 个 物体 , 底层 长 、 宽 各 为 a:、b; 个 
物体 ; 容易 证 明 , 长 方 吉 的 层 数 n=a， 
一 a 十 1 二 bs, 一 bj 十 ]。 

已 知 al:、b;、as、b;、n 诸 数 , 计 
算 此 类 长 方 拒 的 物体 个 数 s， 如 果 套 
用 刍 童 公式 就 “ 失 之 数 少 ”, 这 是 因为 “ 缘 有 刻 缺 及 上 路 之 处 ”， 
于 是 沈 括 在 刍 理 公式 〈 已 置 于 “上 位 ?) 的 基础 上 加 一 个 修正 值 
( 即 “ 下 位 别 列 ”者 )， 就 是 

s 一 计 [(2ai 十 az?bi 十 (2az 十 at)b 十 <Cbz 一 bi) 


图 3 一 9 除 积 示意 


[北宋 2 沈 括 《 梦 溪 笔谈 》 卷 十 八 ， 文 物 出 版 社 影印 元 刊本 ，1975 年 第 一 
版 ! 括号 中 的 字 为 本 书 作 者 所 注 。 
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好 ab 二 (ai 十 1) (bi 十 1) 十 (ai 十 2)》 (bi 十 2) 十 … 十 asb， 


= C C2a+as) b 十 〈2a 十 al) byt (bb)) 
式 中 ay 一 al 十 nn 一 1， b, 二 bj 十 n 一 1。 
将 上 式 左边 的 各 项 各 自 展 开 ， 有 


aib,,， aibi 十 a 十 bl 十 1， aibj 十 2 (al 十 bi ) 十 4， 
aibj 十 3 (al 十 b, ) 二 9， aib; 十 4 《al 十 b)) 十 16，，%…， 
aibi 十 (nn 一 1) (a 二 bi) 十 (Cn 一 17)3? 


aib; 十 1， al 十 bj 十 3， al 十 b; 十 5， al 十 bj 十 7， 本 
al 十 bi 十 2n 一 3 


求 其 二 差 ， 有 
2， 2， 2, …， 2 

可 见 它 们 构成 一 个 二 阶 等 差 级 数 。 不 过 沈 括 是 否 自觉 地 认识 到 
这 种 关系 是 值得 怀疑 的 ; 他 的 功绩 在 于 把 体积 这 一 类 连续 型 问 
题 的 结果 创造 性 地 应 用 于 过 积 这 一 类 离散 型 问题 之 上 ， 从 而 开 
辟 了 中 算 角 壤 积 研究 的 新 方向 。 

隙 积 公 式 的 由 来 ， 我 们 将 在 第 四 章 中 分 析 。 

果 埃 比 类 级 数 

借助 于 已 知 的 体积 公式 来 求 与 之 相关 的 如 积 公 式 ， 这 一 思 
想 在 杨辉 的 著作 中 得 到 了 更 鲜明 的 体现 .杨辉 著 作 中 的 比 类 ,是 
中 国 古 代数 学 家 应 用 类 推 方法 的 典范 ， 而 最 能 说 明 这 一 方法 本 
质 的 例子 ， 就 是 他 所 创造 的 果 始 比 类 级 数 了 。 

在 《详解 九 章 算法 》 商 功 章 中 ,他 在 方 堡 堵 、 方 享 、 方 锥 、 
氮 堵 、 阳 马 、 鉴 局 、 刍 莫 ;， 和 刍 童 诸 体 之 后 ， 分 器 比 类 方 栈 酒 


292 大 哉 言 数 


(过 )、 方 志 、 果 埃 工 〈 又 名 四 隅 志 )、 屋 盖 埃 、 类 方 锥 志 、 三 角 
过 、 果 吉 正 、 果 才 至 ， 各 立体 与 相应 之 反 的 形状 如 下 所 示 : 


图 3 一 10 [全 3 -11 图 3 一 12 图 3 一 13 
方 任 境 一 方 栈 酒 方 训 -方志 方 锥 一 果 押 1 氮 堵 -一 井盖 志 


图 3 -14 央 3 15 图 3-16 图 3 一 17 
阳 马 一 类 方 锥 井 浆 用 -和 角 埃 刍 蔓 - 果 翅 刍 童 -- 果 翅 区 


以 上 八 种 吉 的 各 层 数 上 .我们 统一 称 之 为 果 进 比 类 级 数 , 其 
中 方 栈 酒 ( 翅 ) 各 层 数 目 - 一 样 , 屋 盖 翅 各 层 数目 呈 等 差 级 数 , 另 
外 六 吉 各 有 层 数 目 则 是 二 阶 等 差 级 数 ， 但 是 类 方 锥 霹 与 果 吉 I 的 
排列 相同 , 所 以 书 中 称 “ 解 法 全 类 方 锥 , 更 不 再 述 ”; 至 于 其 余 
五 种 壤 ， 杨 辉 均 由 比 类 方法 给 出 求 积 公式 ， 它 们 是 : 
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(1) 方 襄 : V2 (al’ 十 a 十 a1a,) 
方 坊 : S 一 a :一 (aj 十 1 十 (ai 十 2)2 十 -… 十 a22 


ay 一 31 


一 二 8 (al 二 as 十 a1a2) 十 到 7 
考虑 az 一 al 十 nn 一 ]， 即 有 
> at Gat Ca 十 no 一 1)? 十 al (an 一 1) 


n 一 | 


2 


十 二 


(2) 方 锥 : V=3ah 
果 井 1 ，S= 了 二 2 十 3: 十 … 十 a? 二 言 a 《a 十 1 (a+ 艺 ) 
考虑 a 一 n， 即 有 
六 一 二 mn Cn 十 1) Cn 十 亏 ) 
(3) 鳌 腾 ; V=3abb 


三 角 壤 : S =1+3 二 6 十 10 十 … 十 2 时 


= ‘(111) (at2) 


Son (ntl) Cn 二 2) 


(4) 勾 蔓 ， V= 下 “2a, 十 a ) b 
东 志 T: S 一 aa 十 2 (ai 十 1) 十 3 (ai 十 2) 十 …asb 


= 二 [ 〈(2a 十 al) (b 十 17] 
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考虑 a; 一 al 十 n 一 1， b 一 no， 即 有 
n 2 
Zi Ca 二 i 一 1) 一 下 (3ai 十 2n 一 1) 


(5) 刍 童 :V 一 起 [(2a 十 az)bi 十 (2as 十 ab 
果 翅 下 :S 一 aib: 十 (ai 十 1)(Cb: 十 1 十 (ai 十 2)(bi 十 2) 十 … 


+ azb; = CC2aitaz)bi+ (2a, 十 ai)b, 十 (a, 一 
al ) 
考虑 az 一 a1 十 D 一 ] 沾 : 一 b 十 n 一 1 ,; 即 有 


Bat btd) = enbt3n—1) (a tb) 
二 (n 一 1)(2n— 1)) 

以 上 五 个 过 积 公式 之 中 ,右边 全 是 关于 层 数 n 的 三 次 函数 ， 
可 见 其 左边 各 项 构成 一 个 二 阶 等 差 级 数 。 其 中 果 过 和 丰 公 式 就 是 
沈 括 的 隙 积 公式 名 ,其 余 四 式 均 可 由 它 导出 ; 令 bl 二 =a, bs 二 ay， 
即 可 得 方 壤 公式 ; 令 a 二 bi 一 1、as 二 bs 二 n, 即 可 得 果 吉 I 公式 ; 
令 纪 一 1、b; 二 2、as 二 n、b, 二 n 十 1， 两 边 再 除 以 2， 即 得 三 角 翰 
公式 ; 令 bi=1、b:=n， 即 可 得 果 吉 工 公式 。 这 样 就 给 人 造成 
一 个 假象 ， 似 乎 杨辉 是 先 从 沈 括 著作 中 获知 果 井 下 公式 ， 然 后 
再 利用 代数 变换 逐一 得 到 其 他 四 个 公式 的 。 但 是 这 种 推导 方法 
不 大 符合 当时 的 传统 ， 也 不 能 解释 杨辉 还 要 列 出 方 栈 酒 如 和 屋 
盖 吉 等 非 高 阶 等 差 级 数 的 原因 。 实 际 上 ， 他 是 有 自己 的 一 套 独 
特 方法 的 ， 我 们 也 将 留 在 第 四 章 中 介绍 。 


@ 杨辉 称 :“ 商 与 广 同 。” 

@ 从 形式 上 看 , 沈 括 隙 积 公 式 中 的 修正 值 是 “于 广 , 以 上 广 减 之 ”(bs 一 bi)， 
而 杨辉 果子 如 卫 公 式 中 的 修正 值 则 是 “上 长 减 下 长 ” (az 一 al), 但 由 于 有 关系 式 n= 
az 一 Al 十 1 二 bs 一 bl 十 1， 所 以 两 个 公式 实质 上 是 一 样 的 。 
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杨辉 《乘除 通 变 本 未 》 中 收 有 三 角 反 二 题 ， 四 隅 埃 〈( 即 困 
壤 1 ) 一 题 ,《 日 用 算法 》 一 书 还 有 埃 积 轿 示 ， 可 惜 没有 留 传 下 
来 。 

乘 方 图 级 数 

沈 括 、 杨 辉 所 处 理 的 各 种 堆 操 ， 都 要 求 相 邻 两 层 边 上 的 物 
体 个 数 差 一 ， 因 而 其 轮 廊 可 由 多 面体 近似 ;对 于 从 上 至 下 各 层 
数目 呈 复 杂 变 化 的 各 种 扒 拒 ， 那 种 由 多 面体 体积 导出 翅 积 数目 
的 比 类 原则 就 不 适用 了 。 朱 志 杰 则 另辟蹊径 ， 从 古 法 乘 方 图 
〈 即 贾 宪 三 角形 ) 中 歼 含 的 组 合 关系 得 到 启发 ,把 中 国 古 代 的 把 
积 术 提高 到 一 个 空前 的 水 平 。 

朱 世 杰 的 《四 元 玉 鉴 》 和 《 算 学 启蒙 》 主 要 在 于 阐发 天 元 
术 和 四 元 术 ， 有 关 霖 积 的 内 容 只 是 作为 建立 方程 的 预备 知识 浮 
光 掠 影 地 带 过 ;但 是 通过 对 这 些 题目 的 归纳 排比 ， 可 以 发 现 他 
的 探 积 知 识 是 相当 系统 的 , 得 到 的 结果 也 非常 丰富 . 钳 朱 世 杰 得 
到 的 把 积 公式 共有 三 大 类 

(1) 三 角 型 

焚 草 吉 〈 又 名 葵 草 积 )， 

i 一 1 十 2 十 3 十 4 十 … 一 充 
三 角 吉 〈 又 名 莹 草 落 一 形 翅 ) : 


nn 


> i (i+1) 一 1 十 3 十 6 十 10 十 … 一 aa (ni1) en 十 


n (n 十 1) 


2 ) 
撤 星 形 过 (又 名 三 角落 一 形 吉 ): 
> i (i 十 1) 〈i 十 2) 一 1 十 4 十 10 十 20 十 …。 


中 参阅 杜 石 然 《 朱 世 杰 研究 》。 


296 大 哉 言 数 


= 二 人 十 1) Cn 十 2) Cn 十 3) 
三 角 撒 星 形 吉 〈 又 名 撒 星 更 落 一 形 雹 ) 


itl) GT2) G+3) 一 1+5 十 15 十 35 十 … 
'=1 41 


= Cn 十 1》 (Ca 十 2) 
(nn 十 3) (n 十 4) 
三 角 撒 星 更 落 -一 形 运 


Nn 


D2)0G 二 3)G 十 4) 二 1 十 6 十 21 十 56 十 … 


pin (Cn 十 1> (n+t2) (n+3) (n+4) (n+ 5) 
以 上 五 个 公式 中 ， 第 一 个 早已 出 现在 《 张 丘 建 算 经 》 之 中 ， 第 
二 个 则 由 杨辉 首先 导出 . 其余 三 个 则 由 朱 世 杰 所 创立 。 这 一 组 
公式 具有 如 下 的 特点 : 前 式 中 的 结果 , 恰好 是 后 式 中 的 一 般 项 ; 
换 句 话说 就 是 , 后 式 所 表示 的 堆 翅 中 第 1 层 的 物体 数目 ,. 恰 是 前 
式 所 表示 的 堆 壤 中 前 i 层 的 物体 总 数 ， 因 而 朱 志 杰 又 把 后 式 叫 
做 前 式 的 “ 沙 一 形 ”。 此 外 不 难看 出 ,以 上 五 个 三 角形 志 ， 分 别 
构成 一 个 一 、 二、 二 、 四 、 五 阶 等 差 级 数 ， 由 此 可 以 推测 ， 朱 
世 杰 已 掌握 了 一 般 三 角 型 九 的 求 和 公式 

> i (i 十 1) G+2) … Gi+p—1) 

= yin Cn 十 1) Cn 十 2)》 + Cn 十 p) 
(2) 岗 蜂 型 
四 角 翰 : 


Sil1+4+9+16+ =n Cn 十 1) (2n+1) 
岗 峰 形 才 : 
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i i 十 1) 二 1 十 6 十 18 十 40 十 … 


= 二 (Cn 十 1) (Cn 十 2) 《3n 十 1 
三 角 岗 峰 形 翅 〈 又 名 岚 峰 更 落 一 形 井 ): 
] 


Da Ci 十 1) G 十 2) 王 1 十 8 十 30 十 80 十 … 


= (n+1) Cn 十 2) Cn 十 3) 
(4n+1) 
以 上 三 个 公式 之 中 ， 第 -一 个 即 杨辉 的 果 折 【 (或 称 四 陋 
志 )， 其 余 两 个 则 为 朱 此 杰 所 创 。 这 -组 公式 具有 如 下 的 特点 
每 一 公式 中 的 一 般 项 ， 都 是 由 相应 二 角 型 二 公式 之 - _ 般 项 乘员 
和 入 和 山峰 型 公式 所 表示 堆 控 中 第 1 层 的 物 
体 数 和 目 ， 恰 是 同 级 三 角 型 公式 所 表示 扒 志 中 第 . 层 的 物体 数 半 
的 i1 信 。 辣 林 我 们 也 有 理 遇 相信 朱 志 杰 也 已 掌握 了 一 般 岗 峰 形 
霹 轩 求 和 公式 


DE i GF2) G4p—1) 

= Tin nt n+) “(n 二 p)CGpP 十 1)n 十 1 

(3) 值钱 型 

荟 草 值钱 正 才 
>ics Hi 一 1)b]=a 十 2(a 十 b) 十 3(a 十 2b) 十 4(a 十 3b) 
-十 …- 


Fn n+1) C3at2 (n—1) b) 


茜草 值钱 反 塌 ， 
i can 一 iD)b] 一 Can 一 1)b] 十 2Ca 十 ma 一 2)b] 十 
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3[a 十 (nn 一 3)b] 十 4[a 十 (aa 一 4)b] 十 … 
= (Cn 十 1) [3a 十 (n 一 1) bi 


三 角 值 钱 正 才 : “ 
> i G41) Ca+ G—1) bl =a+3 (at+b) 十 6 


Ca+2b) 十 10 (a 十 3b) + 一 让 +1) (n+2) [ha 
十 3 (n 一 1) b] 
三 角 值 钱 反 拱 : 
> i G+1) Ca Cn 一 iD b] = Ca 二 Cn 一 D) b] 十 
3 [a 二 (Cn 一 2) bj 十 6 [a 二 (Cn 一 3) bj 十 10 [a 二 Cn 
一 4) b] 十 … 一 阅 aa Cn 二 1) (Cn 十 2) [4a 十 Cn 一 1) b) 


四 角 值钱 正 霖 : 


Di ra 十 G—1) by =a+4 (Ca 十 b) 十 9 (Ca 十 2b) 十 


16 (a+3b) +…== 写 ! n Cn 二 1) (2n 十 1) a rn 


Cn 十 1) (Cn 一 1) (3n+2)b 
四 角 值 钱 反 协 : 


Zica+ Cn 一 D)b 一 Ca 十 Cn 一 1)b] 十 4Ca 十 Cn 一 2?b] 十 
9[a 十 (Cn 一 3)b] 十 16[a 十 Cn 一 4)b] 十 … 


一 二 了 工 — 
一 3 打 nCn 十 1)(2n 十 1)a 十 了 3 Cn 十 1D)Cn 一 1)b 


这 六 个 公式 ， 宵 由 前 两 类 公式 的 一 般 项 逐次 乘 以 一 个 项 数 


的 一 次 式 而 成 .以 上 所 列 出 的 全 部 14 个 公式 之 间 的 关系 则 可 由 
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图 3 一 18 显示 ， 朱 世 杰 还 有 两 个 混合 型 翅 ， 也 一 并 反映 在 此 图 
上 ,0 


a+ (1 一 了 Db 乘 a+(i-DUb 乘 [ 下 
将 草 值钱 反 钱 | 《nn 一 1)hb 乘 ar 总 乘 四 角 值 钱 反 翰 


= 正 a+(1 一 1)b 浅 
三 第 值钱 后 如 + Tb 凡 蜂 形 坊 | 落 | | 党 峰值 钱 型 


浮世 | 鼎 流 理 


迹 起 业 泛 外 右 


有 


3--18 朱 世 杰 翅 积 谱系 


@ 参阅 主 渝 生 《 李 善 兰 研 究 》,《 明 清 数 学 史 论 文集 》。 
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可 以 看 出 ， 三 角 型 烘 公式 是 基本 的 ， 将 其 各 项 顺 次 弛 以 项 
数 i 就 得 相 的 网 峰 型 公式 ; 将 三 角 型 公式 或 山峰 型 公式 的 各 
项 顺 次 乘 以 项 数 的 一 次 式 (a 十 bi) 就 得 到 相应 的 值钱 型 公式 。 而 
在 三 角 型 公式 中 ， 获 草 吉 即 目 然 数 前 n 项 和 的 公式 又 是 最 基本 
的 ， 其 余 三 角 型 公式 均 出 前 一 公式 “ 落 一 ”得 出 。 

至 于 朱 世 态 埃 积 诸 公式 的 由 来 , 一 般 认为 与 《四 元 玉 鉴 ) 卷 


方 作 法 本 源 图 的 不 同 ， 在 于 前 者 多 出 了 平行 于 两 条 斜 边 的 众多 
和 余 线 (参见 本 书 第 202 页 条 3-- 3); 正 是 这 些 斜 线 , 对 于 研究 三 
第 型 埃 的 构造 规律 
提供 了 重要 的 启 
发 。 

从 图 3 一 19 可 
以 看 出 ， 第 p 条 斜 
线 上 的 数列 ， 恰 好 
对 应 第 p 个 三 角 型 
过 的 各 层 物 体 个 
数 ; 而 第 p 条 和 斜 线 
上 前 m 个 数字 的 
"1， 下 是 第 (p 十 
1) 条 科 线 上 的 第 m 
个 数 。 例 如 第 三 条 
证 线 即 对 应 撒 星 有 形 扎 ， 其 前 四 个 数 为 1、4、10、20， 它 们 的 和 
等 于 第 四 条 斜 线 上 的 第 四 个 数 35。 


5 19 ”地方 图 与 “角形 壤 的 关系 


D 参阅 杜 石 然 《 朱 世 杰 研究 》。 
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下 外 两 种 类 型 的 始 积 公 式 ， 也 可 能 先 由 乘 方 图 的 拼合 获得 
启发 ， 然 后 借助 观察 归纳 法 得 来 。" 

后 代 学 者 的 工作 

沁 代 《 丁 巨 算法 》、《 算 法 全 能 集 》、《 透 帘 细 草 》 明代 《 神 
让 六 编 历 未 算 会 》 等 书 均 涉及 高 阶 等 差 级 数 ， 但 比 之 前 代 没 有 
新 的 创造 ， 

消 代 关 于 高 阶 等 差 级 数 的 研究 很 多 ， 其 中 具有 较 高 价值 的 
工作 是 : 

悔 文 上 身 著 《 平 立定 差 详 说 》，, 解释 《授时 历 》 中 的 三 次 内 
持原 理 ， 门 中 以 差分 图 显示 平方 数 和 立方 数 的 构成 规律 ， 相 当 
于 给 出 公式 


> 一 1+ 43) 十 (1 十 3 十 5) + C1+3+5 
十 … 《2n 一 1) 
> 一 1 二 (1+6) + (1 十 6 十 2X6) 十 … 
+ (1 二 3n (na 一 2 
《数理 精 强 》 下 编 卷 三 十 利用 多 面体 的 拼合 解释 三 角 尖 堆 
( 即 杨 辉 的 三 角 埃 ) 和 四 和 角 尖 堆 :( 即 杨辉 的 果 妈 1 或 四 隅 吉 ) 的 
构 和 二， 继承 了 沈 括 、 杨 辉 以 体积 比 类 翅 积 的 传统 。 
陈 世 位 在 《 少 广 拾遗 》 中 提出 许多 新 的 高 阶 等 差 级 数 公式 ， 
其 中 基本 的 有 : 


i =1+2+ 33 十 。。 十 有一- Cy 


4 参阅 傅 大 为 《从 沈 括 到 未 壕 杰 -一 由 “你 租 ” 级 数 至 “ 乘 方 图 ”级 数 典 范 转 
移 之 历史 发 展 》,《 第 二 届 科 学 史 研 讨 会 汇 滞 》， 台北，1991 年 。 
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(21 一 1 二 1 十 3 十 下 十 … 十 (2n 一 1) 一 二 (4n2 一 1) 

> (2i 一 1 一 1 十 3 十 5 二 十 (2n 一 1 一 到 (2n?—1) 

> (2i)3 一 23 十 4 十 6 十 … 十 〈2n)3 一 2n2 Cn 十 1): 

Di (2i—1) —1° 1+2° 3+3+ 5+4°7+"+n (2n 一 1) 
一 An Cn 十 1) (4n—1) 

(2i 十 1) 一 1。3 十 2。5 十 3。7 十 4 。 9 十 … 十 n (2n 十 1) 

一 An Cn+1) (tn 十 5) 


汪 妆 在 《 递 兼 数理 》 中 首先 指出 各 三 角 型 埃 的 组 合意 义 , 即 
第 n 一 1 阶 三 角 型 才 中 的 前 m 一 n 十 1 层 之 物体 个 数 (m>>n)，, 等 
于 从 m 个 元 素 中 每 次 取 n 个 的 不 同 组 合 数 Cs。 

董 枯 诚 在 《 割 圆 连 比 例 图 解 》 中 首先 发 现 ， 三 角 函 数 守 级 
数 中 的 各 项 系数 的 变化 规律 与 三 角 型 抬 或 岚 峰 型 恕 的 变化 规律 
相似 ,从 而 开辟 了 清 代数 学 家 借助 志 积 术 研 究 宕 级 数 的 新 途径 。 

华 衡 芳 在 《 积 较 术 》 中 介绍 用 差分 术 解 高 次 方程 的 方法 。 

中 国 古 代 吉 积 术 的 集大成 作 是 李 善 兰 的 《 卉 积 比 类 》, 其 前 
言 称 ;“ 今 所 述 有 表 、 有 图 、 有 法 ,分 条 别 派 ， 详 细 言 之 。” 全 
书 分 四 卷 ， 分 别论 述 三 角 才 立 CP。,、 乘 方 翅 立 P、 三 角 自 乘 声 
立 CR 7、 三 角 变 操 XixCP。 ,以 及 它们 的 各 种 支 坷 。 除 了 直 


观 的 图 外 ， 书 中 共有 15 个 数 表 、57 个 翅 的 实例 、124 个 过 积 公 
式 、100 个 由 翅 积 求 层 数 的 方程 及 相应 的 112 则 算 草 , 全 部 内 容 
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皆 以 文字 表述 ， 公 式 皆 无 证 明 ， 但 条 理 清晰 ， 计 算 无 误 岂 。 


三 角 三 
变 才 


{ 4 


人 ~， 


图 3--20 李 善 兰 埃 积 谱系 


四 参阅 罗 见 今 《“《 坦 积 比 类 内 容 分 析 ), 《内 蒙古 师 院 学 报 }， 自 然 科 学 版 ， 
1982 第 1 期 。 
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《 霖 积 比 类 》 中 的 四 大 类 埃及 其 支 抬 间 的 关系 。 可 由 上 图 
大 致 显示 …。 

可 以 看 出 ， 三 角 井 和 和 于 角 (一 ) 变 操 就 是 朱 世 杰 的 三 角 型 
过 和 风 峰 型 吉 ; 将 三 角 志 的 各 层 分 别 乘 以 层 数 的 整数 次 寡 倍 就 
得 到 三 角 多 变 志 ; 将 三 角 志 的 各 层 分别 平 方 就 得 到 三 角 自 乘 吉 ， 
从 元 埃 开 始 的 各 级 乘 方志 则 分 别 是 三 角 (一 ) 变 、 再 变 、 三 
变 …… 诸 翅 系 中 的 首 埃 ,， 由 此 看 来 ， 三 角 埃 在 李 善 兰 的 才 积 谱 
条 中 占据 着 核心 位 并 

李 善 关 所 说 的 比 类 与 杨辉 的 比 类 含义 不 同 : 后 者 系 由 已 知 
的 体积 会 式 出 发 类 推出 相应 的 翅 积 公式 ; 李 善 兰 则 以 最 简单 
的 三 角形 吉 即 贾 宪 三 角 为 基础 ， 利 用 其 组 合 性 质 比 类 出 种 种 三 
角形 数 表 ， 从 而 建立 -- 系 列 新 的 翅 积 公式 。 由 于 所 有 的 翅 积 公 
式 均 可 由 不 同 的 三 角 翅 的 有 限 四 则 运算 合成 ， 可 以 推 浙 《 井 积 
比 类 》 中 的 所 有 堆 夫 都 是 高 阶 等 差 级 数 二 。 

李 善 关 又 利用 乘 方 据 计算 自然 数 守 和 ， 得 到 与 雅 各 … 伯 努 
利 〈Bernoulli，jacob 1 . 1654 一 1705 年 )《 猜 度 术 》 中 丈 途 同 
归 的 结果 。 

同 朱 世 杰 -- 样 ， 李 善 兰 的 主要 方法 是 观察 归纳 ， 而 各 类 才 
积 差分 表 是 启发 他 得 到 正确 思路 的 指南 ， 这 也 是 他 把 自己 的 著 
作 命 名 为 《 井 积 比 类 》 的 原因 。 关 于 李 善 兰 的 卓越 观察 力 ， 国 
外 有 人 引用 数学 大 师 哈代 〈G. H. Hardy，1887 一 1947 年 ) 对 


中 参阅 王 渝 生 《 李 善 兰 研究 》。 

@ 有 人 以 某 些 支 始 的 不 纯 为 由 批评 这 一 论点 ,这 种 意见 是 过 于 苛刻 的 :第 一 ， 
批评 者 所 列举 的 某 些 支 吉 只 是 李 善 兰 为 了 阐述 埃 积 数 表 的 构造 而 引进 的 数列 ,它们 
对 应 的 次 为 0 或 负数 , 李 氏 并 未 把 它们 看 成 实在 的 堆 埃 , 这 从 其 名 称 ( 太 塌 、 元 井 、 
力 井 等 ) 就 可 以 看 出 : 其 次 ， 即 使 在 这 类 支 嫩 中。 只 要 吻 除 其 前 面 少数 儿 个 数 也 就 
构成 纯 高 阶 等 差 级 数 
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了 ”> 
一 一 一 - 


印度 数学 奇才 拉 玛 努 扬 (S$. A. Ramanujan, 1877 一 1920 年) 的 
赞 语 来 加 以 形容 :“ 使 人 大 为 惊奇 的 是 他 对 数学 公式 及 无 穷 级 数 
变换 等 问题 的 洞察 力 ;， 毫 无 疑问 ， 在 这 些 方 面 我 从 来 没有 遇见 
过 比 得 上 他 的 人 ,我 只 能 把 他 同 欧 拉 和 雅 可 比 (C. G. J. Jacobi， 
1804 一 1851 年 ) 相 比 。” 中 

才 积 源流 

中 国 十 代 吉 积 术 ，-- 般 认为 秘 始 于 沈 活 的 阶 积 术 ， 至 杨辉 
和 朱 世 赤 而 渐 丰 满 ， 然 而 就 方法 论 而 言 . 沈 、 杨 、 朱 三 氏 却 各 
有 所 本 。 

沈 括 和 杨辉 的 相同 立 处 在 于 他 们 都 借助 于 几何 直观 ， 通 过 
《 九 章 算 术 》 商 功 章 中 现成 的 体积 公式 类 推出 相 ;… 代 吉 积 公式 ， 
但 就 研究 方法 而 言 ， 他 让 二 人 却 遇 然 有 别 : 沈 括 在 推导 长 方 台 
井 积 公式 时 ， 应 用 的 是 类 似 于 刘 徽 在 证 明 鲜 除 、 和 刍 蔓 、 和 刍 童 等 
多 面体 公式 时 所 用 的 分 割 与 重新 组 合 的 方法 ， 而 杨辉 系 从 棋 验 
法 获得 启发 ， 通过 -- 组 与 标准 棋 对 应 的 抬 来 研究 它们 之 间 的 相 
也 关系 ， 从 而 得 到 各 自 的 始 积 公式 。 

朱 世 杰 的 贡献 在 于 扫 弃 了 几何 直观 ， 而 借助 乘 方 图 来 直接 
考察 如 积 的 数量 关系 ， 从 而 使 中 国 古 代 井 积 术 的 研究 发 生 了 革 
命 。 如 果 说 沈 括 、 杨 辉 的 研究 是 商 功 传统 的 体现 ， 那 么 朱 世 赤 
所 开辟 的 乃 是 井 积 研究 的 少 广 传统 .@ 清 代 壤 积 再 度 成 为 中 算 
家 关注 的 内 容 ， 除 了 《数理 精 列 》 这 一 个 别 例子 外 ， 其 他 研究 
基本 上 都 是 沿 着 少 广 传统 展开 的 。 由 于 少 广 传统 所 启示 的 方法 


中 参阅 [法 ] 马 若 安 《 李 善 兰 的 有 限 和 公式 》, 罗 见 今 译 ,《 科 学 史 译 从 》 1983 
年 第 2 期 。 

加 参阅 博大 为 《从 沈 插 到 朱 世 杰 一 由 “体积 ”级 数 至 “ 乘 方 图 ” 级 数 典 范 转 
移 之 历史 发 展 》, 
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更 富有 抽象 性 和 更 广泛 的 用 途 ， 传 统 才 积 术 的 内 容 也 因此 得 到 
了 极 大 的 丰富 ， 朱 世 杰 应 用 如 积 术 于 招 差 即 为 一 例 ; 李 状 兰 更 
把 翅 积 术 与 整数 论 、 无 穷 乔 级 数 、 组 合 论 等 题材 结合 起 来 ， 为 
中 国 传 统 翅 积 术 作 了 一 个 完美 的 总 结 。 
在 西方 ， 从 十 希 脐 的 毕 达 哥 拉 斯 开始 ， 拟 形 数 就 不 断 受 到 
学 者 们 的 注意 ，18 世纪 以 后 的 一 些 著 名 数学 家 都 曾 作 过 探索 。 
所 谓 拟 形 数 ， 就 是 高 阶 等 蔗 级 列 ， 例 如 数列 
,3,6, 10, ….， 


n (n++1) 
2 ， 
= 1，4，9，10，…， 
nz? 
z 4 可 以 分 别 构成 图 


3 一 21 中 的 三 角形 
3 一 21 三 角形 数 和 正方 形 数 和 正方 形 点 阵 ， 它 
们 就 被 称 为 三 角 拟 形 数 和 正方 氢 形 数 。 

阿 基 米 德 和 公元 1 世纪 的 尼 可 马 科 斯 (Nicomachus) 分 别 
得 出 过 平方 和 与 立方 积 的 公式 。15 世纪 的 阿尔 。 卡 西 提 出 过 四 
次 方 和 公式 .17 世纪 日 本 数学 家 关 孝 和 在 其 所 着 《 括 要 算法 》 中 
列 出 了 从 1 到 11 次 的 自然 数 亚 和 公式 ,他 所 使 用 的 术语 与 中 国 
翅 积 术 完全 一 样 9.。 在 西方 , 则 有 雅 各 。 伯 努 利 在 《 狂 度 术 》 中 
推出 一 般 次 杰 的 求 和 公式 , 式 中 引进 伯 努 利 数 作为 组 合 系数 ,与 
李 善 兰 引 进 李 氏 数 求 矫 和 的 工作 (参见 第 334 页 ) 有 异曲同工 

之 好。 


@ 参阅 沈 康 身 《 中 算 导 论 );， 第 322 一 328 页 . 
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(三 ) 内 插 法 


中 国 古代 内 插 法 与 天 文学 的 关系 

中 国 古代 天 文学 较 少 关心 天 体 运 动 的 原因 ， 但 对 预 推 之 天 
体位 置 与 实测 结果 的 吻合 却 给 子 高 度 的 重视 。 这 就 决定 了 功 算 
家 对 天 体 运 动 规律 的 描述 ， 不 是 借助 西方 那 种 几何 模型 ， 而 是 
从 一 些 实测 数据 出 发 ， 利 用 代数 手段 逐一 确定 天 体 在 各 个 测 点 
中 间 的 位 置 ， 然 后 外 表格 或 公式 显示 出 来 ， 这 种 代数 手段 就 是 
内 插 法 。 

一 开始 人 们 认为 天 体 的 运动 是 匀速 的 ， 这 意味 着 天 体 的 行 
程 是 时 间 的 一 次 函数 ， 因 此 相应 的 内 揪 法 就 是 一 次 内 播 法 . 随 
着 观测 精度 的 提高 ， 历 算 家 逐渐 引入 较 高 次 的 泊 数 来 描述 天 体 
的 运动 规律 ， 于 是 就 有 了 和 较 高 次 的 内 插 法 。 与 此 同时 ,由 于 采 
用 是 气 并 考虑 到 相 邻 节气 的 长 度 各 不 相同 ， 从 等 间 更 自 变 量 的 
内 播 法 中 就 演化 出 了 不 等 间距 自 变量 的 内 插 法 。 通 过 内 播 法 公 
式 推算 出 来 的 各 种 天 文 数 表 ， 构 成 了 各 代 历 法 中 相当 重要 的 一 
部 分 内 容 。 通 过 长 期 的 实践 与 观察 不 难 发 现 ， 这 些 表格 上 的 数 
据 所 构成 的 数列 ， 其 高 阶 差 均 为 零 。 根据 这 一 特点 ， 历 算 家 又 
发 骨 了 利用 差分 原理 逆 推 原 函 数 和 制作 播 值 表 的 方法 。 从 汉 以 
和 馆 元 ， 中 国 古 代 的 内 擂 法 就 是 在 这 种 天 文 历 法 的 实际 痛 景 中 发 
展 起 来 的 .% 

同时 我 们 也 愿 指 出 ， 由 于 高 次 函数 数列 的 更 高 一 阶 差 均 为 
零 , 因 此 单 任 天 文 数 表 或 公式 所 推 数 据 的 n 十 1 阶 差 为 零 这 一 现 
象 ， 就 推论 其 来 自 n 次 内 插 法 是 不 合 逻辑 的 。 唐 宋 以 来 中 国 历 


QD 参 税 李 人 《中 算 家 的 内 村 法 研究 )， 科 学 出 版 社 ，1957 年 第 一 版 . 
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法 中 出 现 了 公式 算法 的 倾向 ,它们 很 可 能 与 内 插 法 的 应 用 有 关 ， 
也 有 可 能 来 日 列 的 渠道 ; 要 说 明 亡 们 是 6 革 内 枉法 的 产物 ， 则 | 
本 撕 ， 

(外 算 经 》 卷 下 有 一 十 四 节气 屋 发 数据， 书 中 但 称 “ 委 至 
轩 长 一 丈 三 尺 五 寸 ， 夏 至 莉 蜂 一 扩 六 寸 ， 癌 次 节 损 益 赴 数 长 短 
各 妃 何 ?” 可 见 实测 数据 只 是 冬至 和 自 至 两 点 的 笑 长 f (a)、f{ 
(b)。 术 文 又 称 :“ 置 冬至 时， 以 夏至 暂 减 之 ， 余 为 实 。 以 十 二 
为 法 。 实 如 法 得 -十 .” 即 得 每 节 损 益 数 

A 本 证 C ({ (a) 一 FE (by 
没 1 xy 为 夏 夺 后 第 x 个 节气 的 区 长， 则 
f bx =f (b) +Ax | 

这 是 把 标准 嘲 表 在 每 日 午时 的 影 长 看 作 依 日 期 星 线性 变化 的 结 
果 ， 上 式 就 是 等 间距 自 变量 的 一 -次 内 树 公 式 其实 也 就 是 等 关 
数列 的 通 项 公式 。 

东汉 刘 涝 在 《 较 象 历 》 中 曾 用 此 式 推算 月 球 在 一 一 近 点 周 内 
每 日 的 经 行 度数 ， 现 普 南 北 彰 各 家 历法 亦 于 采用 ， 

二 次 内 播 法 和 

隋 代 刘 灶 把 日 、 月 、 五 星 的 坑 运动 看 成 是 沟 变 速 运动 ， 也 
就 是 说 把 上 述 天 体 的 视 行 度 f (x) 看 作 时 间 x 的 二 次 函数 ， 因 
而 提出 二 次 内 插 法 来 推算 其 行 度 。 以 推 太阳 每 日 速 迟 数 为 例 ， 
《 皇 极 历 》 中 写 道 : 


见 求 所 在 气 防 降 率 ， 并 后 气 率 半 之 ， 以 日 限 乘 ， 而 


@ 参阅 李 边 《中 国 数 学 史 简 编 ) 第 52 页 。 
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涝 总 除 ， 得 气 末 率 。 又 日 限 乘 二 率 相 减 之 残 ， 泛 总 除 ， 为 
总 差 。 其 总 差 亦 日 限 乘 。 而 泛 总 除 ， 为 别 差 。 率 前 少 者 以 

总 差 减 林 率 % 初 率 ; 前 多 者 即 以 总 差 加 末 率 ， 傅 为 气 初 日 

际 降 数 。 以 天 差 前 多 者 日 减 ， 前 少 者 日 加 初 数 ， 悍 每 日 

数 .2?b 

假定 在 时 刻 n 测 得 开 体 行 度 为 fCnt),t 为 这 总 ,x x 为 日 限 : 
x<<ti 又 设 、 为 打 在 气 陆 降 率 : si=f (nt 十 t) 一 f (nt); sz 为 
后 气 际 降 率 , ~、 ， (nt 十 2t) 一 Cnt 十 t)， 则 天 体 在 nt 和 (Cn 十 
1) t 之 间 任 何 一 日 的 行 度 是 ， | 

nt) =f Cnt) 十 方 (sa 小 s1) 天 一 (ss 一 81) 六 十 


3 G1) (EY 


这 就 是 刘 米 创立 的 等 间 跟 自 变量 的 二 次 内 插 公 式 。 唐 代 傅 仁 均 
的 《成 实 历 》、 李 淳 风 的 《 甩 德 历 》、 郭 献 之 的 《五 纪 历 》、 徐 承 
吊 的 《 正 元 历 》、 徐 昂 的 《宣明 历 》 边 罗 的 《 崇 辫 历 》, 以 及 元 
代 耶 律 楚 材 (1190- .1240 年 ) 的 《庚午 元 历 》 中 都 沿用 这 一 算 
二 

此 式 还 能 简化 ， 令 ss 一 A!， ss—81=A:, t=1 则 有 

f 十 x) 一 (ny 十 Aix 十 坟 ASx 十 二 Asx2 
—f (n) TAlx+At 

这 是 等 间距 二 次 内 插 公式 的 现代 形式 ， 

对 此 公 ` 式 还 可 以 作 另 一 种 解释 ， 把 等 差 数 列 的 前 n 项 和 

@ ( 唐 ] 长 孙 无 忌 等 《4 隋 书 》 卷 十 八 《 律 历 表 下 》, 《二 十 五 史 》 本 ， 第 3309 


页 。 此 处 依 李 但 在 “ 率 前 少 者 以 总 差 减 末 二 / 初 率 ” 后 删 去 天 莽 加 之 "五 字 ， 参 
闻 李 做 《中 算 家 的 内 手法 研究 》)， 第 24 页 。. 
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2 
作为 一 个 新 数列 的 通 项 ， 根 据 壤 积 术 中 的 知识 我 们 知道 ， 后 者 
构成 一 个 二 阶 等 差 数列 . 它 的 通 项 是 一 个 二 次 函数 ， 该 函数 在 
起 点 的 一 差 A: 正 是 原来 等 差 数列 的 首 项 a, 二 差 A? 正 是 原来 的 
公差 d, 可 见 等 差 数列 的 求 和 公式 , 也 可 以 看 成 是 相应 二 次 函数 
的 内 插 公式 .以 此 观点 反观 张 遂 由 日 行 度 推算 日 数 的 公式 ( 见 
本 书 第 221 页 )， 我 们 认为 它 也 有 可 能 直接 来 自 刘 灶 的 内 插 法 . 
而 不 是 从 《 九 章 算术 》 和 《了 张 丘 建 算 经 》 中 的 等 差 数 列 问题 中 
得 到 启发 的 . 秦 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 13 计 造 石 坝 题 也 用 以 上 公 
式 来 计算 所 需 石板 数量 . 书 中 称 为 “ 招 法 "。 这 说 胡 他 是 从 内 插 
法 的 角度 来 考虑 问题 的 . z 
张 迷 在 大 衍 历 中 又 主张 用 定 气 来 计算 太阳 行 度 ， 由 于 两 个 
节气 和 间 的 长 度 不 一 ， 他 在 刘 粳 公式 的 其 础 上 倒立 了 不 等 间距 自 
变量 的 二 次 内 插 公式 。 设 相 邻 两 节气 的 长 度 是 和 +,， 相 应 的 
际 降 率 是 a, 和 a;， 则 有 


a 十 3, 2 a a! a X 
xx 十 (人 一下) 六 一 (下 一 全 ) 下 
i 


ft 十 x) 一 代 + 计生 。 已 t, t,t 


徐 昂 对 此 公式 作 了 修改 ， 形 式 更 为 简便 。 耶 律 楚 材 求 每 日 
避 缩 胱 捧 、 奈 九 韶 《 数 书 九 章 》 卷 三 级 术 推 星 题 均 用 此 式 . 

唐 代 历 法 中 几乎 都 采用 二 次 内 插 法 来 推算 天 体 行 度 ， 史 志 
中 有 明确 记载 的 就 有 傅 仁 均 的 《上 戊 寅 历 )》， 李 淳 风 的 《 栓 德 历 ，. 
郭 献 之 的 《五 纪 历 》、 徐 承 遇 的 《 正 元 历 》、 徐 昂 的 《宣明 历 ，、 
边 网 的 《 崇 玄 历 》 等 。 

北宋 沈 括 曾 写 过 一 部 自称 “ 皆 非 袭 蹈 前 人 之 迹 ” 和 的 《 慰 守 
时 漏 》， 现 已 失传 ， 但 《 梦 溪 笔谈 》 卷 七 中 提 到 “其 间 尤 徽 ”的 
一 项 内 容 就 是 关于 推算 太阳 视 行 度 的 “ 妥 法 ”:“ 以 妥 法 相 荡 而 
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得 差 ， 则 差 有 朴 数 。 相 因 以 求 从 , 相 消 以 求 负 。 从 、 负 相 入 ， 会 
一 术 以 御 日 行 。…… 以 日 衰 生日 积 ， 反 生日 衰 ， 终 始 相 求 ， 旭 
为 宾主 。 顺 循 之 以 索 日 变 ， 衡 别 之 求 去 极 之 度 ， 合 散 无 迹 ， 泥 
如 运 规 。 非 深 知 造 算 之 理 者 ,不 能 与 其 微 也 ,” 可 见 “ 妥 法 ”的 
实质 是 利用 不 同 的 日 着 和 日 积 反 复 加 减 ， 这 或 许 就 是 借助 差分 
关系 制作 高 次 播 值 表 的 方法 . 

三 次 内 播 法 

元 代 郭 守 敬 等 人 编制 的 《授时 历 》 对 高 次 内 插 法 有 新 的 发 
展 ,《 元 史 。 郭守敬 传 》 称 《授时 历 》 中 包括 “前 所 未 有 ”的 五 
大 创造 ， 其 中 前 两 条 : 一 是 “ 依 立 招 差 得 每 日 行 分 , 初 末 极 差 、 
积 度 ” 以 定 太阳 盈 编 : 二 是 “ 依 始 登 招 差 求 得 转 分 进退 ”以 决 
月 行 迟 疾 ， 都 与 高 次 内 播 法 有 关 。 

有 的 作者 认为 , 《授时 历 》 中 应 用 了 三 次 内 插 法 公式 , 但 是 
无 论 是 在 保存 于 《元 史 。 历 玉 》 中 的 《授时 历经 》 和 《授时 历 
议 》, 还 是 在 其 他 有 关 文 献 中 , 我 们 都 找 不 到 表述 这 一 公式 的 文 
字 。 实 际 上 ， 郭 守 敬 等 人 在 《授时 历 》 中 是 用 差分 方法 来 解决 
三 次 插值 问题 的 ， 只 是 在 确立 三 次 函数 时 应 用 了 刘 煌 的 二 次 内 
插 公 式 。 现 以 推算 太阳 在 冬至 到 春分 间 的 日 行 度数 为 例 加 以 说 
明 .。Q@ 四 

《授时 历 》 把 这 段 时 间 共 88. 91 日 均 分 成 6 段 ， 每 段 日 数 : 
二 14. 82。 通 过 实测 求 得 太阳 在 0、t、2t、…6t 的 行 度 (《 授 时 
历 》 中 称 为 “ 积 益 ?) F (0)、F (t)、F (2t7、… 下 (6t)， 然 后 


”@ 与“ 妥 法 ”相对 的 是 “国法 "， 其 特点 是 “ 圳 无 不 均 ”( 邑 一 盖 相 等 ) ， 其 册 
是 “ 止 用 一 误 ， 牢 环 无 端 ， 终 始 如 贯 ， 不 能 议 其 险 〈 不 能 与 天 体 视 行 密 合 )”。 这 实 
际 上 是 一 次 内 所 法 。 

加 参 闻 钱 宝 琼 《中国 数学 史 》， 第 192 一 197 页 . 
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计算 以 上 数列 的 各 级 差分 ,发 现 四 差 为 零 。 这 意味 着 在 这 一 观 
测 的 精度 范围 内 太阳 行 度 即 “ 积 差 ” 是 时 间 的 三 次 函数 

F (x) 一 ax 十 bx 十 cx 十 dq 
现在 的 问题 是 要 求 出 a、b、c、d 这 些 系数 来 。 一 种 方法 是 把 已 
知 7 个 F (nt) 中 的 任意 4 个 代入 上 式 , 然后 通过 解 四 元 一 次 方 
程 组 得 到 ， 但 是 《授时 历 》 中 用 的 是 另外 一 种 方法 : 

因为 把 冬至 时 刻 作为 起 点 ， 故 有 下 (0) 二 0, 式 中 的 常数 项 

d 也 应 为 0. 这 样 得 到 降 次 函数 

f (x) 一 一 2 一 ax? 十 bx 十 
《授时 历 》 中 把 这 一 函数 称 为 “日 平 差 ” 并列 出 了 它 和 它 的 各 级 
差分 数 ， 我 们 将 它们 翻译 成 下 面 的 形式 : 


A 
bm 
SA 


表 中 冬至 点 的 “日 平 差 ”f (0) 及 其 三 阶 盖 分 各、Asg、A; 
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都 是 未 知 数 〈 这 四 个 数据 在 表 中 皆 用 括号 标 出 ， 表 示 它 们 系 由 
其 他 数据 所 推出 来 的 )， 其 余 6 个 “日 平 差 ” 则 是 实测 数据 下 
Cnt) 除 以 每 段 日 数 14. 82 的 结果 。 由 这 6 个 数据 可 以 推出 各 阶 
差分 ,例如 Ai 二 =f (2t) 一 f (t) = 一 38.45, A! 二 f (3t) 一 
(2t) =—39.83, A!l=f (4t) —f{.(3t) =—41.21; Ai 一 全 一 人] 
二 一 1.38，A3 一 名 一 A 人 一 一 1. 38; Ai 一 A 一 Af 一 0 等 等 。 可 以 看 
出 , 此 表 中 三 差 A 此 为 0, 二 差 A? 皆 为 一 1. 38, 冬至 点 也 不 例 
外 。 由 此 又 可 推出 冬至 点 的 一 差 和 “日 平 差 ” 

A}=A!l—Ai=—38.45— (—1.38) =—37.07 

f (0》 =f (t) 一 AI 一 476. 25 一 〈 一 37. 07) 一 513. 32 
在 冬至 点 “〈 即 n 一 0) 应 用 刘 灶 的 二 次 内 播 法 公式 

f (nt 十 x) 一 人 Cnt) 十 到 Al 十 考 。 至 〈 王 一 1) A 


其 


《二 到 一 


有 fCx) 一 513. 32 十 5 (一 37. 07) 十 本 。 

1)( 一 1. 38) 
即 fx) 一 513. 32 一 2. 46x 一 0. 0031xz 
因此 求 得 “ 积 差 ” 

F(x)=x .f(x) 一 513. 32x 一 2. 46xz 一 0. 0031xs 
原先 待定 之 系数 a 二 一 0.0031, b 一 一 2.46@, c 一 513. 32,《 授 时 
历 》 中 把 它们 分 别称 为 “ 立 差 ”、“ 平 差 ” 和 “ 定 差 ”。 

将 日 数 1、2、3、…- 了 逐次 代入 上 式 即 可 求 得 冬至 后 逐日 “ 积 

差 ”， 但 是 这 样 计算 十 分 繁 天 , 《授时 历 》 在 此 又 一 次 应 用 差分 
表 来 简化 计算 。 为 此 我 们 先 用 代数 式 来 显示 这 个 差分 表 ; 


.A 
14. 82 


@ 这 是 《授时 历 》 中 的 数据 ， 精 确 运 算 应 得 b= 二 一 2. 4548。 
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积 差 _ _ 
积 昌 xj cx aX3+bX“ +CX| 一 差 A 四 差 A 
本 二 了 


SS 
(3) 7a +3b+c 


2 Bat4br2e (5)} a 


~ 
3 | 27af+f9gb+3ec (8) | laa+ 2 0 
(9) | Nera -7 be (7) | 6a | 


64a +16b+dc | C11) |24a +2b 0 


[~ ~ 
TS 


从 表 中 可 以 看 出 ， 当 x 逐日 变化 时 ， “ 积 差 ” F (x)》 中 首 项 

a 的 系数 按 1、8、27、64… 的 立方 数 倍数 增加 ， 第 二 项 b 的 系 
数 按 1、4、9、16、… 的 平方 数 倍数 增加 ,等 三 项 c 的 系数 按 1、 
2、3、4、… 的 目 然 数 倍数 增加 ， 这 就 是 它们 被 分 别 叫做 “ 立 
差 "、“ 平 差 ” 和 “ 定 差 ” 的 原因 。 从 表 中 也 可 得 知 ，F (0) 的 
一 、 二 、 三 差分 别 是 

入 二 a 十 b 十 c= 二 510. 8569 

Ai 一 6a 十 2b 一 一 4. 9386 

Ai 一 6a 一 一 0.0186 
此 外 ,还 有 FF (0) ==0, F (1) 一 a 十 b 十 c 一 540.8569， 所 有 三 
差 缘 为 6a 一 一 0. 0186。 从 这 些 数据 出 发 ， 按 照 表 中 折线 和 括号 
中 数字 显示 的 顺序 , 就 可 仅 用 加 减法 逐 项 填 满 F (2)、F (3) 、F 


由 
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(4) 、 … 等 栏 ， 即 包 


ET 

二 日 1016. 7752 
-可 
一 


这 种 利用 差分 表 进 行 插 值 运 算 的 方法 ， 大 概 就 是 从 沈 括 所 
说 的 “和 妥 法 ”演化 而 来 的 ;而 通过 低 次 函数 的 差分 关系 研究 高 
次 函数 的 方法 .已 在 张 遂 和 秦 九 韶 的 工作 中 显露 端倪 。 这 一方 
法 又 -次 显示 了 中国 吉 代数 学 的 构造 性 和 算法 机 械 化 的 特征 。 
尤为 重要 的 是 . 通过 观察 逐 级 差分 与 相应 函数 值 的 关系 ， 有 可 
能 发 现 埃 积 导 内 搬 法 的 联系 ,并 归纳 出 一 般 的 高 次 内 插 公 式 ,这 
正 是 朱 世 亦 建立 打 积 招 莽 术 的 关键 。 

款 积 招 差 木 与 一 般 高 次 内 插 公 式 


(1) 参阅 〔 清 2 张 廷 玉 等 《明史 》 郑 三 十 四 《 历 志 》 四 ， 大 统 历 太阳 盘 缩 末 限 
立成 ,《 十 开 史 》 本 ， 第 7854 页 。 据 明史 馆 臣 按 语 ， 此 立成 直接 录 自 《授时 历 》。 
土 表 仅 将 诛 立 成 改 成 横 排 ,此 外 增加 了 原 立 成 中 不 录 的 三 差 , 又 把 原 立 成 中 的 “加 
分 ”“ 平 立 合 差 ” 分 别 改 成 … 差 、 二 差 ， 其余 全 同 。 
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在 朱 世 杰 之 前 , 卉 积 与 招 差 是 互相 独立 发 展 的 两 门 知 识 :前 
者 来 源 于 累 棋 、 层 坛 及 酒家 积 器 等 日 常生 活 ， 后 者 来 源 于 对 天 
体 行 度 的 推算 。 虽 然 秦 九 韶 已 把 等 差 级 数 求 和 公式 称 为 “ 招 
法 ”, 但 毕 竞 是 一 个 极 简单 的 例子 , 没有 证 据 表明 他 已 通晓 招 差 
术 的 一 般 公式 。 

《四 元 玉 鉴 》 内 如 象 招数 门 共 有 五 问 , 从 中 可 以 看 出 作者 已 
掌握 了 高 次 内 插 法 的 一 般 规律 。 现 以 其 最 后 一 题 求 兵 数 的 解法 
为 例 来 说 明 ， 原 题 为 ， 


“ 今 有 官司 依 立方 招 兵 ，…… 初 招 方面 三 尺 ， 次 招 方 
面 转 多 一 尺 ， 得 数 为 兵 。 今 招 一 十 五 日 …… 问 招 兵 …… 几 
何 ?9 


朱 世 杰 的 解法 是 : 


“ 求 得 上 差 二 十 七 ， 二 差 三 十 七 ， 三 差 二 十 四 ， 下 差 
六 。 求 兵 者 : 今 招 为 上 积 ; 又 今 招 减 一 为 葵 草 底子 积 ， 为 
二 积 ; 又 今 招 减 二 为 三 角 底 和子 积 ， 为 三 积 ; 又 今 招 减 三 为 
三 角落 一 积 ， 为 下 积 。 以 各 差 乘 各 积 ， 四 位 并 之 ， 即 招 兵 
数 也 。? 思 


“立方 招 兵 ” 是 一 形象 化 的 术语 (所 以 朱 世 杰 称 这 一 类 问题 
为 “如 象 招数 ”) ， 就 是 按照 自然 数 的 立方 关系 逐日 招 兵 。 设 招 
兵 日 数 〈 即 术 文中 之 “ 今 招 ”) 为 x， 至 x 日 共 招 兵 数 为 f (x)， 


OD@ 元] 朱 世 杰 《 四 元 玉 效 》 卷 中 之 十 。 
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则 每 日 招 兵 数 (x 十 2) 是 函数 f (x) 的 一 阶 差 分 。 依 题 意 可 列 
出 差分 表 如 下 : 


日 数 x | 累 招 兵 数 { (x) 2 一 差 全 差 A 四 关 


六 > 
~ 


| 
{DO [De 
Cm ~ 

Cy 

] 


> 


从 表 中 可 以 看 到 , { (x) 在 起 点 的 四 阶 差分 分 别 是 27、37、 
24 和 6， 这 就 是 朱 世 杰 所 说 的 “上 差 ”、“ 二 差 ”、“ 三 差 ” 和 
“下 差 ”。 而 朱 氏 所 谓 “ 上 积 ” 就 是 日 数 x,“ 二 积 ” 就 是 x 一 1 层 
葵 草 始 积 ， 即 

x (x—1) 
“二 积 ” 就 是 x 一 2 层 三 角 巢 积 ， 即 
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了 xx 一 DGx 一 2) 
“下 积 ” 就 是 x 一 3 层 三 角落 一 形 坊 积 ， 邑 
Tix (x1) (x—2) (x—3) 
“以 各 差 乘 各 积 ， 四 位 并 之 ”就 是 
f (x) 一 xA! 十 六 x (x 一 1) A 十 汪 x (x 一 1) (x—2) As 
十 xx 一 1 (x—2) (x—3) A 
由 于 推断 朱 世 杰 已 经 掌握 了 三 角形 壤 的 一 般 构 造 规律 ， 我 
们 有 理由 相信 他 也 可 以 正确 地 写 出 任意 高 次 的 插值 公式 、. 
fx) =xA' 二 直 x (x 一 D) As 十 ax x1) (x 


Tix GD 2) oe p+tl) A 


日 


其 中 p 等 于 国 数 f (x) 的 次 数 。 但 是 他 是 怎样 得 到 这 一 公式 的 
呢 ? 以 往 较 少 被 认真 讨论 过 。 

我 们 认为 ,只 要 抓 住 沈 括 “ 妥 法 ”一 一 秦 九 前 “ 招 法 ”- 一 
吝 守 租 “ 平 、 这 、 定 三 差 法 ”这 样 一 条 线索 ， 这 一 问题 是 可 以 
找到 答案 的 。 那 就 是 通过 差分 表 进 行 逆 推 从 而 把 p 次 函数 的 
数值 看 成 p 个 壤 积 之 积 ; 而 每 一 个 吉 积 的 元 素 ， 分 别 是 函数 在 
起 点 的 各 徐 差 分 ， 试 以 《授时 历 》 中 推算 “ 积 差 ”的 差分 表 为 
例 ， 逆 推 的 过 程 可 由 下 表 显 示 (请 与 本 书 314 页 上 的 表 比 较 ); 


外， 傅 庭 芳 的 《 朱 世 杰 与 李 善 兰 在 始 积 术 上 的 成 就 》 是 一 个 例外 ， 该 文 涉及 差 / 
分 表 在 观察 归纳 中 的 作用 , 叭 其 陈述 方式 较为 “现代 ”, 也 未 论 及 这 一 方法 演进 的 历 
史 脉 络 。 见 《中 国 数学 史 论 文集 》，( 二 )。 
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2Ad +-Ao (53) 
Ad 13A? +As (8) 
oo 


(9 

4Ad +6AF +4A9 
we 
(112) Ad+4A$+6AP 


n ~ BS 
5Qd+ 10A¢ +10A50 (14) YH Af +48 0 


( 15) Nad rAd +100? | A | 
| 一 ~ 


ES 
6Ad +15A6§ +20A0 | 笑 ACE+5A1 | 和 


我 们 来 看 表 中 ff 《x) 这 一 列 ， 它 的 各 项 皆 由 于 (0) 的 三 阶 
差分 人、Ai 和 A} 所 组 成 : 上 As 的 个 数 分 别 是 1、2、3、 
4、5、6、…，Ai 的 系数 分 别 是 1、3、6、10、15、…，Az 的 系 
数 分 别 是 1、4、10、20、…; 这 三 组 数列 不 是 别 的 ， 正 是 古 法 
乘 方 图 中 除 两 边 外 斜 下 数 第 一 、 二 、 三 行 的 数字 。 在 霖 积 术 中 
我 们 已 经 知道 : 乘 方 图 中 第 p 条 斜 线 的 数列 ， 正 好 对 应 p 级 三 
角 才 ; 而 第 p 条 斜 线 上 的 第 n 个 数字 , 正好 等 于 第 p 一 1 条 斜 线 
土 前 nm 个 数 的 和 〈 即 mn 层 p 一 1 级 三 角 才 的 和 ， 见 本 书 第 300 
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页 )。 具体 来 说 , 在 f (n) 这 一 栏 中 : Al 的 个 数 等 于 项 数 n，As 
的 个 数 等 于 n 一 1 层 茜草 井 积 ，Ai 的 个 数 等 于 n 一 2 层 三 角 吉 
积 。 推 六 到 -- 般 , 若 F (x) 为 p 次 函数 ,对 于 任意 的 人 委 pP，A6 
存在 且 在 F (x) 中 含有 Ase 的 个 数 等 于 x 一 K 十 1 层 K 一 1 阶 三 


角 霹 积 ， pix (x 一 1) (x 一 2) … (x 一 K 十 1)。 这 就 是 高 次 内 
持 法 与 三 角 妈 的 一 般 关 系 。 

还 可 以 换 一 个 角度 来 说 明 这 种 关系 , 即 考察 上 面 差分 表 中 
各 阶 差 分 是 怎样 “ 翅 ? 起 来 的 。 例 如 对 于 A3: 在 人 A 这 一 列 中 (从 
第 四 行 开始 ) 它 的 数目 是 1、1、1、1、…, 不 妨 把 其 称 为 0 阶 三 角 
型 壤 ; 在 人 A: 这 一 列 中 (从 第 五 行 开始 )A: 的 数目 是 1、2、3、4、 

是 为 蔡 草 吉 , 注 意 它 是 0 阶 三 角 型 志 “ 落 一 ”的 结果 ， 训 少 了 一 
层 ; 在 A: 这 一 列 中 (从 第 六 行 开始 Ai 的 数目 是 1、3、6、10、… 

是 为 三 角 翅 , 它 是 葡 草 翅 “ 落 一 ”的 结果 且 层 数 又 少 一 :而 在 1 
4x) 这 一 列 的 第 n 行 中 , 的 个 数 正 是 n 一 3 十 1 层 三 角 才 的 积 。 
这 一 推理 同样 也 可 以 推广 到 一 般 的 情况 。 

我 们 认为 ， 朱 世 杰 就 是 应 用 这 种 观察 归纳 法 推出 了 一 般 的 
高 次 内 播 公式， 而 在 观察 归纳 的 过 程 中 ， 乘 方 图 再 次 发 挥 了 提 
纲 鬼 领 的 作用 。 

在 欧洲 , 对 内 插 法 的 研究 是 从 17 世纪 下 半 叶 开始 的 ， 英国 
的 格 列 高 里 (J。Gregory，1638 一 1675 年 ) 、 牛 顿 和 德国 的 莱 布 
尼 蒋 先后 作出 了 贡献 。 


(四 ) 无 穷 级 数 


早期 的 例子 : 
春秋 战国 时 代 的 著名 辩 者 惠 施 提出 了 一 个 有 名 的 命题 ， 就 
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是 “一 尺 之 极 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 竟 ”。 它 的 道 命题 可 用 
六 二 -和 二 和 

来 表示 ， 这 是 一 个 无 穷 级 数 。 

刘 短 在 割 圆 术 中 以 加 内 接 正 6n 边 形 来 允 近 加 , 当 n 无 限 增 
大 时 ， 圆 内 接 正 6 边 形 的 面积 以 及 其 后 每 相 邻 两 多 边 形 的 面积 
之 差 就 构成 一 个 关于 面积 的 无 穷 级 数 ， 它 的 和 是 圆 的 面积 。 同 
理 ， 圆 内 接 正 6 边 形 的 周 长 以 及 其 后 每 相 邻 两 多 边 形 的 周 长 之 
差 也 构成 一 个 关于 长 度 的 无 穷 级 数 ， 其 和 是 圆 的 周 长 。 在 对 商 
功 章 阳 马 术 的 证 明 中 ， 他 对 阳 马 和 束 鼎 每 次 半 其 长 、 宽 、 高 进 
行 无 穷 分 割 ， 则 又 可 得 到 两 个 关于 体积 的 无 穷 级 数 。 

清 代数 学 家 对 无 穷 哇 级 数 的 研究 z 

清朝 康 敬 年 间 ， 法 国 耶稣 会 七 杜 德 美 来 华 参与 皇 与 全 览 图 
的 绘制 拼接 工作 ， 同 时 把 牛顿 和 格 列 高 里 关于 圆周 率 以 及 圆 内 
弦 、 矢 、 径 关 系 的 三 个 无 穷 短 级 数 公式 传 授 给 了 中 国 数学 家 , 但 
是 没有 说 明 其 理论 依据 。 梅 于 成 在 《赤水 遗 珍 》 中 记录 了 这 些 

公式 ， 称 之 有 “ 西 士 杜 德 美 法 ”。 


乾隆 年 间 任 钦 天 监 监 正 《〈 相 当 于 国 

/IN 家 天 文 台 台 长 ) 的 蒙古 族 科学 家 明 安 图 ， 

, ; 积 30 余年 心血 写成 《 割 圆 密 率 捷 法 》 一 
书 , 内 中 证 明了 九 个 无 穷 医 级 数 公 式 .如 

~ 图 3 一 22, 设 圆 的 半径 OA 二 r, 通 弦 AC 


/ =c，, 弧 背 AD 一 a ,正弦 AB 一 广 一 r "sin 


图 3~-22 制品 连 比 一， 正 矢 BC=d==r .vers 一 ， 则 有 : 
只 后 
例 得 3 G1) 圆 径 求 周 
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3°1:  ， 3.1 .3 3.1:.3:.5? 


一 or 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 
TT 
3 .。1:。32 。52 。7: 
一 “) 
(2) 强 背 求 正弦 
a a: a7 Ar 
rn rior rtorr 
(3) 弧 背 求 正 矢 
a a’ . a ae as 
TvsS Tr Tor Frm torr Br 
(4) 纪 e 背 求 通 弦 
(2a)’ (2a)” (2a)’ (2a) 
一 <a 4。3! 二 
《5) 弧 背 求 矢 
(2a)2 (2a)’ | 2a) (2a)?  ，.. 


4。21IT 4 和 441r 4 全 61r5 44。817 


《6 ) 通 弦 求 驱 背 
加 C3 3? 加 C3 
ac arrntr sr 
32 。52 。C7 32 。652 。72 。C9? 
TE gm 
(7) 正 弦 求 弧 硼 
《rsin 二 32(rsin 一 
a 一 rsin 了 十 3 1 下 S51r4 
32 。52(rsin 二 
十 十 … 


71 re 
《8) 正 和 天 求 弧 背 


a a 
2r 。 Vers 一 - (2r 。Vers 一 )? 
T r 


2 一 
a 2 十 rr 
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22 (Dr 。 vers 一 22 。32 (2r 。 vers 一 ) 


rt) 


(9) 矢 求 弧 背 

(2a): 一 27 C+ 3 + 

前 三 式 就 是 所 谓 “ 杜 氏 三 术 ”。 明 安 图 所 用 的 制 圆 连 比 例 方 
法 ,是 在 中 国 古 代 割 圆 术 和 《数理 精 列 )》 下 编 卷 16 三 分 弧 法 的 
启发 下 加 以 推广 而 来 的 ， 在 此 基础 上 求 得 (3)、(4) 二 式 。 同 
时 他 又 引进 了 级 数 回 求 方法 ， 即 从 已 知 函 数 的 赛 级 数 展开 式 出 
发 ， 借 助 多 项 式 乘法 和 分 离 系数 法 等 手段 ， 得 到 相当 于 其 反 函 
数 的 敌 级 数 表达 式 ?; 以 此 方法 又 求 得 (6)、(8) 两 式 。 其 余 五 
式 ， 则 由 相应 的 代数 变换 导出 。 明 氏 的 整个 推导 过 程 可 表示 成 
下 图 :@ 


(2 ) 弧 背 求 正路 拷 - 


7) 下 六 卜 蜂 背 


[eo|( 9 ; 和 天 求 浙 背 


图 2 一 23 明 安 图 割 圆 九 术 之 间 的 关系 


中 参阅 何 绍 康 《 明 安 图 的 级 数 回 求法 》, 《自然 科 学 中 研究 ), 第 3 卷 , 第 3 期 ， 
1984 年 。 

四 参阅 [日 3 川 原 秀 城 《中 国力 无 限 小 解析 》， 《中 国 证 代 科学 史 论 》， 京都 大 
学 人 文科 学 研究 所 ，1989 年 。 
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明 安 图 的 《 割 圆 密 率 捷 法 》 揭 开 了 清 代 中 末 叶 无 穷 乔 级 数 
研究 的 序幕 , 董 祷 诚 、 孔 广 森 (1752 一 1786 年 )、 朱 鸿 、 项 名 达 、 


丁 取 忠 、 徐 有 和 王 、 戴 胞 、 李 善 兰 、 邹 伯 奇 、 夏 蛮 翔 (1823 一 1864 


年 )、 左 潜 〈? 一 1874 年 )、 曾 纪 鸿 (1848 一 1877 年 )、 吴 诚 、 蒋 
士 栋 、 凌 步 芳 等 人 先后 致力 于 这 一 课题 ， 在 三 角 函 数 、 反 三 角 
函数 、 对 数 函 数 , 二 项 式 函 数 、 椭 加 函数 等 方面 得 到 许多 成 果 。 
如 同 在 西方 一 样 ， 它 们 应 被 看 作 是 数学 研究 的 对 象 从 常量 的 到 
变量 的 、 从 有 限 的 到 无 穷 的 、 从 离散 的 到 连续 的 历史 性 转折 中 
的 产物 。 

无 穷 短 级 数 的 理论 和 算法 ， 在 西方 是 作为 早期 微 积分 发 展 
的 自然 结果 而 出 现 的 。 而 在 清 代 中 末 叶 的 中 国 ， 上 述 绝 大 多 数 
学 者 是 在 微 积 分 知识 尚未 传 入 的 情况 下 从 事 无 穷 短 级 数 研究 
的 。 他 们 工作 的 基础 ,主要 是 传统 数学 中 的 比例 、 弧 矢 制 圆 、 塌 
积 、 招 差 等 知识 ， 再 加 上 反 演 、 类 推 、 代 换 等 方法 ， 因 而 从 整 
体 上 说 是 《 九 章 算 术 》 规 范 下 的 产物 。 如 果 没 有 西方 近代 数学 
的 输入 ， 清 代数 学 家 能 够 沿 着 这 条 道路 再 走出 多 远 ， 这 已 成 为 
”一 个 无 法 实证 的 历史 命题 ; 但 有 一 点 是 不 容 置 疑 的 ， 那 就 是 清 
代 关 于 无 穷 老 级 数 的 研究 ， 标 志 着 中 国 当 时 一 些 优秀 的 数学 家 
已 接近 了 微 积分 的 大 门 ， 他 们 的 工作 为 中 国 古 代数 学 向 近代 数 
学 的 转变 准备 了 必要 的 条 件 。 

李 善 兰 的 尖 锥 术 

李 善 兰 的 尖 锥 术 就 是 一 个 典型 。 李 氏 涉 及 尖 锥 术 的 主要 著 
作 有 三 种 ， 即 《方圆 前 幽 》《 弧 矢 启 秘 》《 对 数 探 源 》， 它 们 大 


@@ 参阅 李 伍 ( 明 清 算 家 的 割 圆 术 研 究 》,《 中 算 史 论 从 》, 第 三 集 , 科学 出 版 社 ， 
1955 年 。 
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约 完成 于 1845 一 1850 年 期 间 ， 也 就 是 在 他 1852 年 到 上 海参 加 
翻 详 西方 科学 书籍 之 前 。 所 谓 “ 尖 锥 ”, 是 李 氏 独创 的 一 种 表达 
代数 关系 的 几何 模型 ， 它 由 互相 垂直 的 底 和 高 ， 以 及 具有 一 定 
曲率 的 边界 线 所 组 成 。 研 究 者 指出 ， 李 善 兰 的 尖 锥 术 来 源 于 中 
国 传统 的 抬 积 术 :@ 他 以 P 一 1 乘 方 恕 堆积 成 底 为 b、 高 为 h 的 
P 乘 尖 锥 ， 即 先 有 

Va—Sb CT) 2 =n LE ,Cett 


K=0 


bh 。- 
一 让 LE | G 十] 一 &) 


然后 取 极 限 并 应 用 李 氏 数 的 性 质 sp , 即 得 P 乘 尖 锥 积 
Ve =limVe— tpi 1 PP 
这 就 是 李 善 兰 的 尖 锥 求 积 术 一 一 “以 高 乘 底 为 实 ， 本 乘 方 数 加 


一 为 法 除 之 ， 得 尖 锥 积 。” ,用 现代 数学 符号 写 出 来 就 是 : 
| b (ydx= EP 
求 诸 尖 锥 相 并 ， 则 相当 于 给 出 如 下 的 逐 项 积分 法 则 
5 J bw -人 全 
在 《方圆 前 幽 》 中 ， 李 善 兰 首先 列 出 十 条 概括 性 的 命题 作 
为 尖 锥 术 的 基本 产 理 ， 其 中 的 思想 与 西方 微 积 分 前 史 中 刻 普 勤 
(J. Kepler, 1571 一 1630 年 )、 卡 瓦 列 利 (B. Cavalieri, 1598 一 
1647 年 )、 罗 贝 瓦尔 (G. Roberval, 1602 一 1675 年 ) 等 人 的 见 
解 颇 相 类 似 。 他 又 以 求 圆 的 面积 为 例 说 明 尖 锥 术 的 应 用 ， 得 到 


@ 参阅 王 渝 生 《 隙 积 术 、 埃 积 术 与 尖 众 术 一 从 沈 括 、 朱 世 杰 到 李 着 兰 》， 
《 “台湾 ) 第 二 届 科 学 中研 讨 会 汇 刊 》。 
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半径 为 1 的 圆 的 面积 为 


lll 
"4 4(3" T1517 6 40t 
5，3 
8.6.4.251"") 


作为 一 个 副产品 ， 他 利用 分 离 元 数 法 得 到 关于 二 项 平方 根 的 大 
级 数 展开 式 


加 1 2 上 4 3 6 
1—x ] (Fx Tx 十 EX 十 


在 《 咀 天 局 秘 》 中 ， 他 又 利用 尖 锥 术 求 出 了 各 种 三 角 函 数 
及 其 反 肾 数 的 只 级 数 展 开 式 ， 主 要 有 


正弦 求 狐 背 
加 sinag | 3sin’a 3 。 5sin'ia . 
"一 Sina 二 7 二 57147716 十 
正 矢 求 弧 背 
2 . | rarery 2 1 3 ee. 
QO” — 2versa ts (2versa) 十 8 (2versa)’ 十 
正切 求 弧 背 
vo Bo tgo tg 
"8 3 5 7 
正 割 求 绝 背 
Qo =2 (seca—1) 一 写 Cseca 一 1 十 中 《seca 一 1) 十 … 
弧 背 求 正弦 

| ? 
缴 背 求 正 矢 

OQ a as os 

VersoT ar 4r ror Br +t” 


产 背 求 正切 
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tga 一 4a 十 了 工 os 十 Se 十 17, -二 


3 315 
背 求 正 制 
‘ae -- 一 1 yi 一 -一 一 
seca loo 十 。 证 2 十 … 


在 《对 数 探 源 》 中 ， 地 善 用 诸 关 能 的 合 积 来 才 示 对 数 ， 得 
到 等 级 数 展开 式 
logn =log(n—1) +loge 3 ek 
所 有 这 些 公 式 ， 构 成 了 一 个 完 整 的 系统 ， 它们 之 间 的 关系 可 由 
下 图 表示 : 


邢 萌 米 业 矢 


粥 背 冰 正切 改 背 准 正 所 


图 3 一 24 李 善 兰 尖 锥 诸 术 之 间 的 关系 
李 善 兰 的 工作 表明 ,中 国 传统 数学 与 西方 近代 数学 之 间 , 并 
没有 不 可 逾越 的 鸿沟 ;恰好 相反 、 中 国 传统 数学 的 构造 性 质 和 
机 构 化 特点 , 以 及 由 此 而 产生 的 一 系列 方法 和 成 果 , 为 19 世纪 
后 半 时 一 批 先进 的 数学 家 接受 与 消化 西方 变量 数学 提供 了 必要 
的 知识 准备 。 


@ 参阅 川 原 秀 城 《 中 国人 无 限 小 解析 》, 
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第 五 节 组 合 学 


组 合 学 研究 的 对 象 是 有 关 事物 安排 的 离散 性 问题 ， 涉 及 安 
排 的 存在 、 分 类 、 计 数 、 性 质 和 结构 等 几 个 方面 。 随 着 电子 计 
算 机 的 普遍 应 用 ,组 合 学 的 思想 和 方法 日 益 显示 出 重要 作用 , 现 
在 组 合 学 已 成 为 当代 数学 的 一 个 重要 分 支 。 虽 然 如 此 ， 它 的 起 
源 却 可 以 上 油 到 久远 的 年 代 ， 中 国 古 代 文 化 中 就 不 乏 丰 富 的 组 
合 学 史料 。 


(一 ) 排列 与 组 合 


指数 关系 和 可 重复 排列 问题 

汉代 文献 中 就 有 与 指数 相当 的 概念 :《 管 子 . 地 员 》 中 “ 先 
主 一 而 三 之 , 四 开 合 九 九 "， 翻 译 出 来 就 是 1X34 一 9X9.9D《 史 
记 - 律 书 》 中 “ 置 一 而 九 三 之 以 为 法 ”也 是 同 -一 意思 , 即 1 X 3? 
一 19683。《 淮 南 子 。， 天文 训 》 则 有 “ 故 置 一 而 十 一 三 之 ， 为 积 
分 十 七 万 七 千 一 百 四 十 七 ”,， 也 就 是 1x 3+= 二 177147。 由 此 可 知 
当时 律 学 中 “ 某 某 之 ”的 说 法 ， 就 相当 于 我 们 今日 的 指数 表达 
法 。 z 

《周易 》 中 的 卦 符 可 以 看 作 排 列 的 结果 : 把 阴 、 阳 两 多 安排 
在 六 个 不 同 的 位 置 上 , 共有 2 二 64 种 不 同 的 排列 ， 此 即 六 十 四 
卦 。 同 理 ,《 太 玄 》 则 将 天 、 地 、 人 三 方 安排 在 方 、 州 、 部 、 家 


DD 方 巷 (1668--1749 年 ) 释 云 :“ 开 ， 推 而 入 之 也 ， 一 分 为 三 ， 三 分 为 九 ， 九 
分 为 二 十 七 ,二 十 七 分 为 八 十 --， 绪 :而 过 之 ， 如 是 者 四 ， 则 适合 黄 钟 之 数 .” 王 引 
之 〈1766 一 1834 年 ) 认为 “ 主 ” 当 为 “ 立 ”,“ 立 一 ” 即 《史记 ， 律 书 》 之 “ 置 -…” 
也 。 参 阅 郭 沫 若 等 《管子 集 校 ;»， 下 册 ， 科 学 出 版 社 ，1956 年 第 一 版 ， 第 909 页 。 
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四 层 , 故 有 3 一 81 种 不 同 的 排列 ,是 为 八 十 一 首 。 中 国 古代 出 
现 过 许多 不 同 的 占 签 方法 ， 其 实质 都 是 以 事物 的 不 同 排列 来 对 
应 卦 秤 ， 又 将 五 行 、 五 色 、 六 亲 、 六 曾 、 八 宫 、 日 月 干支 、 十 
一 律 五 音 互相 配合 ， 演 变 成 形形色色 的 组 合 学 问题 来 ， 这 方面 
的 细致 研究 还 有 待 来 日 .+ 

张 关 和 沈 括 都 曾 研 究 棋局 都 数 问题 ， 即 在 一 副 围 棋盘 上 可 
以 演变 出 多 少 不 同 的 布局 来 .以 纵横 各 19 道 共 361 个 格 点 的 棋 
盘 为 例 ， 每 一 格 点 可 有 黑 、 白 、 空 三 种 不 同 的 情况 ， 于 是 总 排 
列 数 为 3” (应 注意 这 里 不 排除 无 实际 意义 或 不 可 能 存在 的 荒 
诞 布局 ,而 仅 考 虑 纯粹 数学 上 的 排列 ) 。 这 与 封 符 的 安排 属于 同 
一 类 问题 , 即 求 从 n 类 事物 中 允许 重复 地 取出 7 件 的 排列 总 数 ， 
结果 应 是 n 。 这 一 问题 也 可 以 描述 成 : 把 7 个 不 同 的 小 球 放 到 
n 个 不 同 的 盒子 中 的 分 布 总 数 ， 这 就 是 现代 统计 学 中 的 麦克 斯 
韦 一 波 尔 蒋 曼 (Maxwell 一 Boltzmann Model) 模型 。 

张 遂 的 结论 早已 失传 ， 沈 括 对 棋局 都 数 的 计算 则 保留 在 
《 梦 溪 笔谈 》 卷 18 中 。 他 对 问题 的 分 析 是 完全 正确 的 ， 他 说 : 
“ 初 一 路 可 变 三 局 (-- 黑 、 一 白 、 一 空 )， 自 后 不 以 横 直 ， 但 增 
一 子 ， 即 三 因 之 。 几 三 百 六 十 一 增 ， 针 三 因 之 ， 却 是 都 局 数 。” 
由 于 数目 太 大 ， 沈 括 没 能 具体 算出 这 个 数字 来 ， 所 算出 的 部 分 
数字 也 有 和 错误; 但 他 感到 累 乘 的 繁琐 ,于 是 提出 下 述 简便 的 算 
法 ， 即 在 得 到 a 二 3 之 后 ， 再 以 aXa= 二 a’:,， a* Xa 二 a,，a:Xa’ 二 


aa Xa'=a’, a Xa’—as,， asXa= 一 a” 一 3”1,“ 只 六 次 乘 , 便 


LA， 参阅 [ 澳 ] 何 两 郁 《 从 科技 史 观点 谈 传 统 思想 的 “ 数 咏 ,《 (台湾 ) 第 二 届 
科学 史 研 究 讨论 汇 刊 》 互 见 何 两 郁 《 试 从 另 一 观点 探讨 中 国 传统 科技 的 发 展 》《 大 
自然 探索 》， 第 10 卷 ， 第 1 期 ，1991 年 。 
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尽 三 百 六 十 一路 。” 这 里 运用 了 指数 乘法 运算 定律 .? 

组 合 的 有 关 理 论 和 公式 

贾 宪 三 角 和 宋 元 算 家 的 翅 积 术 中 已 蕴含 着 组 合 (Combina- 
tion) 的 概念 及 性 质 , 但 长 期 以 来 并 没有 被 人 从 计数 意义 的 观点 
认真 研究 过 ,一 个 突出 的 例子 是 中 国 古 代数 学 中 的 勾 股 算术 ,其 
实质 是 以 色 、 股 、 弦 及 其 和 、 差 (有 时 还 有 勾 股 积 ) 等 十 余 项 
元 素 中 的 任意 两 项 为 已 知 条 件 ， 利 用 几何 图 示 或 代数 变换 求 出 
其 他 元 素 。 例 如 ， 考 虑 a、b、c、a 十 b、a 十 c、b 十 c、a 十 b 十 c、 
(b—a) 十 c、b 一 a、c 一 a、C 一 b、c 一 (b—a).、 (a+b) 一 c 这 13 
个 元 素 的 勾 股 算术 , 就 应 该 有 Ci= 78 种 不 同 的 类 型 。 从 《 九 章 
算术 》 起 ， 中 算 家 就 掌握 了 某 些 勾 股 算术 的 公式 ， 以 后 历代 均 
有 增加 , 并 有 人 著 专 书 讨论 这 一 课题 ;但 直到 清 代 中 叶 之 前 , 尚 
未 见 到 一 部 算 书 明确 地 说 出 勾 股 算术 中 应 有 和 多少 不 同 的 类 型 和 
基本 公式 ， 这 大 概 是 缺乏 计数 意义 的 组 合 概念 使 然 吧 ? 

在 中 国 数学 史上 首先 对 组 合 问题 展开 正面 讨论 的 是 汪 莱 ， 
他 在 《 衔 斋 算 学 》 第 四 册 的 后 半 部 专 论 “ 递 兼 数理 ”.@ 书 中 称 ; 
“ 递 兼 之 数 。 古 所 未 发 ， 今 定 推 求 之 则 。…… 设 如 有 物 各 种 ， 自 
一 物 各 立 一 数 起 ， 至 诸 物 合并 共 为 一 数 止 ， 其 间 递 以 二 物 相 兼 
为 一 数 ， 交 错 以 准 得 若干 数 ， 三 物 相 兼 为 一 数 ， 交 错 以 辩 得 若 
干 数 ， 四 物 、 五 物 以 至 多 物 莫不 和 组 然 ， 此 谓 递 兼 之 数 也 。” 

设 物 数 为 m,“ 一 物 各 立 一 数 ” 即 从 中 每 次 取 一 个 的 不 同 组 
合 Cs，“ 二 物 相 兼 为 一 数 . 交错 以 辩 得 若干 数 ”， 即 从 中 每 次 取 
两 个 的 不 同 组 合 C&，…… “至 诸 物 合 并 共 为 一 数 ” 即 从 中 每 次 


Q@ 参阅 钱 宝 琼 《 ‘ 梦 提 笔谈 ;“ 棋 局 都 数 ” 条 校 释 》,《 明 清 数学 史 论 文集 》; 原 
文 作 “只 五 次 乘 *， 今 依 钱 氏 校 改 。 
四 参阅 李 兆 华 《 王 莱 〈( 弟 莱 数理 ;、( 参 两 算 经 )〉 略 论 》. 
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取 m 个 的 组 合 数 Ca。 汪 莱 把 这 些 组 合 数 的 和 叫做 递 兼 总 数 , 并 
指出 此 总 数 为 : 
CCCEt CE 2" 1 

对 于 一 般 的 组 合 数 C%, 江 芋 称 为 化 兼 分 数 ， 并 将 它 定 义 为 
n 一 1 阶 三 角 井 的 积 :“ 以 所 设 物 数 , 即 为 各 立 一 数 之 数 ; 减 一 数 
为 三 角 堆 之 根 ， 访 以 根 数 求 得 平 三 角 堆 ， 为 二 物 相 兼 之 数 ; 又 
减 一 数 求 得 开 三角 堆 ， 为 三 物 相 兼 之 数 ; 又 减 一 数 求 得 三 乘 三 
角 堆 ， 为 四 物 相 兼 之 数 。 如 是 根 数 递减 ， 乘 数 递 加 ， 求 得 相 兼 
诸 数 。.” 即 


C= 2 六 iiG 二 1D) 一 二 mn 一 D)Cm 一 2) 
1== | 4 和 


C= ilG+T2) (in 一 2) 一 
一 ny 


mCm— ] mn 一 2)… (mm 一 nn 十 1) 


汪 莱 又 指出 了 组 合 数 的 对 称 性 质 ， 他 把 居于 中 间 的 一 或 两 
个 递 兼 分 数 称 为 “中 数 "， 并 说 :“ 中 数 之 前 后 ， 其 前 相 兼 之 数 
与 后 不 及 兼 之 数 等 ， 故 得 数 等 .” 即 
《一 人 
汪 莱 的 研究 ， 从 时 间 上 来 说 没有 突出 的 意义 ， 但 他 把 组 合 
数 定义 为 三 角 型 如 积 ,并 借助 井 积 知识 来 阐述 各 种 组 合 关系 ,在 
方法 上 独树一帜 ， 同 时 也 表明 组 合 学 的 观念 的 确 是 植 根 于 中 国 
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古 算 的 沃土 之 中 的 。 

清末 吴 嘉 善 . 刘 硕 程 都 以 传统 霹 积 的 观点 研究 组 合 问题 。 吴 
嘉善 的 《 九 章 要 》 旨 在 阐发 各 类 数学 问题 与 九 章 传 统 的 渊源 , 其 
衰 分 ”一 节 先 论 “ 井 积 ” 次 论 “ 色 相 杂 术 ”， 并 称 后 者 “ 即 汪 
衡 斋 《 算 学 》 中 所 云 物 相 兼 法 也 .” 书 中 有 -一 类 新 的 问题 ， 称 为 
“本 色 杂 余 色 兼 自 杂 者 ”， 也 就 是 允许 重复 的 组 合 问题 。 书 中 以 
掷 仙 计 点 为 例 ， 问 从 6 个 届 子 中 每 次 毛 2 个 所 得 不 同 点 数 共 有 
多 少 种 ; 因为 所 掷 2 个 山子 的 点 数 可 能 相同 ， 因 此 这 是 一 个 可 
重复 组 合 问题 。 书 中 的 答案 是 CH = ==21。 一 般 地 ， 若 以 
cs 表示 从 m 种 不 同 元 素 中 允许 重复 地 取出 a Cn 可 关于 器 ) 的 
组 合 数 ， 则 Cs 二 C5。1。 这 一 类 问题 也 等 价 于 把 n 个 不 可 辨别 
的 球 放 到 m 个 不 同 盒子 中 的 分 布 , 在 统计 学 中 被 称 为 波 色 一 一 
爱 因 斯 坦 模 型 (Bose 一 Einstein Model)、。 

李 善 兰 在 《 井 积 比 类 》 中 给 出 了 许多 组 合 关系 式 ， 其 中 最 
著名 的 是 在 卷 三 求 三 角 自 乘 霹 积 时 引出 的 


(Co)? -> (CCH) CE 


本 世纪 30 年 代 ， 数学 家 章 用 (1911 1939 年 ) 首 先 注意 到 它 的 
重要 意义 并 把 它 命 名 为 李 王 权 恒 等 式 。 后 来 章 氏 把 李 善 兰 的 结 
果 连 同 目 己 的 证 明 译 告 当 年 留学 德国 的 同学 、 匈 牙 利 数学 家 巴 
尔 (T. Pil) ,后 者 应 用 勒 让 德 (A.M.Legendre,1752 一 1833 年 ) 
多 项 式 给 出 了 男 一 证 明 , 附 于 剖 用 的 《4《 吉 积 比 类 ) 玖 证 》 之 后 发 
表 . 巴 尔 又 向 西方 数学 界 介绍 李 善 兰 的 工作 ,随后 引出 了 好 几 个 
证 明 , 李 王 叔 恒等式 也 被 写 进 多 种 组 合 学 著作 之 中 。1954 年 , 巴 
尔 来 华 讲学 期 间 曾 对 此 作 过 专题 报告 , 遂 又 引起 著名 数学 家 华 
罗 庚 (1910 一 1985 年 ) 的 兴趣 ,华氏 有 专 函 向 数学 史家 李 伍 求 询 
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有 关 这 一 问题 的 历史 ,并 于 1955 年 和 1963 年 分 别提 出 两 个 证 
明 。 在 国内 文献 中 ,上 式 被 称 为 李 善 兰 恒等式 .0 
 ” 换 积 数 

李 善 兰 的 各 类 翅 积 数 表 不 但 是 他 从 事 观 察 归 纳 的 基础 ， 而 
且 包 括 了 许多 具有 组 合 学 意义 的 数组 ; 为 了 与 一 般 的 组 合 数 Cs 
加 以 区 别 ， 这 里 我 们 且 命 名 为 抬 积 数 。 


图 3 一 25” 乘 方才 各 廉 表 
上 图 为 李 善 兰 乘 方志 各 廉 表 , 它 的 构造 法 则 有 两 条 : 一 、 顶 
端 为 1 ( 李 氏 称 之 为 “元 ”); 二 、 其 余数 “每 格 视 上 层 左 、 右 二 
格 : 左 格 系 左 和 余下 第 几 行 ， 右 格 系 右 斜 下 第 几 行 ， 各 依 行 数 信 
之 相 并 即 本 格 数 。” 举 例 来 说 , 表 中 第 7 行 (不 算 顶 端 ) 第 3 数 
(不 算 左 端 ) 是 15619， 其 上 左 数 1191，( 自 右上 而 ) 左 斜 下 为 


: 中 参阅 严 敦 术 《 李 善 兰 恒等式 ),《 明 清 数 学 史 论 文集 》; 互 见 罗 见 今 《 李 善 兰 
恒等式 的 导出 ),《 内 蒙古 师 院 学 报 )， 自 然 科学 版 ，1982 年 , 第 2 期 。 
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第 5 数 ; 其 上 右 数 2416，( 自 左上 而 ) 右 斜 下 为 第 4 数 ， 故 有 
15619 二 1191 X 5 十 2416X4。 对 于 最 左边 斜 线 上 的 诸 数 来 说 , 其 
右上 数 为 1. 左上 数 规定 为 0; 同 理 对 于 最 右边 斜 线 上 的 诸 数 来 
说 , 其 左上 数 为 1， 右 上 数 规定 为 0, 因此 上 述 造 表 法 则 已 给 出 
了 边界 条 件 ， 即 左 、 右 两 斜 边 上 的 数 皆 为 1。 

章 用 首先 用 现代 组 合 学 的 观点 研究 此 表 ， 建 议 把 表 中 的 数 
字 叫 做 李 氏 数 。 若 以 Ls 表示 第 mm 行 第 n 数 (m 自 上 而 下 ,n 自 
左 而 右 ， 均 从 0 计 起 }， 李 善 兰 的 造 表 法 则 等 价 于 下 述 递 归 定 
bat 

L 一 1 

EL2 一 0 (n<<0 或 am) 

La 一 (m 一 nD 十 1) 8 十 n+1) IL (0 过 n 太 mm) 
由 贾 宪 三 角 ， 我 们 可 以 归纳 出 : 


Co--1 
Cn 一 0 Cn<<0 或 nm) 
(一 CR 十 CR (Onm) 


这 说 明 李 氏 数 和 一 般 组 合 数 都 具有 传递 性 。 除 此 之 外 ， 李 氏 数 
还 具有 其 他 -- 些 类 似 于 一 般 组 合 数 的 性 质 ， 如 对 称 性 : 


LA 一 LN” (0<n<m) (对 比 CS 二 CS ) 
可 和 人 性 : 

三 (mt) (对 比 三 C% 一 2") 
行 的 传递 性 : 


TD m -~- 1 m m1 
> 15 (m+1) 二 Le- (对 比 Cs==2 C1) 
位 一 站 n 二 . 中 王 总 n=0 


中 参阅 章 用 《 〈 如 积 比 类 》〉 朴 证 》, 《科学 ?, 第 23 卷 ,第 11 期，1939 年 。 
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李 氏 数 的 这 些 性 质 都 不 难 通过 图 3 一 25 加 以 验证 。 
李 氏 数 与 一 般 组 合 数 的 关系 ， 则 有 让 二 三 1 -Cn 
该 式 表明 自然 数 的 正 整数 寡 训 可 以 用 m 种 m 阶 三 角 井 的 
和 来 表示 .而 每 种 三 角 名 的 个 数 分 别 是 第 m 一 1 行 的 m 个 李 氏 
数 ， 例 如 
-LC 二 LICE=1 rrGHDi+l (i 一 1) 


= L308 +tLCh LIC =1. 训 G+2) G+ Di+4. 二 


G 二 Di 一 1) 十 1 。 riGi 一 1) (i—2) 
i LCLC ,+LICH 二 LaC4 一 1 。 六 (+ 3) +2) 0 
二 TDOi+lil。 二 二 2G 二 DiG 一 1) 十 11 . Gt DIG 


1)0—2)+1. AiG 一 DG 一 2G 一 3) 
对 一 般 的 记 取 和 并 考虑 二 角 吉 积 公式 ， 则 有 
Yin 一 BL EC n—1™ Ls- Iota n 


1 一 】 


这 就 是 李 善 兰 所 导出 的 前 p 个 月 然 数 的 者 和 公式 。 李 善 兰 构造 
乘 方 翅 各 廉 表 的 目的 ， 就 是 利用 此 表 计 算 p 层 m 一 1 阶乘 方志 
积 即 前 p 个 自然 数 的 器 和 ， 举 例 来 说 ， 若 计算 

i122 二 35 十 45 十 5 
由 表 中 查 得 第 七 行 了 于 李 氏 数 为 1、247、4293、15619、4293、247、 
1， 故 有 


2 一 1 "Li 十 247。Cis 十 4293。C1 十 15619 ” Cio 十 15619 


336 大 裁 言 数 


. CjD 一 715 十 54340 十 236115 十 156190 十 15619 一 462979 

自然 数 的 右 和 实际 上 是 一 类 高 阶 等 差 级 数 ， 在 历史 上 曾 引 
起 不 同时 代 和 不 同 地 区 众多 数学 名 家 的 垂 顾 。 在 中 国 ， 杨 辉 的 
打 志 工 《〈 即 四 隅 晓 ) 和 朱 世 杰 的 四 角 才 就 是 平方 和 级 数 ， 陈 世 
仁 则 给 出 立方 和 的 公式 ， 李 善 兰 借 助 志 积 数 彻 底 地 解决 了 这 一 
间 题 ， 从 时 间 上 虽 稍 迟 于 西方 ， 但 是 方法 独特 ， 构 思 巧 妙 , 体 
现 了 中 国 古 算 的 传统 。 在 世界 数学 史上 ， 最 早 得 到 任意 次 顺和 
公式 的 是 瑞士 数学 家 雅 各 ， 伯 努 利 ， 他 在 《 猜 度 术 》 中 给 出 无 
穷 融 级 数 公式 : 

和 一 上 十 Bo se +B cp 一 Bi “Pp —+B, ap 


人 CC mm 一 7 
+ 


式 中 Bu 一 1、B, 一 言 、B 一 志 、B: 一 巧 ，B, 一 十 … 被 称 作 伯 努 利 
数 (Bernoulli numbers) .@ 可 以 看 出 ， 李 氏 数 与 伯 氏 数 在 计算 
目 然 数 攻 和 时 具有 蜡 曲 同 工 之 妙 ， 只 不 过 由 李 氏 数 在 有 限 步 内 
得 到 的 是 精确 值 而 由 伯 氏 数 得 到 的 是 近似 值 而 已 。 

李 善 兰 又 把 求 乘 方 恕 积 的 思想 推广 到 求 三 角 m 变 埃 
inCf 的 积 , 即 把 这 个 抬 积 看 成 是 m 种 m 阶 三 角 才 的 和 ,而 各 
种 三 角 才 的 系数 分 别 是 由 李 氏 数 推广 来 的 李 氏 多 项 式 ， 前 三 组 
李 氏 多 项 式 是 ; 

l, p 
1]，1 十 3p，P 


中 从 这 个 例子 可 以 看 出 , 若 p<m， 因 后 m 一 p 个 组 合 数 为 0， 则 只 用 前 p 个 
第 mm 一 1 行李 氏 数 即 可 . 

加 参阅 罗 见 今 4 李 善 兰 对 Stirling 数 和 Euler 数 的 研究 》,《 数 学 研究 与 评论 )， 
第 2 卷 , 第 4 期 ，1982 年 。 
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1] ， 4 十 7p， ] 十 4p 十 6p*，Pp’ 
《 始 积 比 类 》 仅 给 出 了 这 三 组 多 项 式 ， 因 为 李 善 兰 认 为 其 余 的 
“学 者 自 能 隅 反 ”。 实 际 上 ,和 若 记 3 (p) 为 第 m 行 第 n 个 李 氏 
多 项 式 ， 则 有 

Lo(p)=1 

Ia(p) 王 0(0<n 或 nm) 

LACpP) 一 (m 十 p 一 n)L2 -ip)+ n+1)L,_(p) 
这 就 是 李 善 兰 多 项 式 的 递归 定义 ， 这 种 多 项 式 在 组 合 学 上 也 有 
广泛 的 用 途 。. 


图 3 一 26 三 角 始 有 积 求 高 开 方 廉 陋 表 
《 井 积 比 类 } 中 三 角 翅 有 积 求 高 开 方 廉 陋 表 给 出 了 另 一 种 重 


G@ 人 参阅 章 用 《 ( 即 积 比 类 ) 羽 证 》; 互 见 傅 庭 芳 《 对 李 普 兰 《〈 井 积 比 类 》 的 研 
究 一 兼 论 “ 吉 积 差 分 ”的 特色 )》, 《自然 科学 史 研 究 )， 第 4 卷 , 第 3 期 ，1985 年 。 
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要 的 翅 积 数 ， 其 造 表 法 则 也 有 两 条 : 一 、 顶 端 为 1; 二 、 其 余 几 
“以 乘 数 乘 上 层 左 数 加 上 层 右 数 为 下 层 中 数 .” 举 例 来 说 ， 表 中 
第 7 行 〈 不 算 顶端 ) 第 3 数 (不 算 左 端 ) 是 1960， 其 上 左 数 是 
175， 上 上 右 数 是 735， 故 有 1960=7X175 十 735。 同 样 地 ， 这 两 
条 法 则 也 适 于 左 、 右 两 条 斜 边 上 的 数 ， 只 要 规定 其 左上 数 或 右 
上 数 为 0 即 可 。 仿 照 对 李 氏 数 的 处 理 ， 我 们 把 表 中 第 m 行 第 n 
数 (m 自 上 而 下 , n 自 左 而 右 ， 篆 从 0 计 起 ) 记 作 二 ， 从 上 述 造 
表 法 则 可 归纳 出 以 下 定义 : 

1 一 1 

=-=0 (Cn<<0 或 nm) 

ml 十 1 (0 和 nn 委 mm) 
这 说 明 I 具有 传递 性 。 同 样 地 ， 它 也 具有 可 和 性 

l= (m+D)! 
与 行 的 传递 性 

B= (m+l) Dl 
李 善 兰 在 表 的 右 侧 注 明了 各 行 数字 之 和 ， 他 称 之 为 倍 积 数 ， 并 
说 “ 倍 积 数 万 二 、 三 、 四 诸 数 连 乘 所 得 也 ”， 就 是 指明 后 两 个 性 
质 的 ，。 

ls 不 具备 对 称 性 。 

李 善 兰 构造 这 张 埃 积 数 表 的 目的 ， 是 为 了 解决 已 知 三 角 翰 
积 三 Cn。 1 一 C? 避 一 S 求 层 数 x 的 问题 ， 由 公式 

三 Cn 一 CS 


x tl) (Cx 十 2) … (x+m—1) xt+m) 
(m+ 1)!] 
=S 
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可 以 列 出 关于 x 的 m 十 1 次 方程 

LI Gti) = (mt+D)!*S 
图 3 一 26 给 出 的 正 是 上 式 左 端 展 开 式 各 次 寿 的 系数 ， 即 

TI Gti) 一 三 lx 
举例 来 说 ， 对 于 m= 二 6 就 有 ， 

x《x 十 1)C(x 十 2) (x 二 3) (x 十 4) (x 十 5) (x 十 6) 

一 |x’ 十 lx 十 lx 十 lix 十 lix? 十 Jexi 十 18x? 

一 x* 十 21x; 十 1]73x’ 十 735x’ 十 1824x* 十 1764x 十 720 
可 以 看 出 ， 阶 乘 展 开 式 [ (x 十 i》 与 二 项 展开 式 (x 十 a)" 十 分 
类 似 ， 所 不 同 的 仅 是 后 者 中 的 a 为 常数 罢了 ， 因 此 志 积 数 严 也 
可 以 看 成 是 一 种 广义 的 二 项 展开 式 的 系数 。 

有 的 研究 者 用 计数 函数 理论 来 考察 各 种 埃 积 数 ， 指 出 La 
就 是 现代 组 合 学 中 的 欧 拉 数 ‘(Eulerian numbers); 而 1 与 第 一 
种 斯 特 录 数 (Stirling numbers of the first kind) 之 间 存 在 着 极 
密切 的 关系 .? 若 将 后 者 写成 三 角 阵 并 记 阵 中 第 mm 行 第 数 
Cm 自 上 而 下 ，n 自 左 而 右 ， 尼 从 0 始 ) 为 S5， 则 有 

Ss= (1)™ "le - 
应 用 同样 的 方法 研究 《 吉 积 比 类 》 中 的 其 他 数 表 ， 以 及 男 外 一 
些 清 代 数学 家 如 项 名 达 、 徐 有 王 、 夏 弯 翔 、 华 衡 芳 等 人 的 壤 积 
工作 ， 也 可 以 找到 大 量 类 似 的 例子 ， 从 而 说 明 当 时 算 家 的 声 积 
术 与 现代 组 合 学 中 的 计数 理论 是 相通 的 这 一 论点 值得 充分 


中 参阅 罗 见 今 《 李 善 兰 对 Stirling 数 和 Euler 数 的 研究 》 互 见 傅 庭 芳 《 对 李 
善 兰 〈 翅 积 比 类 的 研究 一 兼 论 “ 才 积 差分 ”的 特色 》。 

四 参阅 罗 见 今 《 徐 李 夏 华 诸 家 的 计数 函数 》,《 第 三 届 国 际 中 国 科 学 史 讨 论 会 
论文 集 》， 科 学 出 版 社 ，1990 年 第 一 版 。 
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重视 与 肯定 ， 在 这 一 研究 领域 也 有 大 量 题材 值得 继续 挖掘 。 
” 另 一 方面 ,由 于 初等 函数 f(x) 的 短 级 数 的 系数 序列 f(xo)、 


>、” 全、… 等 呈现 有 规律 的 变化 ,因此 在 清 代数 学 家 关于 


无 穷 春 级 数 的 研究 中 ， 不 难 找 到 各 种 展开 式 的 系数 与 特定 计数 
函数 变化 规律 相似 的 例子 。 对 于 这 种 相似 性 ， 除 非 作 者 明确 地 
”使 用 了 壤 积 方法 (例如 提出 了 等 价 于 计数 沙 数 定义 的 系数 构造 
法 则 )， 我 们 则 避免 用 现代 组 合 学 的 计数 理论 去 加 以 诠释 。 


(二 ) 幻 方 


九宫 图 一 最 古老 的 三 阶 幻 方 
正则 幻 方 Magic square) 是 由 1 至 nn 这 nz: 个 数字 组 成 的 
n 行 nan 列 方 阵 , 其 中 每 行 、 每 列 及 每 条 对 角 线 上 的 数字 和 都 等 于 


3n 人 ?十 1)。 中 国 是 幻 方 的 诞生 地 , 古代 的 九宫 图 就 是 世界 上 


最 早 的 三 阶 幻 方 。 但 在 九宫 图 出 现 之 前 ， 关 于 河 图 洛 书 的 记载 
也 值得 我 们 注意 。 

古代 文献 中 有 关 河 图 洛 书 的 记载 很 多 ， 经 书 中 以 《周易 ， 
系 辞 传 上 》 为 代表 :“ 河 出 图 ， 洛 出 书 ， 圣 人 则 之 ”;， 纬 书 《 春 
秋 纬 》 则 称 :“ 河 以 通 乾 出 天 苞 ， 洛 以 流 坤 吐 地 符 ， 河 龙 图 发 ， 
洛 龟 书 感 ， 河 图 有 九 篇 ， 洛 书 有 六 篇 .” 此 外 , 《论语 。 子 罕 》、 
《 墨 子 。 非 攻 》《 尚 书 。 顾 命 》《 汉 书 。 五 行 志 》《 白 虎 通 义 。 
德 论 》 等 书 也 都 论 及 . 大 致意 思 都 是 说 : 在 远古 洪荒 的 时 代 , 黄 
河中 有 龙马 出 现 ， 背 人 负 图 ; 洛 水 中 有 神 龟 浮 出 ， 背 负 书 ， 这 是 
上 天 感动 于 圣人 “〔 伏 散 或 大 郧 的 功德 而 降 到 人 间 的 祥瑞 。 至 
于 河 图 ， 洛 书 的 内 容 究竟 是 什么 ， 这 些 文献 都 没有 明确 交代 ，。 
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最 早 提 到 九宫 图 形制 的 文字 大 约 在 西汉 末年 ， 纬 书 《 易 加 
溺 度 》 称 :“ 太 乙 取 其 数 以 行 九宫 ， 四 正四 维 皆 合 于 十 五 .。” 东 
汉 郑 玄 注 道 :“ 太 乙 者 , 北辰 之 神 名 也 。…… 太 乙 下 九 官 ， 从 坎 
宫 始 …… 自 此 而 从 于 坤 宫 …… 震 宫 …… 绰 官 -… 所 行者 半 猴 ， 
还 妃 于 中 央 之 富 。 既 而 又 目 此 从 乾 官 …… 自 此 而 从 竞 宫 …… 民 
Ei 离宫 … 行 则 周 矣 。”? z 

按照 《周易 .说 卦 传 》 所 规定 的 方位 , 九宫 配置 如 图 3 一 27 
所 示 ; 又 按照 当时 的 方位 表示 习惯 ,图 中 震 宫 在 东 ， 况 宫 在 西 ， 
离宫 在 南 ， 坎 宫 在 北 。 根 据 郑 玄 提供 的 太 乙 巡 宫 次 序 ， 即 可 得 
到 如 图 3 一 28 所 示 的 九宫 数 ， 在 此 图 上 不 但 “四 正四 维 结 合 于 
十 五 >， 两 条 对 角 线 上 的 数字 之 和 也 是 15。 


图 3- 一 27 太 乙 这 宫 路 线 图 3 一 28 ”九宫 数 
西汉 末 人 至 东汉 初 年 成 书 的 《黄帝 内 经 素 问 》 礁 论述 灾 和 党 
方位 时 ， 用 三 、 七 、 九 、 一 、 五 等 五 个 数字 来 代表 东 、 西 、 南 、 


QD 一 - 般 认 为 传 本 《乾坤 溺 度 》 为 宋 人 和 依托 之 作 , 但 其 中 夹杂 着 许多 前 代 诸 纬 
家 之 说 . 我 们 相信 太 乙 巡 富 就 是 西汉 太 乙 占 家 的 内 容 ,《 汉 书 。 艺 文 志 》 数 术 略 之 天 
文 、 五 行书 俱 以 太 乙 家 言 为 首 ， 杂 占 中 也 有 太 乙 家 的 著作 : 此 外 ， 以 上 所 引 《 易 赣 
谢 度 》 及 郑玄 注 文 ， 亦 见于 磨 章 怀 太 子 李 贤 (654 一 684 年 ) 所 注 《 后 汉 书 。 张 衡 
传 》 中 ， 李 贤 必 有 所 本 ， 因 此 我 们 可 以 放心 地 使 用 这 条 材料 。 
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北 、 中 五 方 ， 说 明 此 时 九宫 数 已 相当 普及 。 山 

西汉 戴 德 所 传 《 大 戴 礼 记 ， 明堂 》 提 到 “二 、 九 、 四 、 七 、 
五 、 三 、 六 、 一 、 八 ”的 顺序 ， 认为 古代 帝王 宣 教 祭礼 的 明和 党 
九 殿 是 按 此 顺序 布置 的 、 这 一 顺序 正好 与 九宫 图 相符 。 

东汉 张衡 精通 九宫 占 术 ,“ 数 有 征 效 ”， 这 在 《后 汉 书 》 中 
有 所 记载 。 

汉代 以 后 ,关于 九宫 数 的 记载 很 多 。《 数 术 记 遗 》 所 记 14 种 
算法 中 就 有 一 种 名 为 九宫 算 ， 骤 弯 注 道 :“ 九 宫 者 , 即 二 、 四 为 
肩 ， 六 、 八 为 足 ， 左 三 右 七 ， 戴 九 履 一 ， 五 居中 央 。” 用 形象 的 
语言 描述 了 九宫 数 的 位 置 。 唐 代 陆 德 明 (550? 一 630 年 )， 著 
《经 典 释 文 》， 其 中 提出 《尚书 ， 洪 范 》 中 的 洪 范 九 畴 就 是 圆 形 
的 九宫 图 。 汉 唐 之 际 一 些 托 古 伪造 的 经 书 和 纬 书 也 开始 以 九宫 


O—C—O—0—0—O0—O—0O——O 和 a、 9 
©—0—0—® “~ “> 
?一 一 一 1 
。 六 全 ? 
| , 。 1 。 O | 9 oho 
”i 
.1? 
Ss 
To : 
信 一 -全 一 第 一 命 一 舍 一 全 一 使 -一 仿 OO- 人- 外 
网 3--29 河 了 图 图 3 一 30 洛 书 


中 参阅 钱 宝 院 《太一 考 》,《 钱 宝 琼 科 学 史 论 文集 》。《 素 问 》 的 成 书 年 代 参 阅 
诀 育 群 《 今 本 (黄帝 内 经 ) 研究 ), 《自然 科学 史 研 究 》， 第 7 卷 , 第 4 期 ，1988 年 。 
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数 附 会 河 治之 说 。 

宋 人 备 综合 前 人 之 说 ， 为 河 图 、 洛 书 赋 子 了 象 数 意义 。 刘 牧 
《 易 数 钩 隐 图 》 在 篇 首 列 出 河 图 、 洛 书 , 前 者 系 由 九宫 数 演化 而 
成 ， 后 者 是 由 《周易 。 系 辞 传 上 》 附 会 出 的 所 谓 天 地 生成 数 的 
配置 。 后 来 蒙 元 定 将 两 者 加 以 对 换 , 这 一 主张 得 到 朱 喜 的 支持 ， 
从 此 河 图 、 洛 书 的 形式 基本 被 确定 下 来 : 河 图 就 是 天 地 生成 数 
图 ， 洛 书 就 是 九宫 数 图 . 

杨辉 把 洛 书 的 构造 方法 和 形制 妇 纳 为 八 句 口 决 : “妃子 斜 
排 ， 上 下 对 易 , 左右 相 更 , 四 维 挺 出 。 戴 九 履 一 , 左 三 右 七 , 二 
四 为 肩 ， 六 八 为 足 .” 它 们 可 由 下 图 表示 : 


图 3 一 3] 洛 书 的 构造 法 
南宋 以 来 ， 一 些 易 学 和 数学 著作 或 把 河 图 、 洛 书 并 列 于 卷 
首 ， 或 在 序言 中 宣扬 “ 河 洛 图 书 泄 其 秘 ” 的 观点 。 这 种 现象 一 
方面 反映 了 圣人 制 数 说 和 象 数 神秘 论 的 流行 ,一 方面 也 说 明 : 洛 
书 所 体现 的 简单 、 和 谐 、 对 称 等 哲学 主旨 ， 不 但 体现 了 中 国 传 
统 文化 的 魅力 ， 而 且 也 是 中 算 家 孜孜以求 的 目的 。 
杨辉 的 标准 纵横 图 -一 一 较 高 阶 的 幻 方 
除了 《 数 术 记 遗 》 把 九宫 图 作为 一 种 辅助 的 计数 工具 之 外 ， 
最 早 从 数学 角度 研究 幻 方 的 是 杨辉 。 他 在 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 
上 录 有 纵横 图 20 幅 ， 除 了 洛 书 之 外 ， 另 有 12 幅 是 较 高 阶 的 幻 
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方 ， 现 分 别 介 绍 : 

(1)〉 四 阶 幻 方 

杨辉 称 为 四 四 图 ， 又 称 花 十 六 图 , 分 阳 、 阴 两 式 . 由 他 又 给 
出 了 了 明 图 的 构造 方法 :“ 以 十 六 子 依次 第 作 四 行 排列 。 先 以 外 四 
角 对 换 ; 一 换 十 六 ,四 换 十 三 ; 后 以 内 四 和 角 对 换 ; 六 换 十 一 ,七 
换 十 。” 经 此 对 换 ， 图 3 一 34 就 成 了 图 3 一 33。 


图 3 一 32 ”四 四 图 图 3 一 33 ”四 四 阴 图 图 3 一 34 四 四 阴 图 
的 构造 法 
《2) 五 阶 幻 方 


杨辉 称 为 五 五 图 、 有 阳 、 阴 两 式 : 


[ 


I | ; 
1 123116;: 4|21 12 427|33123110 


A 


18|13 36.20 


上 


1 1 
15 1141 7118 


24 17 13: 9 


图 3 一 35 五 五 图 图 3 一 36 ”五 五 阴 图 


® ”把 阳 图 的 左边 两 列 与 右边 两 列 互 换 再 顺 时 针 旋 转 90° 即 得 阴 图 ， 实 际 上 不 
同和 配置 的 四 阶 幻 方 共 有 880 种 ， 以 下 各 阶 幻 方 不 再 说 明 。 
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《3) 六 阶 幻 方 
杨辉 称 为 六 六 图 、 有 阳 、 阴 两 式 : 


13|22118 27 29 


9 11 
32 ,25 


14 16 


17 26 19 28 6 ] > 
一 一 -一 | 一 一 -一 


35 8 10 1 i 24 33 


图 3 一 37 六 六 图 图 3 一 38 ”六 六 阴 图 
(4) 七 阶 幻 方 
杨辉 称 为 七 七 图 . 又 称 衍 数 图 , 以 符 会 “大 衍 之 数 五 十 , 其 
用 四 十 有 九 ” 的 古 义 ， 也 有 阳 、 阴 两 式 : 


和 8| 16120 29 7 ,49 41; 43 40 49 16 21 


EE 36118 41| 2 2 8.33, 9 36 15 


一 | nl 一: 一 一 - 


4|12133， 23 ， 9 ， 38. 6 38; 19 26 11 27|22 


28 六 加 商 民 25 1 39 | 74 22 


-| 一 一- 一 一 | 一 一 - 加 讽 络 重光 时 汪汪 六 


5137, 311,27117 13145 


-一 -一 -一 -一 二 一 一 |- 一 - 一 ~ 一 


回国 | 14|41 亲本 


| 


一 一 一 


43|34|30|21 | 42 | 4 


1 


48 .29134， 1 10! 7146| 


图 3 一 39 ” 衍 数 图 图 3 一 40 ”入 数 阴 图 
(5) 八 阶 幻 方 
杨 逻 称 为 六 十 四 图 ， 又 称 易 数 图 、 以 符 会 《周易 》 六 十 四 
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卦 之 义 ， 也 有 阳 、 阴 两 式 : 


45120|19146118147|48 17 
| _ . 


36129 30 | 35;31!34 


-一 一 一 
1 33 .32 


图 3 一 41 易 数 图 图 3- 一 42 易 数 阴 图 
(6) 九 阶 幻 方 
杨辉 称 为 九 九 图 ， 仅 给 出 一 式 : 
《7) 十 阶 幻 方 
杨辉 有 百子 图 一 幅 ， 
其 各 行 ， 各 列 数字 之 和 均 
为 505， 但 两 条 对 角 线 不 
合 。 清 初 张 潮 由 《算法 综 
宗 》 获 知 杨辉 诸 图 ， 其 
《 心 帝 杂 和 粗 》 卷 下 称 :“ 内 


13136181 18 29174|11 


一 


67| +4|49|72| 9|54|65| 2|47 
30|75|12|32|77|14|134|179 | 16 


21|39157|23|41|159125|42 |61 
66| 3|48 | 68 5|50170| 7|52 


35180117128173|110133178115 


26 44162 19| 37| 55 42 | 60 惟 百 子 贺 ,于 隅 径 不 能 合 ， 
1 8|53|64| 1 | 6151 因 重 加 改定 .” 他 的 更 定 百 
子 图 才 是 标准 的 十 阶 幻 


图 3 一 43” 丸 九 图 
方 。 
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1|20|21|40|41|60|61| 8o | 81|104 
99|82|79 | 63 59|42|39 22 | 19 | 2 
3|18|23|38 43 |58 | 63 78183| 98 


97|84177 64 57|44;37124|17|, 4 
_ 一 -一 一 一 一 

5116|25 36 45 EE 76 EE 96 9 

95 86 | 5 66 55 46| 35126115| do | 50149|67 B6110 


4 7 134 27 EE 四 67194 | 87 
88|193168|73]48 53 28 33| 8| 13 
12 9 32129 ls 72 I 


91 90 ?1 ?70 51 | 50 四 


图 3 一 44 ”杨辉 百子 图 图 3 一 45 ” 张 潮 更 定 百子 图 

程 大 位 、 方 中 通 也 曾 给 出 五 、 六 阶 幻 方 ， 形 式 与 杨辉 的 不 
同 。 

在 中 国之 外 的 地 区 ,阿拉 伯 的 塔 比 。 伊 本 .和 专 儿 拉 (Thabit 
ibn Qurra, 公元 826? 一 901 年 ) 最 早 研 究 幻 方 。 在 中 址 纪 ， 它 
被 当 作 护身符 而 被 赋 子 神秘 的 色彩 . 到 了 14 世纪 , 拜占庭 的 摩 
索 波 努 斯 C(M. Moschopoulus ) 将 阿拉 伯 人 的 幻 方 介 绍 到 欧洲 。 
16 世纪 德国 面 家 丢 勒 (A. Direr, 1471 一 1528 年 ) 在 一 幅 名 为 
《忧郁 》 的 版 画 中 绘 出 了 一 个 四 阶 幻 方 的 形象 。 但 是 直到 17 世 
纪 以 前 ， 欧 洲 人 关于 幻 方 的 研究 ， 始 终 未 能 超出 杨辉 《 续 古 摘 
奇 算 法 》 的 水 平 。 在 日 本 ，17、18 世纪 间 的 和 算 家 在 杨辉 、 程 
大 位 著作 的 影响 下 研究 幻 方 ， 得 到 许多 新 的 结果 。 

各 种 变形 幻 方 

杨辉 的 纵横 图 还 包括 河 图 、 聚 五 图 、 聚 六 图 、 聚 八 图 、 揭 
九 图 、 八 阵 图 、 连 环 图 等 ， 后 六 种 都 属于 变形 幻 方 ， 它们 不 一 
定 要 求 每 行 ， 每 列 和 每 两 条 对 角 线 上 的 数字 之 和 全 都 相等 ， 也 
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不 一 定 排 成 方 阵 的 形式 ， 但 是 同样 具有 类 似 于 普通 幻 方 的 某 些 
组 合 性 质 。 举 例 来 说 ， 八 阵 图 系 “ 八 八 六 十 四 子 ， 总 积 二 千 八 
十 ， 以 八 子 为 一 队 ， 纵 横 二 百 六 十 ， 以 大 辅 小 ， 而 无 强 弱 不 齐 
之 数 , 示 均 而 无 偏 也 .” 也 就 是 由 前 64 个 自然 数组 成 如 图 3 一 36 


式 的 方 阵 ， 其 中 每 8 个 一 组 排 成 圆 形 ， 每 组 的 数字 和 均 为 260。 


物 造 此 图 先 要 知道 各 组 的 数字 和 ， 由 杨辉 所 谓 圭 翅 公 式 得 总 积 
4 2080, 再 除 以 8 得 260; 然后 要 把 1 至 64 这 些 数 


字 分 成 8 组 , 使 每 组 的 和 等 于 260, 这 就 属于 组 合 设 计 问 题 。 把 
各 组 的 数字 由 小 到 大 排列 出 来 ， 则 可 看 出 其 中 的 规律 : 

1 , 16, 17, 32, 33, 48, 49, 64 
2, 15, 18, 31, 34, 47, 50, 63 
3, 14, 19, 30, 35, 46, 51, 62 
4, 13, 20, 29, 36, 45, 52, 61 
5, 12, 21, 28, 37, 44, 53, 60 
6, 11, 22, 27, 38, 43, 54, 59 
7, 10, 23, 26, 39, 42, .55, 58 
8, 9, 24, 25, 40, 41, 56, 57 
在 每 一 行 中 左右 对 称 的 两 数 之 和 
是 65, 因此 各 行 的 数字 和 是 65X4 王 280。 在 每 一 列 中 , 都 是 连 


图 3 一 46 杨辉 八 阵 图 


续 的 8 个 自然 数 ， 因 此 可 以 推测 : 作者 只 要 先 确 定 任意 一 行 


(由 八 阵 图 中 的 一 组 ) 的 数字 , 再 轮番 加 、 减 就 可 以 得 到 相 邻 行 
的 数字 。 z 

杨辉 之 后 ， 中 算 家 对 变形 幻 方 的 研究 不 断 ， 在 南宋 有 丁 易 
东 的 《大 街 索 隐 }， 在 明 有 程 大 位 的 《算法 统 宗 》 和 王 文 素 的 
《古今 算 学 宝 鉴 》, 在 清 有 方 中 通 的 《 数 度 街 》、 张 潮 的 《 心 裔 杂 
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粗 》、 保 其 寿 的 《增补 算法 浑圆 图 } 等 ,形式 也 趋 于 多 样 和 复杂 .Q 
现 仅 举 数 图 加 以 说 明 ， 它 们 的 组 合 学 内 蕴 还 有 待 于 研究 者 进 一 
步 发 掘 。 

王 文 素 将 前 n 个 自然 数 配置 在 若干 个 连环 中 ， 其 中 有 的 数 
字 仅 属于 一 环 所 有 ， 有 的 数字 则 为 二 环 或 多 环 共 有 ， 但 要 求 各 
环 数 字 之 和 相等 ， 这 是 与 杨辉 八 阵 图 类 似 但 更 为 复杂 的 组 合 设 
计 问 题 。 


图 3 一 47” 王 文 素 继 络 图 图 3 一 48 王 文 素 古 政 钱 图 
张 潮 的 一 些 图 小 石 玲珑 ， 富 于 启发 性 。 


Q@ 参阅 李 亿 《中 算 家 的 纵横 图 研究 ), 《中 算 史 论 从 )， 第 一 集 ， 
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图 3 一 50 张 潮 怨 文 聚 六 图 


二 一 
一 一 


图 3 一 49 ” 张 潮 会 . 


图 3 一 52 保 其 寿 立方 图 


图 3 一 51 张 潮 八 阵 图 
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图 3 一 53 保 其 寿 浑 三 角 图 图 3 一 54 保 其 寿 浑圆 图 
保 其 寿 推广 幻 方 到 三 维 ， 自 称 “ 立 方 与 浑圆 尤为 可 喜 ， 其 
源 虽 权 与 洛 书 ， 其 巧 实 不 可 思议 .” 本 书 给 出 三 个 例子 。 
在 现代 组 合 学 中 , 除了 正则 幻 方 外 ,素数 幻 方 、 级 数 幻 方 、 
重 积 幻 方 、 高 维 幻 方 等 各 种 广义 幻 方 正 日 益 受 到 重视 ,@ 杨 辉 以 
来 中 算 家 绘制 的 各 种 变形 幻 方 图 ， 可 以 说 是 这 一 研究 倾向 的 前 
豫 。 


(三 ) 其 他 组 合 学 问题 


抽 屠 原则 的 应 用 

抽 懂 原则 在 组 合 数学 中 其 为 重要 ， 其 最 简 陈 述 形式 为 : 若 
将 多 于 na 个 的 物体 放 到 n 个 抽 懂 中 去 ， 则 至 少 有 一 个 抽 屠 中 具 
有 一 个 以 上 的 物体 。 

在 中 国 古 代 ， 未 曾 发 现 类 似 于 上 述 原则 的 概括 性 文字 ， 但 


Q@ 参阅 罗 见 今 《世界 上 最 古老 的 三 阶 幻 方 ;, 《自然 辩证 法 通讯 ) 第 8 卷 , 第 
3 期 ，1986 年 。 
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是 应 用 这 一 思想 来 分 析 问 题 的 例子 却 有 不 少 ， 较 早 的 可 见于 宁 
代 费 罕 的 《 梁 巍 漫 志 》， 其 卷 九 之 “ 谭 命 ”条 针对 谈 命 者 所 谓 人 
命 天 定 的 雇 论 写 道 : “近世 士 大 夫 多 襄 谭 命 , 往往 自 能 推 步 ， 有 
精 绝 者 。 子 党 见 人 言 日 者 阅 人 命 ， 盖 未 始 见 年 、 月 、 日 、 时 同 
者 ; 纵 有 一 二 ,， 必 倡 言 于 人 以 为 异 。 党 略 计 之 , 奉 生 时 无 同 者 ， 
则 一 时 生 一 人 ,一 日 生 十 二 和 人， 以 岁 记 之 ， 则 有 四 千 三 百 二 十 
人 ; 以 一 甲子 计 之 ， 止 有 二 十 五 万 九 干 二 百人 而 已 。 今 只 从 一 
大 群 计 ， 其 户口 之 数 尚 不 减 数 十 万 ， 况 举 天 下 之 大 ， 自 王公 大 
人 以 至 小 民 何 瘟 亿 兆 ? 昌明 于 数 者 有 不 能 历 算 ， 则 生 时 同 者 必 
不 为 少儿 ， 其 间 王 公 大 人 始 生 之 时 则 必 有 度 民 同时 而 生 者 ， 又 
何 贵 峻 贫 富 之 不 同 也 ??” 

以 十 二 展 、 三 百 六 十 日 , 六 十 甲子 共 为 “ 抽 展 ”, 得 数 12 x 
360 X 60 二 259200; 而 以 天 下 之 人 为 “物体 ”>， 其 数 “ 何 音 亿 
兆 ”， 因 而 结论 是 “ 生 时 则 者 必 不 为 少 侨 >”。 这 里 正 是 暗 用 了 抽 
屋 原则 。 

清 代 钱 大 昕 的 《 潜 研 党 文集》 卷 三 、 阮 蔚 生 的 《 茶 余 客 
话 》 陈 其 元 的 《 庸 困 帝 笔记 》 中 都 有 类 似 的 文字 。 

一 类 图 形 组 合 问题 z 

中 国 古 代 有 许多 图 形 组 合 的 记录 ， 最 早 的 是 宋 人 所 制 燕 几 
图 ;“ 燕 ” 通 “ 宣 ”， 所 谓 “ 燕 几 ” 就 是 二 张 4Xx1 的 长 桌 ， 二 张 
3X1 的 中 桌 和 三 张 2X1 的 短 桌 ， 根 据 宴席 的 规格 可 以 拼 成 宽 
罕 不 一 、 形 式 多 样 的 布局 ， 是 为 今日 组 合家 具 之 雏 型 . 

燕 几 图 到 明代 被 发 展 成 蝶 几 图 ， 此 时 已 不 再 是 家 具 图 谱 而 


@ 参 凯 郸 正 这 《关于 七 巧 图 及 其 他 ?,《 中 国 科技 史料 ), 第 11 卷 ,第 3 期 ,1990 
年 . . 
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成 了 一 种 具有 数学 意义 的 民间 游戏 。 清 初 则 有 七 巧 图 ， 图 式 趋 
于 简单 但 变化 更 为 奇妙 。 七 巧 图 还 流 播 到 海外 ， 以 至 今日 在 西 
方 被 称 为 “ 唐 图 ”(Tangram) 。 后 来 又 有 十 三 只 做 式 图 、 益 智 图 
等 ， 其 共同 特点 都 是 利用 若干 平面 图 形 的 不 同 组 合 , : 拼 造 出 种 
种 奇妙 的 造型 来 。 

一 类 镶 符 问题 

清 初 衬 人 获 在 其 所 著 《 坚 氢 集 》 中 提 到 一 种 名 为 移 棋 相 间 
的 智力 游戏 ， 并 说 是 幼 时 从 友人 胡 磺 之 那里 学 到 的 。 游 戏 的 规 
则 是 将 黑 、 白 棋子 各 n(n 宇 3) 枚 左右 分 别 排 成 一 行 , 每 次 将 相 
连 两 子 一 并 移 至 两 个 相连 的 空格 之 中 ， 经 若干 次 移动 使 棋子 成 
连续 黑白 相间 的 排列 。. 禧 人 获 复 用 歌诀 记 下 了 三 至 十 移 的 法 则 。 
举例 来 说 ， 三 移 的 歌 识 是 “三 子 从 根 起 ， 二 三 望 前 移 ”， 即 


se ©® 0 0 0 清末 合 机 
配 ; ® 0 0 0 e (1821 一 1907 年 ) 
oo f= 0 外 及 其 夫人 季 兰 也 对 
[0 6 6 ee o @ 移 棋 相间 问题 发 生 

_ _ 了 兴趣 ， 他 们 不 但 
3 给 出 了 11 至 20 移 


的 规则 ,而且 提 出 了 标记 移动 程序 的 简便 方法 ， 这 些 都 被 记录 
在 俞 机 的 《 春 在 堂 随笔 ) 中。 以 n 一 15 为 例 , 其 程序 为 :“ 左 二 、 
， 右 十 三 ， 十 四 , 左 六 、 七 ， 右 九 、 十 ， 左 十 二 、 士 三 , 右 
六 , 左 九 、 十 ， 右 十 四 、 十 五 ， 左 十 五 、 十 六 ,， 右 十 、 十 
, 左 十 一 、 十 二 , 右 六 、 七 , 左 五 . 六, 左 二 、 三 , 有 一 、 二 。” 
文中 的 “ 左 某 、 某 >， 就 是 将 左 起 第 某 、 某 二 子 移 至 其 右 方 的 两 
个 相连 空位 之 中 (第 一 步 则 移 至 最 右 端 );“ 右 某 、 某 ”， 就 是 将 
右 起 第 某 、 某 二 子 移 至 其 左 方 的 两 个 相连 空位 之 中 , 一 共 15 步 
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即 可 移 成 黑白 相间 的 形式 : 
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图 3 一 56 十 五 移 相 间 图 

从 现代 组 合 学 的 观点 来 讲 ， 移 棋 相 间 问 题 属于 镶 符 理论 的 
范畴 ， 其 实质 是 在 某 种 特定 的 组 合 规则 之 下 将 一 种 序列 重新 组 
合成 另 一 种 序列 ， 例 如 将 若干 个 以 一 维 形式 贮存 在 计算 机 内 的 
数据 按照 类 别 重新 分 别 贮存 ,又 如 用 移 位 法 来 编制 或 破译 密码 ， 
其 原理 都 与 移 棋 相间 问题 有 某 种 相通 之 处 。.@ 

对 策 组 合 的 一 个 例子 

对 策 论 又 称 博弈 论 , 是 现代 应 用 数学 的 一 个 重要 分 支 。《 史 

@ 参阅 尤 保 三 、 莫 绍 扔 《有 关 移 棋 相间 的 理论 ), 《南京 大 学 学 报 数学 半年 


刊 ?，1986 年 ， 第 1 期 ， 互 见 胡 落 信 《 恢 符 问 题 的 历史 济源 和 现代 发 展 》，《 中 国 数 
学 史 论 文集 》，( 二 )， 
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记 。 孙子 吴起 列传 》 所 载 战国 时 孙 腕 指导 田鼠 与 齐 威 王 赛马 的 
故事 便 是 运用 对 策 论 的 最 早 范例 :“ 和 孙子 谓 田 尽 白 : “ 君 弟 重 射 ， 
臣 能 令 君 胜 .” 田 甩 信 和 然 之 ,与 王 及 诸 公 子 逐 射 千 金 。 及 临 质 ， 
孙子 日 : “ 今 以 君 之 下 杀 与 彼 上 台 , 取 君 上 允 与 彼 中 台 ， 取 君 中 
观 与 彼 下 观 .” 既 驰 三 辈 毕 ,而 田 忌 一 不 胜 而 再 胜 。 从 得 王 干 金 。” 

由 于 参赛 的 仅 有 两 方 ， 赌 局 有 限 ， 且 每 局 要 决 出 胜 负 ， 所 
以 这 一 问题 属于 二 人 有 限 零 和 对 策 。 对 于 田鼠 来 说 ， 他 的 三 等 
马 都 劣 于 齐 威 王 的 同等 马 ， 但 优 于 其 次 等 马 ， 在 这 种 总 的 条 件 
处 于 劣势 的 情况 下 ， 怎 样 才 能 够 稳 操 胜 券 呢 ? 试 将 齐 王 三 等 马 
的 出 场次 序 固 定 ， 则 田鼠 一 方 应 有 6 种 不 同 的 对 策 组 合 : 


部 


可 以 看 出 ， 只 有 最 后 的 一 种 对 策 能 获得 总 的 胜利 ， 这 正 是 
孙 腔 所 说 的 “以 君 之 下 卫 与 彼 上 观 ， 取 君 上 观 与 彼 中 观 ， 取 和 君 
中 矣 与 彼 下 驱 ” 的 方案 。 
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第 一 节 周 长 、 面 积 与 体积 


中 国 古 代 不 曾 有 过 古 希 腊 那 种 完全 建立 在 演绎 推理 基础 上 
的 几何 学 体系 ， 但 这 并 不 等 于 说 中 算 家 没有 掌握 多 种 形式 的 罗 
辑 推理 方法 和 具有 自己 的 几何 学 理论 ; 只 要 考察 一 下 中 国 古 算 
的 第 一 个 黄金 时 代 一 一 瑶 晋 南北 朝 的 数学 就 可 以 得 出 结论 : 当 
时 最 显赫 的 数学 成 就 多 数 都 与 理论 几何 学 有 关 。 人 同样 , 中 国 古 
代 没 有 欧 几 里 得 《原本 》 那 样 的 几何 学 著作 ， 但 这 并 不 是 说 在 
中 国 的 九 章 体系 中 没有 几何 学 的 题材 ; 实际 上 , 古 算 中 的 方 田 、 
少 广 、 商 功 、 勾 股 和 重 差 的 主旨 都 涉及 几何 学 : 前 三 个 方面 主 
要 是 关于 求 积 的 理论 及 算法 ,后 两 个 方面 的 核心 是 勾 股 定理 及 
其 应 用 。 现 在 分 别 叙 述 之 ， 先 论 周 长 、 面 积 与 体积 。 


(一 ) 求 积 基本 原理 
出 人 相 补 原理 


@ 参阅 洪 万 生 《 重 视 证 明 的 时 代 一 一 瑶 晋 南北 朝 的 科技 》。 
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刘 徽 在 《 九 章 算术 》 中 首先 对 勾 股 定理 作 了 理论 证 明 ， 其 
勾 股 术 注 称 . 


“ 勾 自 乘 为 朱 方 ， 股 自 乘 为 青 方 ， 人 
其 类 ， 因 就 其 余 不 移动 也 。 合 成 纺 方 之 车 ， 开 方 除 之 ， 
纺 也 。? 出 


从 术 文 来 看 ， 刘 征 是 利用 平面 图 形 的 割 补 移 合 来 疝 明 勾 方 与 服 
方 之 和 等 于 弱 方 之 理 的 。《 隋 书 。 经 籍 志 》 也 曾 著 录 “《 九 章 重 
差 图 》 一 卷 , 刘 徽 撰 ”， 可 惜 此 卷 时 已 失传 ， 但 由 此 可 见 刘 徽 原 
有 图 附 于 注 文 之 后 。 这 种 利用 图 形 的 审 补 移 合 证 明 数 学 命题 的 
方法 被 人 称 为 图 验 法 .推广 到 三 维 空间 则 被 称 为 棋 验 法 .@ 下 面 
是 清 代 李 锐 在 《 勾 股 算术 细 草 》 中 针对 上 述 术 文 提 出 的 一 个 补 
图 : 图 中 ABC 为 勾 股 形 ， 以 AC 为 一 边 的 股 方 用 青色 标识 ， 以 
BC 为 一 边 的 勾 方 用 朱 色 标识 ; 然 
后 将 两 块 “ 青 出 ” 移 至 相应 的 两 块 
.“ 青 入 ”处 ,将 一 块 “ 朱 出 ” 移 至 
“ 朱 入 ”处 ,就 合成 以 AB 为 一 边 的 
弦 方 之 释 。 这 一 证 明 是 符合 刘 微 的 
思路 的 。@ 

以 此 术 文 为 依据 ， 当 代数 学 家 
图 4- 一 1 李 锐 补 青 朱 出 入 图 概括 出 如 下 的 出 入 相 补 原理 :“ 一 个 


@ 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》， 上 册 第 241 页 。 

加 参阅 钱 宝 琼 《 中 国 数学 史 》， 第 64 一 65 页 。 

@ 这 并 不 是 说 图 4 一 1 就 一 定 是 刘 徽 的 原 图 ， 实 际 上 可 以 设计 出 多 种 多 样 的 
六 个 国 闪 并 轴 全 股 定 理 ， 和 参阅 李 介 《中 算 家 的 毕 达 贾 拉 斯 定理 研究 》， 《中 算 史 论 
从 》 一 
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平面 图 形 从 一 处 移 置 他 人 处， 面积 不 变 ; 又 车 把 图 形 分 割 成 若干 
块 ， 那 末 各 部 分 面积 的 和 等 于 原来 图 形 的 面积 ， 因 而 图 形 移 置 
前 后 诸 面 积 间 的 和 、 差 有 简单 的 相等 关系 。 立 体 的 情形 也 是 这 
样 。”@ 

应 用 出 入 相 补 原理 ， 可 以 证 明 三 角形 面积 等 于 底 乘 高 之 半 
以 及 一 系列 有 关 直 线形 面积 的 命题 ， 也 可 以 得 到 柱 、 锥 、 台 等 
简单 多 面体 的 体积 关系 。 刘 徽 图 验 法 和 棋 验 法 ， 以 及 宋 元 算 家 
演 段 法 的 理论 基础 就 是 出 入 相 补 原理 。 由 出 入 相 补 原理 也 可 以 
很 容易 地 推出 重 差 公 式 ， 从 而 奠定 中 算 家 测 望 技术 的 基础 。 此 
外 ， 在 勾 股 算术 的 各 种 恒 等 变换 中 ， 在 开 方 及 解 方程 的 几何 阅 
释 中 ， 出 入 相 补 原理 都 扮演 了 极为 重要 的 角色 。 

无 穷 分 割 求 和 原理 

刘 徽 在 《 九 章 算术 》 中 对 圆 面积 公式 作 了 证 明 ， 他 将 圆周 
和 面积 无 限 分 割 ,然后 以 分 割 后 的 圆 内 接 正 多 边 形 去 弄 近 贺 ,其 
圆 田 术 注 称 : 


“ 割 之 弥 细 ， 所 和 失 弥 少 。 割 之 又 割 ， 以 至 于 不 可 割 ， 册 
与 贺 合 体 ， 而 无 所 失 锋 。”2 


实际 上 这 一 陈述 相当 于 一 个 极限 过 程 ， 若 以 S$ 和 Sn 分 别 表 示 
圆 及 其 内 接 正 多 边 形 的 面积 ， 上 述 术 文 相当 于 
lim (S 一 S.) 一 0 或 limS,=S 

刘 微 对 方 田 章 弧 田 术 、 商 功 章 阳 马 术 的 说 明 中 也 都 应 用 了 

同样 的 思想 。 其 弧 田 术 注 称 ;“ 制 之 又 制 , 使 至 极 细 , 但 举 弦 矢 


Q@ 参阅 吴 文 众 《 出 入 相 补 原理 》, 《中 国 古代 科技 成 就 》， 第 81 页 。 
多 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 103 一 -104 页 。 
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相 乘 之 数 ， 则 必 近 密 率 矣 。” 阳 马术 注 称 :“ 半 之 弥 少 ,其余 约 
细 。 至 细 日 微 , 微 则 无 形 。 由 是 言 之 , 安 取 余 戴 ?2” 诚 如 研究 者 
所 指出 的 那样 :“ 刘 徽 的 极限 观念 …… 是 由 于 对 几何 问题 的 研究 
而 产生 ,同时 又 是 用 之 于 几何 问题 的 .”0 为 了 统一 领 述 起 见 , 本 
书 把 中 算 家 在 几何 求 积 问题 中 所 用 的 极限 方法 称 为 无 穷 分 割 求 
和 原理 。 

冬 解 白 堵 原理 

在 刘 微 的 体积 理论 中 , 监 腾 和 阳 马 两 种 锥 体 具有 基本 意义 ， 
他 说 :“ 警 腾 之 物 ， 不同 器 用 。 阳 马 之 形 , 或 随 修 短 广 狭 。 然 不 
有 届 腾 ， 无 以 审 阳 马 之 数 ; 不 有 阳 马 ， 无 以 知 锥 、 亭 之 类 ， 功 
实 之 主 也 ”关于 这 两 种 锥 体 的 关系 ， 他 则 提出 ; 


“ 著 解 立方 得 两 因 堵 。 收 解 暂 堵 ， 其 一 为 阳 马 ， 一 为 
鉴 腾 ， 阳 蕊 后 二 ， 整 腾 拓 一 ， 不 易 之 率 也 。?@@ 


及” 通 “ 斜 "， 这 就 是 斜 解 筷 堵 原 理 。 经 过 相对 两 校 斜 剖 长 方 
体 所 得 之 三 棱柱 叫做 拍 堵 ， 经 过 不 相 邻 的 三 顶点 斜 剖 思 堵 所 得 
的 三 棱锥 和 四 楼 锥 分 别 叫 做 鉴 笑 和 阳 马 ,在 三 度 相等 的 条 件 下 ， 
不 难 用 棋 验 法 求 得 阳 马 体积 ， 进 而 证 明 这 一 结论 。 对 于 三 度 不 
等 的 长 方 体 来 说 , 割 得 的 “ 获 甩 殊 形 ， 阳 马 异 体 ”， 此 时 刘 短 采 
用 了 如 下 的 方法 ®: 


DD 参阅 杜 石 然 { 古 代数 学 家 刘 徽 的 极限 观念 ), 《数学 通报 》, 1954 年 ,第 2 期。 

罗 ” 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 167 页 。 

@” 刘 徽 是 用 三 度 针 相 等 的 标准 棋 来 进行 论证 的 ,但 他 也 明确 地 指出 :“ 其 棋 或 
修得 , 或 广 狭 ,立方 不 等 者 …… 其 形 不 悉 相 似 , 然 见 数 同 , 积 实 均 也 。” 可 见 他 认为 
这 一 证 明 可 以 推广 到 三 度 不 等 的 情况 之 中 ， 使 用 标准 棋 仅 是 出 于 术语 上 的 方便 而 
已 。 
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(1) 将 暂 堵 ACJLPR 斜 剖 
成 阳 马 AJLPR 和 浆 用 A- 
CLR ,为 了 便于 区 别 , 令 阳 马 为 
黑 棋 ， 鉴 甩 为 红 械 ; 

(2) 过 此 垂 堵 三 度 之 中 点 
进行 剖 分 ， 则 黑 阳 马 被 分 割 成 
五 部 分 : 一 个 小 黑 长 方 
DEGHJKMN ， 两 个 小 黑 暂 墙 
GHMNPQ 和 EHKNLO , 以 及 

图 4 一 % 斜 解 秀 堵 两 个 小 黑 阳 马 ADEGH 和 
HNOQR; 红 览 腾 被 分 成 四 部 分 : 两 个 小 红牌 墙 BCEFHI 和 
EHKNLO， 两 个 小 红 乏 及 ABEH 和 HIOR ; 

(3) 合 黑 、 红 两 小 至 圭 GHMNPQ 与 BCEFHI 为 小 长 方 , 合 
另外 两 黑 、 红 小 王 墙 EHKNLO 与 EHFILO 为 另 一 小 长 方 ， 连 
- 同 原 有 之 小 黑 长 方 DEGHJKMN , 共 得 三 个 等 积 小 长 方 ,在 这 三 
部 分 体积 中 ， 黑 棋 与 红 棋 的 体积 比 为 2 : 1; 

(4) 剩余 的 部 分 为 两 个 小 的 混合 珀 堵 ABDEGH 和 HINO- 

QR, 它们 又 可 合成 一 个 与 上 述 三 个 小 长 方 都 等 积 的 小 长 方 , 所 
以 这 部 分 体积 为 原 玛 堵 体积 的 1/4; 
《5) 由 于 组 成 第 四 个 小 长 方 的 ABDEGH 和 HINOQR 的 构 
造 展 与 原 航 堵 相 同 ， 即 各 由 一 个 小 的 黑 阳 马 和 小 的 红 警 里 所 组 
成 , 重复 上 述 过 程 , 又 可 以 推出 在 三 个 更 小 的 等 积 长 方 体 中 , 黑 
棋 与 红 棋 的 体积 比 为 2 : 1, 而 剩余 两 个 更 小 的 混合 牧 堵 的 体积 
点 第 一 次 剩余 体积 的 1/4; 

(6) 将 此 过 程 无 限 地 进行 下 去 , 直到 剩余 体积 为 0, 而 在 整 
个 过 程 中 能 够 确定 的 黑 棋 与 红 棋 的 体积 比 总 是 2: 1。 因此 在 和 任 
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何 一 个 短 堵 中 ， 恒 有 “ 阳 马 居 二 ， 整 胭 居 一 ”.0 
震 以 a、b、e 表示 长 方 体 的 三 度 ， 上 述 过 程 相当 于 由 


Vw 方 一 abc 
推出 了 

Vg 一 abe | 
和 VE 局 一 abc 


推导 过 程 中 应 用 了 出 入 相 补 和 无 穷 分 割 求 和 原理 。 

在 平面 几何 中 , 如 果 约 定 长 方形 的 面积 是 长 、 宽 二 度 之 积 ， 
那么 由 出 入 相 补 原理 可 以 证 得 三 角形 的 面积 等 于 底 与 高 乘积 之 
半 ， 由 此 可 以 完全 奠定 直线 形 的 面积 理论 。 在 立体 几何 中 ， 如 
果 约 定 长 方 体 的 体积 是 长 、 宽 、 高 三 度 之 积 ， 仅 由 出 入 相 补 原 
理 是 否 可 以 推 得 三 棱锥 体积 等 于 底 与 高 乘积 的 三 分 之 一 、 进 而 
奠定 多 面体 的 体积 理论 呢 ? 这 正 是 德国 数学 家 希 尔 伯 特 〈D. 
Hilbert, 1862 一 1943 年 ) 在 1900 年 第 二 次 国际 数学 家 大 会 上 提 
出 的 23 个 难题 中 第 三 题 的 又 一 种 陈述 形式 .2 这 一 问题 当年 就 
为 他 的 学 生 德 恩 (M.Dehn，1878 一 1952 年 ) 所 解决 ,答案 是 
否定 的 ， 他 的 解答 相当 于 说 :对 锥 和 体 体积 的 任何 一 个 证 明 都 必 
须 使 用 某 种 形式 的 无 穷 小 方法 。 另 一 方面 ， 也 有 的 人 建议 排除 
无 限 小 方法 ， 而 直接 采用 上 述 三 校 能 体积 公式 作为 体积 理论 的 
基础 ， 但 是 这 样 就 得 证 明 任 一 三 棱锥 〈 即 四 面体 ) 的 每 一 面 与 


@ 参阅 [日] 三 上 义 夫 《 关 孝 和 中 业绩 z 京 坂 ) 算 家 并 导 支 那 四 算法 上 中 关 
系 及 下 比较 》, 《东洋 学 报 》,， 第 20 一 22 卷 ，1932 一 1935 年 ， 互 见 郭 书 春 汇 校 《 九 章 
算术 》， 第 42 一 48 页 。 

四 希 尔 伯 特 的 原始 陈述 肪 : 对 于 任意 的 两 个 等 底 等 高 四 面体 ,能 否 用 有 限 的 
剖 分 各 幸 补 方法 证 明 它 们 的 体积 相等 ? 参合 他 的 《数学 问题 》， 李 文 林 、 训 向 东 译 ， 
《数学 史 译 文集 》， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1981 年 第 一 版 。 


362 -大 截 言 数 


应 高 的 乘积 都 相等， 而 这 一 事实 并 不 明显 ， 况且 证 明 也 不 容 
6 

从 这 种 现代 的 体积 观念 出 发 ， 我 们 方 能 深刻 理解 刘 币 把 阳 
马 和 黄 髓 称 作 “ 功 实 之 主 ” 的 深刻 意义 ; 也 正 是 在 这 种 现代 观 
念 的 理解 上 ,我 们 才 把 刘 征 的 结论 看 成 是 一 条 基本 的 求 积 原 理 。 

截面 原理 

在 研究 由 曲面 围 成 的 立体 的 体积 时 ， 刘 徽 曾 多 次 利用 比较 
截面 的 方法 进行 推导 ， 例 如 由 方 柱 求 圆柱 ， 由 方 锥 求 圆锥 ， 由 
方 台 求 圆 台 等 ， 特 别 是 对 于 球体 ， 他 提出 用 一 个 叫 牟 合 方 盖 的 
立体 来 应 用 截面 比较 方法 求 积 。 这 种 方法 的 理论 依据 ， 后 来 被 
祖 路 概括 成 一 条 原理 ， 又 经 李 淳 风 收 录 在 他 对 《 九 章 算术 》 开 
立 贺 术 所 作 的 注释 中 ， 这 就 是 : 


“ 缘 畦 势 既 同 ， 则 积 不 容 异 。”@ 


由 于 祖 盯 是 迄今 所 知 第 一 个 用 明确 的 文字 把 这 一 原理 表达 
出 来 的 数学 家 ， 也 由 于 他 通过 对 球体 积 公 式 的 推导 为 这 一 原理 
提供 了 一 个 极为 精彩 的 示范 ， 数 学 史家 提议 用 祖 临 的 名 字 来 命 
名 这 一 原理 。% 

祖 帮 截 面 原 理 中 的 “和 幕 ” 系 指 截 面积 ,“ 势 ” 则 可 以 解释 成 
高 ; 那么 整 句 话 相当 于 说 : 如 果 两 个 立体 的 任意 等 高 截面 的 面 


”参阅 吴 文 从 《出 入 相 补 原理 }， 有 关 证 明 则 参阅 5 法 J， 阿达 玛 《也 何 … 
立体 部 分 》， 朱 德 祥 译 ， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ，1966 年 第 一 版 ， 第 483 一 484 页 。 

外” 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 } 上册， 第 158 页 。 

回 “参阅 杜 石 急 《 祖 曾 之 公理 》， (数学 通报 )，1954 年 ， 第 3 期。 在 西方 ， 尺 
管 早 至 德 弄 克利 特 就 有 可 能 应 用 了 比较 截面 方法 ,但 是 一 般 文 献 仍 以 最 早 留 下 文字 
记录 的 卡 瓦 列 里 来 为 类 似 原 理 命 名 。 
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积 都 相等 ， 则 它们 的 体积 必然 相等 。 这 与 意大利 数学 家 卡 瓦 列 
里 (B，Cavalieri，1598 一 1647 年 ) 在 1635 年 提出 的 一 个 命题 
是 完全 一 致 的 。 但 是 考察 中 国 古 代数 学 家 对 “ 势 ” 的 用 法 ， 它 
在 这 里 更 有 可 能 来 自 刘 徽 的 比率 理论 ， 即 指 两 个 截面 的 比例 关 
系 ， 而 等 高 这 一 条 件 在 陈述 中 被 省 略 了。 这 样 一 来 祖 蜡 的 原 话 
就 可 解释 成 .如果 两 个 立体 的 任意 (等 高 截面 的 面积 恒 有 一 
定 的 比值 ， 那 么 这 两 个 立体 的 体积 也 等 于 这 个 值 .2 显而易见 ， 
祖 虑 截面 原理 比 卡 瓦 列 里 的 命题 具有 更 普遍 的 意义 。 


(二 ) 周 长 、 面 积 及 有 关 问 题 


直线 形 

中 算 著 作 把 特定 的 平面 图 形 称 为 某 田 或 某 某 田 ， 反 映 了 古 
代 对 平面 图 形 面 积 的 知识 来 源 于 土地 测量 的 事实 。《 九 章 算 术 》 
方 田 章 中 的 方 帮 、 走 田 、 莉 田 、 和 蔷 田 ,分别 相当 于 长 方形 、 三 
和 角形、 直角 梯形 和 一 般 梯 形 。 

方 田 最 为 基本 ， 其 本 为 “ 广 、 从 步 数 相 乘 "; 广 、 从 为 长 方 
形 的 二 度 ， 刘 徽 注 旦 : “此 积 谓 田 蜘 。” 至 今 我 们 仍 用 这 个 
“ 蜂 ” 字 表示 乘积 。 替 田 术 文 是 “ 半 广 以 乘 正 从 ”， 也 就 是 三 角 
形 的 面积 等 于 高 乘 底 之 半 ;， 刘 微 注 为 :“ 半 广 者 , 以 盆 补 虑 ,为 
直 田 也 ”说 明 他 是 应 用 出 入 相 补 原理 , 由 长 方形 面积 导出 三 角 
形 面积 的 。 收 田 术 文 是 “并 两 那 而 半 之 ， 以 乘 正 从 若 广 ”. 就 是 
说 直角 梯形 的 面积 等 于 两 底 和 的 一 半 乘 以 高 ， 刘 徽 注 仍 用 “以 
全 补 虚 也 ”来 说 明 。 自 田 的 上 、 下 底 分 别称 作 舌 、 中 ， 术 文 是 


也 参阅 刘 洁 民 《“ 势 ”的 含义 与 刘 祖 原理 》《 北 京师 范 大 学 学 报 》， 自 然 科学 
版 ，1988 年 ， 第 1 期。 
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“并 踪 、 舌 而 半 之 ， 以 恤 正 从 ”; 刘 徽 注 为 :“ 中 分 笑 田 ， 则 为 两 
斜 田 ,， 故 其 术 相 似 .” 这 是 把 一 般 梯形 分 解 成 两 个 直角 梯形 后 推 
出 的 结果 。 

《五 曹 算 经 》 卷 一 中 出 现 了 一 些 新 的 术语 : 上 腰鼓 田 、 鼓 田 、 
蛇 田 每 由 两 个 梯形 相 并 而 成 ， 四 不 等 田 是 任意 四 边 形 ， 雯 田 就 
是 《 九 章 算术 》 中 的 斜 田 , 第 田 就 是 《 九 章 算 术 》 中 的 签 田 ; 除 
了 后 两 者 外 ， 其 余 几 种 面积 公式 均 有 错误 。 杨 辉 在 《田亩 比 类 
乘除 捷 法 》 中 更 正 了 这 些 错误 , 他 又 引入 梯田 、 梭 田 、 篆 管 田 、 
篆 钢 田 等 名 目 ， 分 别 指 代 梯 形 、 著 形 和 两 种 各 由 一 对 直角 梯形 
组 成 的 五 边 形 ; 对 于 有 一 个 角 是 直角 的 四 不 等 田 ， 他 则 提出 分 
割 成 义 股 田 和 半 梯 田 两 段 来 解决 。 

秦 九 毅 在 《 数 书 九 章 》 中 提出 了 一 个 由 三 边 求 三 角形 面积 
的 公式 ， 术 文 是 : 


上 ; 以 小 射 其 乘 大 斜 桥 ， 减 上 ， 余 ， 四 约 之 为 实 ; 一 为 从 
阳 ， 开 平方 得 积 。”。 


设 三 角形 三 边 即 术 文 所 谓 “ 三 斜 ” 为 a、b、c， 则 有 


/1 2.2 村 十 c 一 b 、， 
会 一 人 / 4 [Cazc 《 7 ) 


此 式 与 公元 1 世纪 亚历山大 里 亚 的 海伦 (Heron of Alexandria ) 


[南宁] 秦 九 总 《 数 书 九 章 》 卷 五 。 三 冬 求 积 。 
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所 提出 的 一 个 公式 是 等 价 的 。 

加 

圆 是 最 常见 而 又 充分 体现 了 完美 和 谐 的 一 种 平面 图 形 ， 因 
而 在 古代 对 圆 的 知识 了 解 的 程度 ， 在 一 定 程 度 上 可 以 作为 衡量 
某 一 民族 数学 水 平 的 标尺 。 在 计算 圆 的 周 长 和 面积 时 ， 都 要 考 
虑 圆周 与 直径 的 关系 ， 中 国 古 代 早 已 认识 到 这 二 者 的 比率 是 固 
定 的 。 

《 周 散 算 经 》《 九 章 算术 》 都 取 圆 周 率 为 径 一 周三 。 刘 褒 兽 
为 王莽 制造 过 -- 批 名 为 “ 律 嘉 量 ”的 标准 铜 量 器 ， 从 其 上 的 铭 
文 可 以 推测 他 所 使 用 的 圆周 率 在 3. 1498 至 3. 2031 之 间 。 他 对 
狮 、 斗 、 升 、 合 、 依 没有 采用 统一 的 圆周 率 近似 值 ， 说 明 当 时 
可 能 是 通过 实验 方法 来 制作 律 嘉 量 解 的 由 。 后 来 张衡 、 蒙 当 、 王 
著 〈 公 元 228 一 266 年 )、 皮 延 宗 等 人 都 曾 提出 新 的 圆周率 数据 ， 
说 明 从 东汉 到 南北 朝 以 来 ， 改 进 圆周 率 的 精度 始终 是 当时 算 家 
所 关注 的 一 个 问题 。 

刘 征 对 圆 的 研究 具有 理论 上 的 意义 ， 他 为 《 九 章 算术 》 
田 术 写 的 注 是 一 篇 出 色 的 论文 , 包括 以 下 三 个 方面 的 内 容 : 一 、 
用 出 入 相 补 原理 证 明 由 “和 经 一 周三 ”的 上 古 率 和 圆 田 术 文 所 得 不 
是 贺 的 而 是 圆 内 接 正 12 边 形 的 面积 ; 二 、 用 无 穷 分 割 求 和 原理 
证 明了 《 九 章 算术 》 中 的 图 田 术 公式 ; 三、 计算 圆周 率 的 详细 
过 程 和 数据 。 制 加 术 的 精髓 主要 体现 在 第 二 部 分 中 .2 


四 参阅 白 尚 想 《从 王菲 量 器 到 刘 效 圆 率 》《 北 京师 范 大 学 学 报 )，1982 年 , 第 
2 期 . 
名 和 参阅 郭 书 春 《 刘 微 的 极限 理论 ),《 科 学 史 集 刊 ?， 第 11 期 。 
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A 在 左 图 中 , 设 AB 是 圆 内 接 正 n 边 
形 的 一 边 , OC 为 相应 的 边 心 距 ，AD 或 
BD 是 圆 内 接 正 2n 边 形 的 一 边 ，CD 称 
上 为 余 径 , ABFE 是 以 AB 为 长 、CD 为 宽 
2 的 卸 形 ; 又 用 S 和 S 分 别 表 示 圆 内 接 正 
4 一 3 刘 微 制图 术 mn 边 形 和 圆 的 面积 ， 则 有 
n。*，APB。. CD=2 (Sm — SS,) 
把 这 个 值 加 到 5S,。 上 ， 则 有 
十 2 (Sn—S) 一 So 十 (Ss,—S,) >S 
这 就 是 刘 徽 所 说 的 “以 面 乘 余 径 , 则 等 出 弧 表 ”。 刘 微 把 Ss, 一 S， 
称 为 差 右 ,他 又 指出 ， 当 分 割 次 数 多 至 无 穷 时 余 径 和 差 窗 都 将 
为 0, 此 时 Sz, 将 等 于 S, 这 就 是 他所 说 的 “ 若 夫 解 之 细 者 , 与 网 
合体 ,， 则 表 无 余 径 。 表 无 余人 径 , 则 笑 不 外 出 侨 。” 接 着 他 又 指出 ， 
以 圆 内 接 正 n 边 形 的 边 长 乘 以 半径 ,等 于 圆 内 接 正 2n 边 形 面积 
的 三 例如 在 图 43 中 ，AB. OD 一 2Sonoe), 而 以 圆 内 接 正 n 
边 形 周 长 之 半 乘 以 半径 就 等 于 圆 内 接 正 2n 边 形 的 面积 ; 当 n 无 
限 增 大 时 ,， 由 于 “ 表 无 余 径 ”， 圆 内 接 正 多 边 形 的 周 长 和 面积 就 
分 别 等 于 圆 的 周 长 和 面积 ， 但 上 述 关 系 式 仍然 不 变 ， 这 样 就 证 
明了 “ 半 周 半径 相 乘 得 积 步 ” 的 圆 田 术 公式 。 
刘 徽 又 用 勾 股 定 理 计算 圆 内 接 正 多 边 形 的 周 长 和 面积 。 若 
以 aa、 分 别 表示 圆 内 接 正 m 边 形 的 边 长 和 周 长 ，r 表示 半径 ， 
在 图 4 一 3 中 有 : 


OC= /OA TAC Nr (ey 
CD=OD—OC=r—,/r:— C2) 


0 
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2 
anm—=AD= VCDz 于 AGE 二 /| fz va | + Cy? 
r I 《 7 ) 9 


这 就 是 割 圆 术 中 的 倍 边 公式 。 刘 微 从 as 王 1 ( 尺 ) 算 起 ， 经 过 四 
次 倍 边 ， 算 得 as6 = 二 0. 065438 ( 尺 )， 再 由 公式 


S ll .rin.a 。r 


m2 2 


算得 Ss 一 314 吉方 寸 )。 备 去 余 分 , 以 314 方寸 作为 半径 为 


1 发 的 贺 面 积 。 相当 于 取 贺 周 率 : “ 周 得 一 百 五 十 七 ， 径 得 五 
157 


十 即 二 0 一 冰 14。 


若 取 r 一 1 并 简化 倍 边 公式 , 通 
过 计算 正 多 边 形 面积 获得 圆周 率 的 
算法 可 以 由 左边 的 框图 来 表示 。 从 
理论 上 来 说 , 只 要 令 倍 边 次 数 K 足 
够 大 ,就 可 以 获得 任意 精度 的 < 值 。 
在 以 上 术 文中 , 起 始 的 A 一 1, K 一 


另 有 一 段 注 文 ， 大 意 是 对 数值 
图 4 一 4 割 圆 术 程 序 框图 314 -84 进行 调整 以 求 更 加 密 合 , 即 


625 
64 ,36 ,4 ,1:、_ 3927 
314 B25 + Bac ™ 314 55 (方寸 ) 一 1750 《 方 尺 ) 
从 而 提出 一 个 更 精确 的 数据 "二 3 人 3. 1416。 注 者 又 称 只 要 


125 
继续 运算 求 出 31536 ( 即 到 K = 8),， 进而 求 出 S07 就 能 验证 这 一 结 
果 。 关 于 这 段 注 文 的 作者 ， 数 学 史上 尚未 定论 ， 多 数学 者 认为 
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是 刘 徽 ， 但 也 有 人 怀疑 是 祖冲之 或 其 他 人 .Q 

祖冲之 把 圆周 率 的 值 计算 到 七 位 有 限 数 字 。 由 于 《 缀 术 》 失 
传 , 我 们 对 他 的 推导 过 程 已 无 从 查考 ; 如 果 他 是 按照 如 同 图 4 一 
4 的 刘 徽 程序 进行 推算 的 ， 那 么 他 要 取 KK 二 11， 算 出 as 和 
Szss7 才 能 达到 这 一 精度 。 祖 冲 之 的 这 一 纪录 ， 在 世界 上 保持 了 


干 年 之 久 , 直到 15 世纪 才 为 阿尔 。 卡 西 所 突破 。 他 又 提出 用 两 


个 近似 分 数 来 表达 圆周 率 , 即 约 率 竺 和 密 率 守 3; 前 者 与 阿 基 米 


得 在 《加 的 度量 中 所 取 数 据 全 等 ,后 者 由 德国 人 鄂 图 (V. Otho， 
1550? -一 1605 年 ) 于 1573 年 重新 得 到 。 

元 代 赵 友 钦 在 其 《 革 象 新 书 》 中 则 从 圆 内 接 正 方形 开始 起 
算 ， 运 用 与 刘 徽 相 类 似 的 方法 算出 aitase， 从 而 验证 了 祖 氏 密 率 
的 精确 性 。 

其 他 曲 边 形 

《 九 章 算术 》 又 有 环形 面积 公式 , 方 田 章 环 田 术 日 :“ 并 中 、 
外 周 而 半 之 , 以 径 乘 之 为 积 步 ”。 设 环形 内 、 外 周 分 别 为 cl 、c:， 
环 间 距 为 d， 则 有 


(c) 十 cz) 
> 一 


d 


. 刘 徽 注 白 :“ 并 而 半 之 者 ， 以 僵 补 虚 ， 得 中 平 之 周 。 周 则 为 从 ， 
径 则 为 广 ， 故 广 、 从 相 乘 而 得 其 积 .” 十 分 显然 这 是 把 环形 截 
开展 成 一 个 梯形 ， 然后 再 利用 出 入 相 补 原理 化 成 矩形 来 证 明 环 
田 术 。 


QD 参阅 李 迪 《 ( 九 童 算术， 争鸣 问题 的 概述 》。 
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号 形 在 《 九 章 算术 》 中 被 
” 称 为 弧 田 ， 方 图 总 坂 田 术 给 出 
”的 是 一 个 近似 公式 : “以 蓄 乘 

和 拓 , 矢 又 日 习 , 并 之 ,二 而 一 。” 

若 令 图 45 中 之 AB=a、CD 
图 4 一 5 弧 田 术 和 会 圆 术 ”二 h、AO=r、AB 一 | ， 则 


S= 志 (ah+h’) 


刘 微 先 举 出 半圆 为 例 说 明 此 术 “ 失 之 于 少 ”% 进而 指出 对 于 小 于 
半圆 的 弓形 来 说 ,此 术 “ 益 复 醉 阔 ”， 然 后 他 提出 应 该 用 无 穷 分 
割 求 和 方法 计算 精确 值 ， 最 后 针对 实际 测 田 的 需要 肯定 了 原 术 
在 近似 计算 上 的 价值 。 

朱 世 杰 《 四 元 玉 鉴 》 卷 下 在 应 用 《 九 章 算术 》 弧 田 公式 时 
引入 了 修正 值 : 根据 杂 范 类 会 第 11、12 两 问 所 设 方程 , 可 以 推 


知 他 所 用 的 修正 值 分 别 是 500hz 和 zh2?。 
关于 弓形 的 级 长 , 沈 括 《 梦 溪 笔 谈 》 卷 18 的 会 贺 术 给 出 近 
似 公式 : 
和 
沈 括 没有 交代 这 一 公式 的 来 源 ， 它 很 可 能 污 《 九 章 算术 》 弧 田 
术 有 关 。 在 图 4 一 5 中 可 以 看 到 扇形 OADB 由 弓形 ADB 和 三 角 
形 AOB 所 合成 ， 于 是 有 
1 1 


1 
上 时 2 机 _ 
>1 r 7 《ah 十 Rh2》 十 73 (r—h) 


稍 加 整理 就 可 以 得 到 会 圆 术 公式 。 如 果 确 实 如 此 ， 沈 持 也 就 是 
第 一 个 运用 启 形 面积 公式 的 中 算 家 ， 这 一 公式 可 以 通过 与 贺 形 
或 三 角形 的 类 比 而 达到 。 
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秦 九 净 《 数 书 九 章 》 卷 五 有 欧 田 求 积 题 ， 所 谓 苞 田 (又 称 
草 叶 田 ), 意 为 形 如 芭 攻 叶 状 的 平面 图 形 , 从 书 中 附 图 来 看 类 似 
椭圆 , 题 设 两 个 数据 中 长 b、 中 广 a 对 应 于 椭圆 的 长 、 短 二 轴 径 。 
书 中 给 出 近似 解法 ， 需 解 方程 

8S: 十 (bz: 一 az) S 一 20 (a+b)’=0 
其 造 术 之 原则 有 待 于 进一步 探索 。 

清 代数 学 家 用 宪 级 数 方法 研究 各 类 曲 边 形 的 面积 和 弧 长 ， 
比较 突出 的 工作 有 项 名 达 的 《椭圆 求 周 术 》 徐 有 王 的 《椭圆 正 
术 》、 李 善 兰 的 《椭圆 新 术 》《 方 贺 阐 幽 》、 夏 弯 翔 的 4 致 曲 术 ) 等 。 

表面 积 

《 九 章 算术 》 涉 及 表面 积 的 公式 只 有 一 种 ， 即 方 田 章 第 33、 
34 两 问 所 应 用 的 宛 田 术 。 什 么 是 宛 田 ? 自 清 代 李 潢 《 九 章 算术 
细 草 图 说 》 以 来 的 大 多 数 意见 都 认为 是 球 冠 形 ， 最 近 又 有 人 提 
出 宛 田 是 平面 图 形 优 扇形 .由 其 实 宛 田 
既 不 是 球 冠 形 ， 也 不 是 优 遍 形 ， 而 是 指 
一 种 下 底 为 圆周 、 类 似 圆锥 但 顶部 平滑 
的 山 包 状 立 体 的 侧 表 面 ， 它 是 古代 土地 4 B 
测量 中 所 遇 到 山 包 、 幕 丘 等 地 形 的 数学 
抽象 。 关 于 这 一 点 ， 不 但 可 从 十 汉 语 中 图 4 一 6 究 田 
“ 宛 ” 字 的 释义 得 以 说 明 ， 还 可 以 通过 刘 徽 注 ， 以 及 《五 曹 算 
经 》、《 田 亩 比 类 乘除 捷 法 》 等 后 来 的 数学 著作 得 到 印证 .2 

宛 田 术 的 术 文 是 :“ 以 径 乘 周 , 四 而 一 .” 若 邻 圆周 AB 为 “、 
曲线 ACB 为 4， 则 图 中 山 包 状 立体 的 侧 表 面积 为 


QD 参阅 肖 作 政 《“ 宛 田 ” 非 球 冠 形 )》, 《自然 科 学 史 研 究 》, 第 7 卷 , 第 2 期 ， 
1988 年 。 
四 ”参阅 李 继 闪 《 ( 九 童 算术 及 其 刘 微 注 研究 》; 第 277 一 285 页 。 
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1 
$= 二 cd 


刘 徽 注 称 :“ 此 术 不 验 。…… 今 宛 田 上 径 圆 穹 ， 而 与 圆锥 同 术 ， 
则 香 失 之 于 少 侨 。…… 故 略 举 大 较 ， 施 之 大 广 田 也 ”认为 这 一 
公式 实际 上 是 图 4 一 6 中 内 容 圆锥 体 CAB 的 侧面 积 ， 比 宛 田 面 
积 略 少 ;但 用 于 大 范围 的 丘陵 状 田地 测量 ， 可 以 作为 近似 公式 
来 用 。 

中 算 家 对 球 表面 积 公式 的 认识 要 述 于 对 球体 积 公式 的 认 
识 ， 朱 世 杰 曾 错 误 地 以 为 球 的 宕 面积 等 于 其 外 切 圆柱 侧面 积 的 
四 分 之 三 。 直 到 清 代 初 年 ， 梅 文 易 在 《测量 全 义 》 卷 六 所 介绍 
的 阿 基 米 得 有 关 命 题 的 启发 下 ， 才 在 《方圆 蹇 积 》 一 书 中 提出 
了 球面 积 和 球 冠 形 的 公式 : 他 把 球 的 表面 积 看 作 球 大 圆 与 直径 
的 乘积 ， 而 把 球 冠 面积 等 同 于 一 个 以 其 顶点 为 圆心 、 以 顶点 到 
下 周 的 距离 为 半径 的 圆 的 面积 。 


(三 ) 体积 及 有 关 问 题 


一 般 多 面体 

《 九 章 算术 》 商 功 章 给 出 了 立方 、 方 堡 垮 、 方 仓 、 到 堵 、 阳 
马 、 警 有 晴 、 珀 〈 城 、 垣 、 堤 、 沟 、 渠 同 术 )、 方 亭 、 方 锥 、 刍 蔓 、 
刍 童 〈 曲 池 、 盘 池 、 冥 谷 同 术 )、 鲜 除 共 20 个 名 目 12 种 多 面体 
的 公式 。 以 上 12 种 多 面体 中 , 前 三 种 分 别 是 正方 体 、 截 面 为 正 
方形 的 长 方 体 和 三 度 皆 不 等 的 长 方 体 ; 玛 墙 、 阳 马 和 区 甩 前 面 
已 介绍 过 。 其 余 六 种 多 面体 的 形状 . 求 积 术 文 及 公式 分 述 如 下 : 


图 4 一 7 轰 图 4 一 8 方 襄 
(1》 焉 (两 底面 为 等 宽 和 矩形 的 四 校 台 ):“ 并 上 、 下 广 而 半 
之 ， 以 高 若 深 乘 之 ， 又 以 帮 乘 之 ， 即 积 尺 。” 也 就 是 


V= 广 (a +as) bh 


(2) 方 亭 (两 底面 为 正方 形 的 四 校 台 ):“ 上 、 下 方 相 滋 ， 又 
各 自 乘 ， 并 之 ， 以 高 乘 之 ， 三 而 一 。” 即 
1 tte h 
(3) 方 锥 (底面 为 正方 形 的 四 棱锥 ， 
阳 马 为 方 锥 之 一 种 ) :“ 下 方 自 乘 ， 以 高 
了 乘 之 ， 三 而 一 。” 即 
人 V=3a'h 


EE 
图 4 一 


图 4 一 10 “和 刍 获 图 4 一 11 和 刍 童 
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(4) 刍 幕 (底面 为 矩形 的 攀 状 体 ; 
世 通 蒙 、 刍 荔 原 意 为 屋 桨 ):“ 倍 下 帮 ， 
上 泰 从 之 ,以 广 习 之 ,又 以 高 乘 之 ,六 
而 一 。” 即 
V= 亏 (2az+ai) bh 


图 4 一 12 ” 羡 除 
(5) 刍 童 〈 两 底面 为 矩形 的 四 校 台 , (1) 至 〈4) 均 为 刍 
童 之 特例 ):“ 们 上奏， 下 奏 从 之 ， 亦 倍 下 奏 ， 上 奏 从 之 ， 各 以 
其 广 乘 之 ， 并 ， 以 高 若 深 乘 之 ， 皆 六 而 一 。” 即 
一 二 [ (2ai 二 az) bi 十 〈2az 十 al) b:] h 


(6) 羔 除 ( 三 面 为 等 腰 梯 形 , 两 面 为 直角 三 角形 的 棉 状 体 ; 羔 
除 原意 为 墓道 ):“ 并 三 广 , 以 深 乘 之 ,又 以 奏 乘 之 ,六 而 一 .” 即 


得 


= (a 十 3a, 十 a;3) bh 


刘 币 用 出 入 相 补 原理 对 以 上 公式 逐一 作 了 证 明 ， 他 在 证 明 
中 使 用 长 、 宽 、 高 均 为 1 ( 尺 ) 的 标准 立方 、 析 堵 、 阳 马 , 称 为 
“三 晶 棋 ”， 所 以 数学 史家 把 他 的 这 种 方法 叫做 棋 验 法 。 现 以 刍 
童 术 的 证 明 为 例 说 明 这 一 方法 ， 刘 徽 注 日 : 


“ 假 令 刍 童 土 广 一 点 ， 襄 二 尺 ， 下 广 三 尺 ， 事 四 上 太 ， 高 
一 尺 。 其 用 棋 也 ， 中 央 立 方 二 ， 四 面 斩 堵 六 ， 四 角 阳 马 四 。 
倍 下 衷 为 八 ， 上 囊 从 之 ， 为 十 。 以 高 、 广 乘 之 ， 得 积 三 十 
尺 。 是 为 中 央 立 方 各 三 , 两 端 斩 堵 各 四 .两 稚 斩 堵 各 六 ,四 


”从 商 功 章 第 2 题 及 刘 微 注 可 知 : 曲 池 的 两 底面 为 环形 之 一 部 分 ,两 侧 表面 
为 加 和 锥 面 之 一 部 分 ， 另外 两 侧面 为 梯形 ， 因 而 不 是 多 面体 ; 但 《 九 章 算术 》 把 它 归 
为 刍 瘟 一 类 ， 刘 微 又 借助 蕉 面 原 末 说 家 网 沪 与 刍 章 是 等 积 的 . 
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角 阳 马 亦 各 六 。 后 售 上 衷 ， 下 训 从 之 ， 为 八 。 以 离 、 广 乘 
之 ， 得 积 八 尺 。 是 为 得 中 央 立 方 蛮 各 三 ， 两 端 秀 姥 各 二 。 并 


两 索 ， 三 品 棋 几 一 而 为 六 ， 故 六 而 一 ， 即 得 。? 中 


一 一 一 


图 4 一 13 和 刍 童 的 分 解 
按 图 4 一 13 对 名 童 进行 分 解 ， 得 到 四 部 分 体积 : 由 两 个 标 
准 立方 组 成 的 “中 央 立 方 *， 由 四 个 标准 氮 堵 组 成 的 “两 旁 轧 
堵 ?， 由 两 个 标准 和 握 堵 组 成 的 “两 端 牧 堵 ?>， 以 及 由 四 个 标准 阳 
马 组 成 的 “四 和 角 阳 马 ”, 在 1 立方 二 2 恩 堵 一 3 阳 马 的 前 提 下 ，, 间 
徽 分别 考察 了 以 下 四 种 长 方 体 中 所 含 三 唱 棋 的 数目 : 
Vi 二 2azbzh 一 2 (2 立方 十 2X4 旁 暂 堵 十 2X2 端 拍 堵 
十 3X4 阳 马 ) 
二 4 立方 十 16 旁 思 堵 十 8 痊 置 堵 十 24 阳 马 
V, 二 albsh 二 2 立方 十 2X4 旁 穆 堵 =2 立方 十 8 旁 暂 墙 
故 Vi 十 V， 一 (2as 十 a1) bzh 二 6 立方 十 24 旁 珀 堵 十 8 端 轻 
堵 二 24 阳 马 
一 3“ 中 央 立 方 ” 十 6“ 两 旁 鹅 堵 ” 十 4“ 两 端 暂 
堵 十 6“ 四 角 阳 马 ” 
又 V; 二 2aibih 二 2X2 立方 =4 立方 


@ 郭 书 春 汇 校 《 九 章 算术 儿 ， 第 289 一 290 页 。 
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V4=azbih 一 2 立方 十 2X2 端 牧 堵 王 2 立方 十 4 端 穆 堵 
故 V: 十 V, 二 (2ai 十 a:) bih= 二 6 立方 十 4 端 乞 墙 
一 3“ 中 央 立 方 ” 十 2“ 两 端 畴 堵 ” 
“并 两 劳 ”>， 则 有 
Vi 十 Vs 十 Vi 十 Vi 二 (2ai 十 az*) bj 十 (2as 十 a1) b:] hh 
三 6“ 中央 立 方 ” 十 6“ 两 旁 暂 墙 ” 
十 6“ 两 端 拍 堵 ” 十 6“ 四 角 阳 马 ” 
二 6 刍 童 
故 Vasg 一 二 【 (2al 十 az) bl 十 (2as 二 al) b:] h 


梅 文 殉 在 (几何 补 纺 》 中 研究 了 五 种 正 多 面体 和 两 种 半 正 
多 面体 ， 对 它们 的 体积 、 棱 长 、 内 径 及 诸 体 间 的 关系 作 了 系统 
的 分 析 ， 在 此 基础 上 提出 的 球 内 容 球 问题 别开生面 ， 并 被 收入 
《数理 精 蕴 》 下 编 , 稍 后 和 算 家 的 累 贺 术 中 也 出 现 了 类 似 的 问题 。 

球体 

《 九 章 算术 》 人 少 广 章 开 立 圆 术 给 出 的 球体 积 公式 是 


也 3 
V=jed 


关于 这 一 公式 的 来 源 ， 刘 徽 提 出 了 两 种 解释 : 第 一 种 是 由 “ 黄 
金 方 十 重 十 六 两 ， 金 丸 径 寸 重 九 两 ”实测 而 来 ; 第 二 种 是 先 由 
截面 原理 推 得 正方 体 与 其 内 切 圆 柱 体 的 体积 比 为 4: 3, 再 假定 
圆柱 体 与 其 内 切 球体 的 体积 比 也 是 4: 3， 进 而 由 连 比例 得 到 。 
张衡 附会 阴阳 奇偶 之 说 ， 提 出 过 另 一 个 近似 公式 

V5 


di’ 
8 

刘 徽 对 《 九 章 算 术 》 球 体积 公式 进行 了 考察 , 指出 若 取 x 一 

3, 正方 体 与 其 内 切 圆柱 体 的 体积 比 是 4: 3; 但 圆柱 体 与 其 内 切 

球体 的 体积 之 比 并 不 是 4: 3。 为 了 论证 这 一 点 ， 他 构造 了 另 一 
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个 立体 模型 ， 即 两 个 正 交 的 等 径 圆柱 体 的 公共 部 分 ， 它 与 内 切 

球体 的 每 一 对 等 高 截面 都 成 方圆 之 比 ， 而 其 形状 如 同 两 把 相对 

张 开 的 伞 盖 ， 所 以 取 名 为 件 合 方 盖 。 由 截面 原理 可 知 件 合 方 盖 

与 其 内 切 球体 的 比 是 4 : 3。 对 于 件 合 方 盖 的 体积 ， 他 只 提出 了 

应 从 立方 割 出 件 合 方 盖 之 后 所 余 “ 外 棋 ” 着 手 的 设 轻 ， 但 因 找 

不 到 其 中 的 规律 而 未 能 成 功 ， 于 是 “ 敢 不 阔 疑 ， 以 俊 能 言 者 ”。 

” 祖 蜡 解决 了 牟 合 方 盖 的 计算 问题 ， 

从 而 推出 了 正确 的 球体 积 公式 。 根 据 李 

淳 风 注 所 摘 引 的 “ 祖 临 之 开 立 俩 术 ”, 祖 

氏 系 对 边 长 为 d 的 正方 体 及 其 内 容 件 合 

图 4 一 14 件 合 方 盖 ” 方 盖 的 八 分 之 一 进行 考察 ， 按 照 图 4 一 

14 的 切 制 法 ,这 一 块 边 长 为 5 的 小 正方 体 被 分 成 四 块 ， 即 一 块 
内 棋 和 三 块 外 棋 ， 其 中 内 棋 是 牟 合 方 盖 的 八 分 之 一 。 


(AY 


图 4 一 15 立方 及 其 内 容 件 合 方 盖 八 分 之 一 的 分 解 

现在 来 考察 “外 之 棋 ” 的 截面 : 在 图 4 一 16 之 左 ， 由 勾 股 
定理 可 知 OQ:=OP: 一 PQ2， 即 OQ’: 一 QV’ 一 PQ’:= 二 上 VR 十 
LRS 十 品 UR, 也 就 是 “外 三 棋 ” 截面 之 和 等 于 高 的 平方 ; 而 在 
图 4 一 16 之 右 ， 在 一 个 长 、 宽 、 高 省 为 d/2 的 倒立 阳 马 上 作 一 
个 等 高 截面 QLMN， 由 相似 色 股 形 的 性 质 可 知 OQ 一 QL， 故 
D 吕 RM 一 QL 一 OQ’， 说 明 此 倒立 阳 马 的 截面 积 也 等 于 高 的 平 
方 ， 因 此 可 知 “ 外 三 棋 ” 截 面 之 和 与 倒立 阳 马 的 截面 相等 ;由 


=- 
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截面 原理 即 得 
外 = 棋 一 V 用 马 一 过 


图 4 一 16 外 三 棋 和 倒 阳 马 的 等 高 截面 
因而 Va =V yp 一 V 胃 一 与 Ve 广 一己 (5)= 
Vea sa—8VAw = td 
由 于 件 合 方 盖 与 其 内 切 球体 的 截面 适 成 方 率 与 圆 率 之 比 ， 由 广 
义 的 截面 原理 即 得 
Ve: Vaan¥s—3:4 


BE Vs 一 六 Vesss 一 半 。 了 ds 一 
若 已 知 球体 积 求 直径 ， 则 有 


d 一 V2Va 
这 就 是 祖 氏 的 开 立 圆 术 :“ 以 二 乘积 开 立 方 除 之 ， 即 立 圆 径 ”。 
如 同 刘 徽 一 样 ， 祖 蜡 的 工作 是 针对 《 九 章 算 术 》 原 术 作出 
的 , 因而 在 推导 过 程 中 采用 了 “周三 径 一 ”的 古 率 ; 如 果 以 来 
表示 圆周 率 ， 则 方 、 圆 之 比 为 4: x， 可 得 
Va— TVessg = td | 
这 就 与 现代 的 球体 积 公式 完全 一 样 了 。 
梅 文 瞻 未 曾 读 过 《 九 章 算术 》 商 功 章 及 李 淳 风 注 ， 他 在 
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《测量 全 义 } 卷 六 所 披露 的 几 个 阿 基 米 得 有 关 命题 的 启发 下 钻研 
球体 问题 ， 在 《方圆 寡 积 》 一 书 中 留 下 了 结果 。 

徐 有 王 在 祖上 顺和 梅 文昌 工作 的 基础 上 ， 用 一 个 更 简单 的 模 
型 与 球体 进行 截面 上 的 比较 ， 从 而 证 明了 球体 积 公式 。 他 的 方 
法 是 : 先 取 一 个 底面 半径 和 高 都 等 于 r 的 圆柱 体 , 然后 从 中 挖 去 
一 个 等 色 同 高 的 圆锥 ,这 就 是 将 与 半球 体 进行 截面 比较 的 模型 。 
如 果 截 面 的 高 为 h, 那么 在 中 空 圆柱 体 上 得 到 一 个 内 、 外 径 分 别 
为 h 和 + 的 环形 截面 , 其 面积 为 x (一 hz); 而 在 半球 体 上 得 到 
一 个 半 色 为 r? 一 h’ 的 圆 形 截面 , 其 面积 也 是 x (一 hz)， 于 是 根 
据 祖 蜡 截 面 原理 可 知 这 两 个 立体 的 体积 相等 。 由 于 圆锥 体积 是 
等 径 同 高 圆柱 体积 的 三 分 之 一 ， 所 以 中 空 圆 柱 体 是 圆柱 体 的 三 
分 之 二 。 由 此 可 以 推 得 “ 球 与 圆 困 〈 即 圆柱 ) 相 较 必 少 一 锥 体 
矣 。 是 故 一 锥 一 球 相 并 与 圆 困 同 ， 而 锥 居 圆 国 三 分 之 一 ， 球 必 
居 国 三 分 之 二 矣 。” 即 


图 4 一 17 中 空间 柱 和 半球 体 的 等 高 截面 
其 他 旋转 体 和 乾 积 问题 
《 九 章 算术 》 有 病 柱 〈 圆 堡 震 )、 圆 台 〈 贸 亭 ) 和 圆锥 (又 
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称 委 票 ) 公式 ,分 别 置 于 四 方 柱 ( 方 堡 堵 ) 、 四 方 台 〈 方 享 ) 和 
四 方 锥 之 后 ， 说 明 其 作者 很 可 能 是 通过 截面 原理 得 到 这 些 公 式 
的 。 刘 徽 注 则 明确 交代 了 这 一 推理 过 程 。 举 例 来 说 ， 其 圆 亭 术 
注 称 :“ 从 方 亭 求 圆 亭 之 积 , 亦 犹 方 筹 中 求 圆 军 。 乃 令 圆 率 三 乘 
之 ， 方 率 四 而 一 ， 得 圆 事 之 积 ”; 其 委 票 术 注 称 ;“ 从 方 锥 中 求 
加 能 之 积 ， 亦 犹 方 备 求 加 等 ， 乃 当 三 乘 之 ， 四 而 一 ， 得 圆锥 之 


王 孝 通 《 绢 古 算术 》 中 
有 一 个 特殊 的 拟 柱 体 公 式 ， 
因为 有 关 题 目 都 涉及 筑 堤 开 
河 ， 我 们 称 之 为 坦 积 问题 。 
图 4 一 18 乾 堤 的 东西 两 端 为 互相 平 
行 的 梯形 , 其 余 四 面 皆 为 任意 的 梯形 面 ,由 王 孝 通 给 出 的 堤 都 积 
术 为 : 


“ 置 西 头 高 倍 之 ， 加 东 头 高 ， 又 并 西关 上 、 下 广 , 半 
而 乘 之 。 又 置 东 头 高 倍 之 ,加 两 头 高 ,又 并 东 头 上 、 下 广 ， 
半 而 乘 之 。 并 二 位 积 ， 以 正 衷 乘 之 ,， 六 而 一 ， 得 坦 积 
也 ”加 


用 图 4 一 18 所 标注 的 符号 写 出 来 就 是 


V= 去 Cu C2h 十 hb) + te 


2 (2h, 十 h,)] 1 


@ 王 考 通 的 公式 对 于 其 余 四 面 不 是 平面 的 立体 同样 适用 ， 清 代 已 有 人 根据 
《 缉 古 算 经 ) 第 三 问 所 设 数 据 指出 “ 堤 两 旁 决 非 平 面 ”, 但 王 孝 通 是 否 意 识 到 这 一 点 
是 值得 怀疑 的 。 

@ 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 }»， 下 和 册 ， 第 506 页 ， 
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王 孝 通 没 有 交代 这 一 公式 是 如 何 推导 来 的 ， 但 是 它 的 对 称 
形式 容易 使 人 联想 起 《 九 章 算术 》 中 的 刍 童 公式 ; 实际 上 《给 
古 算术 》 第 三 、 四 、 五 题 用 到 此 式 ， 而 第 二 题 的 “太史 造 仲 观 
台 ” 正 要 用 到 和 刍 童 公式 。 此 外 ， 王 孝 通 在 《上 绢 古 算术 表 》 中 
说 过 :“ 祖 是 之 《 缀 术 》， 时 人 称 之 精妙 。 曾 不 觉 方 邑 进 行 之 术 
全 错 不 通 , 刍 蔓 方 亭 之 问 于 理 未 尽 。 臣 今 更 作 新 术 , 于 此 附 伸 。” 
可 见 他 是 知道 祖 星 的 工作 的 ， 因 此 堤 积 公式 很 可 能 是 通过 祖 紫 
截面 原理 由 刍 童 公式 推导 而 来 。 

可 以 构造 一 个 底 
面 与 堤 底 等 积 的 刍 
童 ， 如 图 4 一 19 右 所 
示 ， 其 中 


al 十 az 


图 4 一 19 ” 堤 与 刍 童 的 等 高 截面 2 
利用 比率 算法 可 以 证 明 它 的 任意 截面 A' B' C' D' 与 其 左 方 堤 
的 等 高 截面 ABCD 相等 ,2 于 是 这 两 个 立体 的 体积 相等 。 将 广 、 
奏 对 换 ， 由 邹 童 公式 可 得 
Vs 一 Vas 一 二 C 〈2h, 十 hy) ao 十 (2hst+hi) bo] 1 


al 十 ay， 


2 


b+b, 


《2h 十 h。》 十 7 


] 


十 hi 1 


中 参阅 沈 康 身 《 王 孝 通 开 河 筑 堤 题 分 析 》,《 杭 州 大 学 学 报 )， 自 然 科 学 版 , 第 
1 卷 ,第 4 期 ，1964 年 。 
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隙 积 造 术 之 原 : z 

隙 积 术 所 处 理 的 长 方 台 吉 与 刍 童 甚 为 相似 ， 但 “用 和 刍 童 法 
求 之 常 失 之 数 少 ”， 这 是 由 于 其 “ 缘 有 肇 缺 及 虚 辽 之 处 >。 如 果 
把 阶 积 问题 中 的 坛 、 器 、 圆 棋 等 物 全 部 换 成 校长 为 单位 1 的 立 
方 棋 ， 问 题 的 性 质 未 变 而 翅 积 数目 就 可 以 由 图 4 一 20 所 示 累 棋 
吉 的 体积 来 表示 了 ;该 把 的 中 间 部 分 正 是 一 个 没有 虚 隙 的 刍 童 ， 
但 四 周 仍 有 刻 缺 。 沈 括 指出 :“ 和 刍 童 求 见 实 方 之 积 ， 隙 积 求 见 合 
角 不 斥 , 益 出 球 积 也 .” 际 积 术 的 关键 正 是 计算 这 部 分 “ 益 出 凌 


pp 设 n 层 累 棋 霹 顶 层 有 aib， 

棋 ， 底层 有 azb; 棋 , 分 别 连 结 

他 | 。 顶层 四 角 棋 的 中 心 和 底层 四 角 

ga 棋 的 外 端 ,得 到 一 个 上 底 长 、 宽 

各 为 ai 一 1 和 hb 一 1， 下 底 长 、 

宽 各 为 az.b:, 高 为 n 的 霹 内 委 
图 4 一 20 累 棋 吉 与 刍 童 。 童 ， 其 体积 


f 


Van= { [2 (ai 一 1) +as] (bl1) + [2a, 
十 (al 一 1) b，} 


一 下 [ (2al 二 as) bi 十 〈2a; 十 al) b,) 


一 二 [2 (ai 十 bl) + 〈a; 十 by) 一 2] 


次 求 “ 误 积 ”。 为 此 研究 者 们 曾 提 出 过 几 种 不 同方 案 ， 其 要 
点 都 是 先 求 出 一 层 上 的 “ 义 积 ”, 然后 利用 等 差 级 数 求 和 公式 求 
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出 逐 层 “ 羡 积 ”之 和 。 下 图 表示 累 棋 烧 的 一 层 , 它 是 一 个 长 方 
体 ， 从 中 挖 去 一 个 刍 童 之 后 ， 剩 下 四 个 鲜 除 ， 它 们 的 体积 之 和 
就 是 分 层 “ 羡 积 ”, 可 以 通过 羔 除 公式 或 长 方 体 与 刍 童 之 差 算出 ， 
由 于 各 层 险 积 构成 一 个 等 差 级 数 ,总 “ 凌 积 ” 是 不 难 求 出 的 。 等 
差 级 数 的 求 和 公式 早已 出 现在 《 九 章 算术 》 和 《 张 丘 建 算 经 ) 中 ， 
沈 括 当然 知道 ， 同 时 这 一 方案 合理 地 解释 了 “ 美 积 ”一 词 的 含 
义 ， 十 分 可 能 就 是 沈 括 的 原始 思路 。 


图 4 一 21 分 层 上 的 羡 积 
直面 再 给 出 一 个 不 用 等 差 级 数 求 和 公式 的 “ 鲜 积 ”算法 。 
沿 累 棋 翅 的 外 缘 再 作 一 个 刍 童 ,其 上 底 长 、 宽 各 为 al 和 bi， 
下 底 长 、 宽 各 为 ai 十 1 和 hb 十 1， 高 为 na， 体积 为 
Vn 一 霹 { [2a 十 (az 十 1)) bi 十 [2 (az 十 1) 
二 ai (b, 十 1)) 


= 三 [ 《2ai 十 ay) bj 十 (2a, 十 a1) b,] 十 坪 C 《al 
十 bl) 十 -2 《ay 十 b;) 十 2] 


(DD 参阅 李 伍 《中 国 数学 大 纲 }， 科 学 出 版 社 1958 年 第 一 版 ， 上 册 ， 第 152 一 
165 页 ; 许 畜 入 《中 国 代数 故事 》， 中 国 青年 出 版 社 , 1965 年 第 三 版 ， 李 继 闵 《 沈 括 
隙 积 术 的 成 就 》,《 科 学 普及 》，1974 年 第 ]1 期 ; 中 外 数学 简 史 编写 组 《中 国 数学 简 
史 》， 山 东 教 育 出 版 社 ，1986 年 第 一 版 ， 第 266 一 267 页 。 
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1 (或 bi) 
ql 一 1( 或 hp 一 1) 


42 (或 b2) 
c2+ 1{ 或 p+ 1) 
图 4 一 22 ”内 外 刍 童 以 僵 补 虚 图 4 一 23 ”内 外 和 刍 童 之 一 角 


在 内 、 外 两 刍 童 之 间 以 盈 补 虚 ， 先 求 中 平 之 数 


于 (Vn 一 Va) = 于 (3 C3 (ai 十 bb 十 3 (as 一 b]) 

此 数 比 “ 羡 积 ” 略 大 ， 因 为 在 内 、 外 两 刍 童 间 以 一 补 虚 的 
时 候 ， 每 一 层 的 四 角 都 多 出 了 两 个 阳 马 ， 这 或 许 正 是 沈 括 所 谓 
“ 隙 积 求 见 合 角 不 尽 , 益 出 羔 积 ”的 真意 。 图 4 一 23 绘 出 了 一 个 
角 上 的 情况 : 外 阳 马 A 一 A' B'C'D' 和 内 阳 马 A' 一 ABCD 正好 
可 以 相 补 ， 外 阳 马 两 边 的 两 个 外 琢 堵 又 能 与 包括 内 阳 马 在 内 的 
两 个 内 轻 堵 相 补 ， 其 结果 是 在 一 个 角 上 多 出 两 个 内 阳 马 ， 体 积 
是 


owxlvlvlilyv ll 
2Va' App—2X 3 和 XX 2 xX 2 Xl1= 6 


全 部 “ 益 出 莱 积 ”之 数 是 其 各 倍 ， 即 厂 " 4n， 所 以 


Vx = (BD C3 Ca 十 b) 十 3 (astb2))) 十 于。 如 


2 
3 3 
[a 十 bi) 十 序 《az 十 bz》 十 2] 
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因此 S=Vg=Vn+ Va= [ (2al 十 ay) bj 十 (2as 十 ai) 


b2] 一 亏 C2 《al 十 bj)》 十 〈a; 十 
b:) 一 2 十 台 [> (a 十 b ) 十 


了 (az 十 b，) 十 2 


一 下 [〈2ai 十 az) bi 十 〈2a2: 十 ai) b?] 


十 [3 (a,+ b,) 一 访 Ca 十 b 


n 
6 
一 坪 [ (2ai 十 a) b, 十 〈2a; 十 al) b,) 


1 
十 二 [二 《as 一 ab) 十 万 《bs 一 b1)] 
考虑 az 一 al 一 b: 一 b 一 n 一 1， 中 得 


S 一 下 [ (2a ,十 a,) bi 十 (2as+al) b+ (bs—b,)) 


果 吉 比 类 诸 术 之 原 

如 同 沈 括 的 隙 积 术 一 样 ， 杨 辉 的 果 吉 比 类 诸 术 也 来 自 《 九 
章 算术 》 商 功 章 的 示范 、 但 是 这 并 不 意味 着 杨辉 一 定 了 解 沈 括 
的 工作 或 如 某 些 数学 史 著 作 论断 的 那样 ， 杨 辉 诸 术 系 由 沈 括 公 
式 的 特例 推导 而 来 的 。 相 反 ， 倒 有 强烈 的 证 据 表明 : 杨辉 的 具 
体操 作 可 能 不 同 于 附 积 术 所 采用 的 那 种 普通 的 分 解 与 重新 组 
合 ,， 但 可 能 与 刘 徽 的 棋 验 法 有 着 相同 的 思路 。 

在 杨辉 的 果 翅 比 类 级 数 中 ,， 方 栈 酒 翅 的 各 层 是 一 常数 ， 这 
与 大 多 数 井 积 问题 为 等 差 级 数 是 不 同 的 〈 参 见 本 书 第 292 页 )。 
杨辉 之 所 以 要 把 它 作为 井 积 之 一 种 ， 是 因为 它 所 比 类 的 方 堡 堵 
正 是 刘 微 棋 验 法 的 基础 。 正 如 刘 徽 在 立方 棋 ( 底 边 与 高 皆 为 单 
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位 1 的 方 堡 震中 剖 割 组 合 得 到 的 物 墙 、 阳 马 、 警 胶 等 立体 的 
关系 ,然后 又 用 这 些 “ 功 实 之 主 ” 去 构造 整个 多 面体 理论 一 样 ， 
杨辉 很 可 能 对 屋 盖 吉 、 类 方 锥 埃 ， 三角 吉 实 行 一 种 “ 果 才 验 
合 ”的 运作 ， 将 它们 拼 成 方 栈 酒 翅 ， 然 后 总 结 出 与 体积 公式 略 
有 区 别 的 井 积 公式 。 

杨辉 对 志 积 公式 的 陈述 形式 有 助 于 阐明 这 一 观点 ， 例 如 关 
于 旦 盖 吉 ， 其 术 为 :;“ 下 广 乘 之 为 平 积 ， 以 长 加 一 乘 之 为 高 积 
(如 方 积 不 用 加 一 )， 如 二 而 一 本 法 。?@ 说 明 他 是 把 两 个 屋 盖 吉 
的 合 积 当成 一 个 类 似 于 长 方 体 的 方 栈 酒 井 来 考虑 的 ， 这 一 过 程 
与 刘 徽 “和 斜 解 立方 得 两 扯 堵 ”的 说 明 一 致 ， 但 得 公式 


S—Fn Cn 十 1) 


具体 的 运作 则 如 下 图 所 示 : 


图 4 一 24 ”二 屋 盖 才 合 成 一 方 栈 酒 坟 
对 于 类 方 锥 翅 的 处 理 完全 类 似 ， 其 术 称 :“ 下 方 加 一 , 乘 下 
方 为 平 积 ; 又 加 半 为 高 ， 以 乘 下 方 为 高 各 如 二 而 一 。” 说 明 作 


(D 参阅 伟大 为 《从 沈 括 到 朱 世 杰 一 由 “体积 ”级 数 至 “ 乘 方 图 ”级 数 典范 转 
移 之 历史 发 展 2;“ 果 井 验 合 ”这 一 名 词 和 杨辉 方法 论 的 意义 均 由 该 文 提出 。 

@@ “本 法 ” 指 量 盖 烘 公式 , 括号 中 的 话 系 针对 相 比 类 的 牌 堵 而 加 的 注释 ; 若 把 
它 当 作 术 文 之 一 部 分 ， 不 但 葛 后 不 能 连贯 ， 也 忽视 了 作者 强调 比 类 方法 的 苦心 。 
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者 是 把 三 个 类 方 锥 堪 的 合 积 当成 一 个 三 边 各 为 mn、n 十 1 和 n 十 
六 的 方 栈 酒井 来 考虑 的 ， 其 思路 相当 于 刘 徽 所 说 的 “ 合 三 阳 马 


而 成 一 立方 *, 但 是 结果 略 有 区 别 。 这 是 因为 按照 下 图 左 拼合 之 
后 , 在 C 埃 的 顶部 仍 有 一 层 高 出 于 A 坷 和 也 井 之 上 , 此 时 只 须 
从 已 堪 顶 部 削 去 半 层 〈 图 中 绘 有 砂 点 的 部 分 ), 再 旋转 180° 放 到 


A 翅 上 面 , 就 刚好 拼 成 一 个 长 为 n 十 1、 宽 为 n、 高 为 n 十 三 的 方 
栈 酒 乾 。.@ 这 也 说 明 杨辉 采用 
S=3n (n+1) (n 十 方 ) 


的 表达 形式 (而 不 是 取 其 他 形式 ,例如 朱 世 杰 的 S 一 En Cn 十 
1] [2n 十 1) 是 由 其 “ 果 井 验 合 ”的 特殊 技术 所 决定 的 。 


图 4 一 25 ”三 类 方 锥 井 合 成 一 方 栈 酒 坷 


QD 类 方 俊 旭 与 下 文 三 角 才 的 拼合 方法 均 引 自 许 莹 和 扔 《中 国 代 数 故 事 }， 第 
49 一 53 页 ， 尽管 《数理 精 蕴 》 已 绘 出 了 各 种 累 棋 埃 的 立体 图 并 提示 了 拼合 方法 ,但 
对 基体 的 拼合 技术 却 都 语 玛 不详。 
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三 角 井 的 术 文 为 :“ 下 广 加 一 ， 乘 之 , 平 积 ; 下 广 加 二 ， 乘 
之 ， 立 高 方 积 : 如 六 而 -~-。” 所 谓 “ 平 积 ”， 实 邑 一 个 方 栈 酒 壤 
之 底 ,“ 立 高 方 积 ” 则 为 其 总 数 。 这 一 术 文 类 似 于 刘 徽 关于 “ 立 
方 …… 亦 割 分 以 为 六 称 用 ”的 说 明 ， 具 体 的 运作 则 应 与 斜 解 到 
堵 、 获 且 居 其 三 分 之 一 的 棋 验 法 一 致 : 


图 4-26 -个 三 角 才 合 成 一 个 类 屋 盖 才 
1 ] 由 图 4 一 26 可 以 看 到 ， 三 个 二 


A 解 埃 刚好 拼 成 一 个 长 、 宽 、 融 各 为 
出 n 十 1、n、n 十 1 的 类 屋 盖 吉 ( 屋 盖 卉 
的 长 、 宽 、 高 数 应 该 相等 )， 它 等 于 
长 、 宽 、 高 名 为 n 十 1、n、n 十 2 的 


-i 
pli 


1 方 栈 酒 壤 的 一 半 ， 这 一 点 可 由 图 
图 4 一 27 ”类 屋 盖 翅 的 4 一 27 所 示 的 训 面 得 到 说 明 ， 即 

| 天 性 1 

以 僵 补 虐 S : 角 一 -号 类 最 六 


= Swan Cn 十 1) Cn 十 2) 
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对 于 其 他 的 几 种 吉 ， 也 可 以 按照 类 似 的 方法 进行 “ 果 坊 验 
合 ”。 总 之 ， 杨辉 的 果 翅 诸 术 显示 了 《 九 章 算术 》 体 积 公 式 和 间 
徽 棋 验 法 的 示范 作用 ， 杨 辉 把 它们 作为 商 功 诸 术 的 比 类 是 十 分 
自然 的 。 


第 二 节 直角 三 角形 


17 世纪 末 , 在 《几何 原本 》 前 六 卷 已 被 译 成 中 文 刊行 于 世 ， 
而 一 般 士大夫 把 几何 学 与 西学 等 量 齐 观 的 时 候 ， 梅 文 易 在 其 第 
一 部 数学 著作 《方程 论 》 的 发 凡 中 写 道 ;,“ 数 学 一 也 , 分 之 则 有 
度 有 数 : 度 者 量 法 ， 数 者 算术 ， 是 两 者 皆 由 浅 入 深 。 是 故 量 法 
最 浅 者 方 田 、 稍 进 为 少 广 , 为 商 功 , 而 极 于 勾 股 。.” 这 段 话 不 但 
道 出 了 传统 数学 中 属于 “ 量 法 ”( 即 几何 学 ) 的 内 容 , 而 且 强 调 
了 直角 三 角形 的 有 关 性 质 和 算法 在 中 国 式 几 何 学 中 的 位 置 。 这 
一 观点 至 今 对 我 们 仍 有 启发 意义 ; 要 想 搞 清 中 国 古 代 几 何 学 的 
原貌 ， 就 得 从 勾 股 定理 及 勾 股 形 的 有 关 性 质 谈 起 。 


(一 ) 杀 股 定理 及 勾 股 形 的 有 关 性 质 


勾 股 定理 

义 股 定理 的 重要 性 可 以 从 公元 1 世纪 希腊 学 者 普 鲁 塔 克 
(Plutarch ， 公 元 46? 一 120 年) 留 下 的 一 个 传说 看 出 来 : 据说 
毕 达 哥 拉 斯 为 了 庆祝 自己 发 现 了 这 一 定理 ， 特 意 命 人 宰杀 了 
100 头 牛 祭 献 给 司 掌 科学 和 艺术 的 缪 斯 女神 们 。 无 独 有 偶 , 在 中 
国 古 代 , 人 们 也 把 对 这 一 定理 的 发 现 权 同 古代 圣贤 联系 起 来 : 伏 
义 和 国 王 的 形象 常 离 不 开征 ;作为 《 算 经 十 书 》 之 首 的 《 周 解 
算 经 》 之 篇 首 , 就 借 周公 与 大 夫 商 高 的 对 话说 出 了 “ 勾 广 三 , 股 
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修 四 ， 和 色 隅 五 ”的 特殊 命题 ， 而 在 后 面 又 借 陈 子 与 荣 方 的 对 汪 
给 出 了 “ 勾 股 各 自 联 ,并 而 开 方 除 之 ， 得 绰 至 日 ”的 一 般 陈述 。 

过 去 一 般 认 为 ， 中 算 家 对 勾 股 定理 的 证 明 ， 最 早 是 在 公元 
3 捞 纪 由 刘 徽 和 赵 爽 分 别 作出 的 ; 最 近 有 人 对 《 周 佣 算 经 》 的 商 
高 论 数 之 法 作出 新 的 解释 ， 认 为 其 中 隐 少 着 对 此 定理 的 一 般 证 
明 。 由 于 这 段 文字 以 “ 数 之 法 出 于 圆 方 ” 开 头 , 以 往 的 注释 者 
几乎 都 将 注意 力 放 在 它 的 象 数 意义 上 ， 而 忽视 了 其 相当 具体 的 
数学 内 涵 。 现 照 录 此 节 如 下 : 


“ 数 之 法 出 于 图 方 。 图 出 于 方 ， 方 出 于 矩 ， 矩 出 于 九 
九 八 十 一 。 故 折 人 算 以 为 名 广 三 ， 股 修 四 ， 径 隅 五。 即 方 之 
外 ， 半 其 一 拭 ， 环 而 共 盘 ， 得 成 三 、 四 、 五 。 两 矩 共 长 一 
十 有 五 ， 是 谓 积 矩 。 故 秀之 所 以 治 天 下 者 ， 此 数 之 所 生 
也 。”@ 


矩 是 古代 制图 与 测量 的 工具 ,其 形状 为 一 等 腰 直 角 三 角形 。 
用 一 斜 线 连 接 矩 尺 两 边 上 任意 两 点 ， 这 就 是 “ 折 矩 >。 如 图 4 一 
28 左 , 若 AB=-3，BC=4,， 则 AC=5, 这 里 先 以 数 例 给 出 了 色 
股 定理 的 一 个 特例 。 选 择 这 一 组 数据 是 为 了 附会 “ 数 之 法 出 于 
圆 方 ” 的 命题 ， 因 为 3 和 4 正 是 古代 的 圆 、 方 之 数 ， 实 际 下 文 


QD ”先后 就 此 发 表 见 解 的 有 陈 良 佐 、 李 国 伟 、 程 贞 一 等 ,关键 是 对 “ 析 和 矩 ”、 
“ 环 而 共 盘 ”等 语 的 理解 ， 本 书 介绍 李 国 伟 的 解释 ， 参 阅 其 《 论 ( 周 通 算 经 ;“ 商 高 
日 数 之 法 出 于 图 方 ” 章 》,《【 台 济 ) 第 二 届 科 学 中 研讨 会 汇 刊 》 作者 校 阅 此 书 清 样 
期 间 , 又 读 到 李 继 闵 的 《 商 高 定理 辩证》, 感到 其 解说 更 为 简要 , 可 惜 这 里 已 不 可 能 
详 加 介绍 了 。 

多 《再 何 算 经 )》 卷 上 ,《 宋 刻 算 经 六 种 }。 


图 4--28 环 而 共 盘 示意 


的 证 明 与 这 组 数据 无 关 。“ 即 方 之 外 ”应 作 图 4 一 28 中 那样 的 理 
解 : 在 矩形 ABCD 之 外 作 四 个 正方 形 ;“ 半 其 一 矩 > 是 指 取 此 和 拢 
形 之 半 , 也 就 是 勾 股 形 ABC;“ 环 而 共 盘 ”的 结果 应 如 图 4 一 28 
右 所 示 : 此 图 由 勾 股 形 ABC 环绕 一 周 而 成 。 现 在 来 看 正方 形 
FBKN ， 它 可 由 两 个 正方 形 和 两 个 矩形 组 成 ， 即 
口 NB= 口 LC 二 门 RA 十 口 ND 二 口 DB= 口 LC 十 口 EA 
+27]DB 
另 一 方面 ， 它 又 可 由 一 个 正方 形 和 四 个 刍 股 形 所 组 成 ， 即 
DNB = 口 MA 十 人 AABC 二 ACKM + AMNO 十 
AOEFA=DMA+4A 人 ABC 


而 [DB=2 人 入 ABC 
故 [CLC+ODEA = 站 MA 
即 于 AH+ 口 CI= 门 MA 


仍 以 匀 三 股 四 为 例 , 则 有 “两 矩 共 长 二 十 有 五 ， 是 亩 积 矩 *， 这 
里 的 “两 矩 ” 意 指 口 AH 和 口 C1, 将 它们 化 成 一 个 宽 为 1 的 等 积 
长 方形 〈 即 “ 积 矩 ")， 其 “长 ”为 25。 

赵 爽 为 《 周 伍 算 经 ) 勾 股 圆 方 图 注 道 : _ 


“ 案 弦 图 又 可 以 义 、 股 相 乘 为 朱 实 二 ， 们 之 为 朱 实 四 ， 
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以 勾 股 之 差 自 乘 为 中 黄 实 。 加 差 实 一 亦 成 孩 实 。2@ 


左 为 弦 图 之 一 部 分 ,8 由 四 个 全 等 的 
NA 勾 股 形 和 一 个 正方 形 所 组 成 ， 设 勾 股 形 的 
< 三 边 依次 为 a、b、c, 则 正方 形 的 边 长 等 于 


AN 勾 股 差 b 一 as ， 由 此 图 和 术 文 可 得 
2ab 十 (b 一 a) 一 c? 


图 4 一 29 弦 图 -- 将 (b 一 a)* 展开 即 得 勾 股 定理 。 
刘 微 的 证 明 则 完全 借助 图 形 的 出 入 相 补 而 不 需要 最 后 这 一 
步 代 数 运算 〈 见 本 书 第 357 页 )。 
“ 勾 股 算术 
除 勾 股 定理 之 外 ， 赵 丈 在 勾 股 圆 方 图 注 中 还 证 明了 几 个 有 
关外 和 股 形 的 命题 ， 它 们 是 : 
)“ 勾 实 之 窍 以 股 弦 差 为 广 ， 股 弦 并 为 误 。” 
图 4 一 30 之 大 方形 表示 弦 方 ， 小 方形 表示 股 方 ， 由 勾 股 定 
理 可 知 剩余 曲 尺 形 面积 等 于 勾 方 。 将 此 “ 勾 实 之 和 矩 ” 按 虚线 所 
示 以 到 补 虚 ， 得 到 一 个 等 积 的 长 方形 ， 其 长 为 股 弦 和 ， 宽 为 股 
弦 差 ， 由 此 证 得 
a2 一 (c+b) (c—b) 
)“ 股 实 之 矩 以 勾 弦 差 为 广 ， 勾 弦 并 为 窒 。” 
与 (1) 类 似 ， 由 图 4 一 31 可 证 得 
b:= (c+a) (c 一 a) 


@ 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 18 页 。 

多 ” 传 本 《 周 侠 算 经 》 中 的 弦 图 即 本 书 图 4 一 33， 钱 宝 琼 认 为 不 能 完整 解释 赵 
爽 的 图 注 ， 遂 补 四 图 ， 又 以 传 本 之 弦 图 为 并 实 图 ; 参阅 ( 算 经 十 书 ) 上 册 ， 第 15 一 
18 页 。 


图 4 一 30” 纺 图 2 图 4 一 31 弛 图 三 
03)“ 两 差 相 乘 ， 倍 而 开 之 。 所 得 ， 以 股 弦 差 增 之 ， 为 勾 ; 
以 勾 弦 差 增 之 ， 为 股 ; 两 差 增 之 ， 为 弦 。 
如 图 4 一 32, 大 方形 为 弦 方 , 内 中 两 个 部 分 重合 之 小 方形 分 
别 为 勾 方 和 股 方 。 由 图 可 知 c* 一 《I 十 了 1) 一 3 十 bb 一 下 ， 再 由 
勾 股 定理 可 知 工 十 下 一至 ， 即 


2 (c—a) (c—b) = (Ca 十 b 一 c) 
于 是 a 一 V2 (c 一 a) (c—b)+ (c—b) 
b= V2 (c 一 a) (c—b)+ (ec—a) 
c= V2 (c—a) (c—b)++ (ca) + (c—b) 
(4)“ 大 方 之 面 ， 即 勾 股 并 也 。 令 并 自 乘 ， 倍 弦 实 乃 减 之 ， 
开 其 余 , 得 中 黄 方 。 黄 方 之 面 , 即 勾 股 差 。 以 差 减 并 而 半 之 ,为 
勾 。 如 差 于 并 而 半 之 ， 为 股 。 
如 图 4---33, 弦 方 之 外 拼 上 四 个 勾 股 形成 一 大 方 , 其 边 长 为 
勾 股 和 。 由 图 可 知 此 大 方 比 弦 方 之 2 倍 少 一 中 心 黄 方 ， 黄 方 的 
边 长 是 勾 股 差 .， 于 是 有 
(a+b):=2c:-— (ba) 
项 a 十 b 一 V2c:— (b 一 a): 
b 一 a 一 V2cz 一 〈a 十 b)2 
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一 


一 


图 4 一 32” 弱 图 四 图 4 一 33 ” 弱 图 五 
以 上 四 类 公式 ,《 九 章 算术 》 中 都 有 反映 。 勾 股 章 第 6 至 10 
题 ， 以 及 第 14、21 题 ， 篆 属于 已 知 勾 ( 股 ) 和 上 股 ( 勾 ) 弦 差 求 
股 〈 勾 )、 弦 的 类 型 ， 要 用 到 (1) 或 (2) 中 的 公式 来 求解 。 例 
如 第 6 题 为 ,“ 今 有 池 方 ~- 丈 . 茂生 其 中 央 ,， 出 水 一 尺 。 引 芒 赴 
岸 ， 适 与 岸 齐 。 问 水 深 ， 蕊 长 各 几何?” 


如 图 BC 为 和 如，DC 为 股 绢 差 ， 应 用 
(1) 中 公式 可 得 股 弦 和 
c 十 b= 一 下 
股 弦 和 与 股 弦 差 之 差 的 一 半 为 股 ， 即 


所 以 术 文 说 :“ 半 池 方 自 乘 , 以 出 水 一 尺 自 
图 4 一 34 项 生 池 中 乘 ， 减 之 ， 余 ， 倍 出 水 除 之 ， 即 得 水 深 。” 
勾 股 章 第 12 题 为 :“ 今 有 户 不 知 高 广 ， 竿 不 知 长 短 。 横 之 
不 出 四 尺 ， 从 之 不 出 二 尺 , 斜 之 适 出 。 问 户 高 , 广 , 鹿 各 几何 ?>” 
按 题 意 可 知 “ 横 之 不 出 ”为 色弱 差 ,“ 从 之 不 出 ”为 股 弦 差 ,此 
题 属于 已 知 两 差 求 勾 、 股 、 避 的 类 型 ， 应 用 (3) 中 的 公式 即 可 
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求解 。 
勾 股 章 第 11 题 为 :“ 今 有 户 高 多 于 广 六 尺 八 寸 ， 两 隅 相去 
适 一 丈 。 问 户 高 、 广 各 几何 ?” 按 题 意 可 知 “高 多 于 广 ” 为 勾 股 
差 , “两 隅 相去 ”为 弦 ， 属 于 已 知 勾 股 差 和 弦 求 勾 、 股 的 类 型 ， 
应 用 《4) 中 的 公式 即 可 求解 。 

刘 微 对 所 有 这 些 解 法 都 给 出 了 与 赵 爽 相 类 似 的 证 明 。 同 赵 
爽 对 勾 股 圆 方 图 的 说 明 一 样 ， 他 的 方法 也 是 奠基 在 出 入 相 补 原 
理 之 上 的 图 验 法 ,9 刘 、 赵 几乎 同时 但 却 各 自 独 立地 对 十 九 数 中 
的 色 股 内 容 进 行 整合， 标志 着 中 国 式 的 几何 学 已 脱离 了 纯粹 应 
用 的 原始 形态 而 呈现 出 理论 化 的 倾向 。 

一 般 来 说 ， 寿 已 知 勾 股 形 的 

a、b、c、a 二 b、a 十 c、b 十 c、b 一 a、c 一 a、c 一 b 
中 任何 两 项 ， 求 其 他 项 的 算法 共有 C= 36 种 类 型 ， 合 并 同类 
(例如 上 述 (1) (2) 两 种 就 可 视 为 同一 类 型 , 只 须 将 a 换 成 b 即 
可 》 则 有 包括 勾 股 定理 在 内 的 六 种 基本 类 型 。 刘 、 赵 二 氏 证 明 
了 其 中 四 种 算法 或 公式 的 原理 。 自 斯 磋 后 ， 中 算 家 对 这 一 课题 
的 研究 几乎 连绵 不 绝 ， 又 陆续 引入 
人 = 也 ab、 tlatb)ct tb ac— (ba). 
(a+b)—c 

等 项 ， 共 成 91 种 组 合 20 种 基本 类 型 。 王 孝 通 、 朱 世 杰 、 顾 应 
祥 、 周 述 学 、 梅 文 兢 、 陈 厚 粹 、 梅 于 成 等 人 都 曾 研 究 过 新 的 类 
型 并 提出 相应 公式 或 算法 。 从 本 质 上 说 ， 这 些 公式 和 算法 都 是 
勾 股 定理 的 推广 。 有 些 数 学 家 ， 例 如 顾 应 祥和 李 锐 ， 就 把 这 一 
整套 围绕 着 勾 股 定理 的 算法 或 公式 称 为 勾 股 算术 。 


@ 参阅 梅森 照 《 刘 徽 的 勾 敢 理论 》， 《科学 史 和 集刊，， 第 11 期 。 
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下 面 来 看 梅 文 易 《 色 股 举 隅 》 中 提出 的 两 个 公式 : 
图 4 一 35 中 大 方 表 示 弦 方 , 右 下 角 小 方 表示 勾 股 差 的 平方 ， 
按 图 示 虚 线 以 盘 补 虚 则 有 
cc 一 (b 一 a)*? 二 1 十 I 十 二 [c 十 (bb 一 a)] [5c 一 
(b—a)) 
再 由 图 4--29 可 知 
cc 一 (ba)’<=4 八 
所 以 fc 十 (ba)] fc 一 (b 一 a)] 一 4 人 
图 4-- 36 中 大 方 表 到 色 股 和 的 平方 , 右 下 角 小 方 表示 弦 方 ， 
按 图 示 虚 线 以 鳃 补 虚 则 有 
(a 二 b) 一 一 [十 五 二 了 
= “(a 十 b) 十 cj[(a+b)—c) 
而 在 图 4 33 中 有 
(a 十 b) 一 c* 一 4 和 八 
所 以 (a+by+ejit(tat+b)—cj=4 八 
对 此 两 式 梅 文 易 总 结 道 蓄 较 较 乘 弦 较 和 之 积 与 弦 和 较 乘 
芒 和 和 之 积 等 为 四 勾 股 万 立法 之 根 也 ， 而 其 理 旨 在 户 图 中 。 


图 4 一 35 梅 氏 证 图 - 图 4 一 36 梅 氏 证 图 二 
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特别 值得 提出 的 是 ， 在 代数 符号 系统 未 曾 得 到 充分 发 展 的 
古代 中 国 ， 勾 股 算术 中 的 术语 往往 是 中 算 家 用 来 描述 二 次 代数 
关系 的 工具 ， 例 如 对 于 恒等式 

(ba)’=a’ 二 +b’—2ab 
中 算 家 会 以 “ 黄 方 之 实 等 于 弦 方 减 四 多 股 ” 这 样 一 种 形式 来 表 
达 。 在 中 国 古 代数 学 中 ， 勾 股 算术 中 的 结论 犹如 欧 氏 几何 中 的 
定理 一 样 地 被 用 来 进行 推理 ,这 是 勾 股 算术 的 一 个 重要 的 特征 。 
为 了 更 好 地 说 明 这 一 事实 ， 我 们 再 用 梅 文 易 《几何 通 解 》 中 的 
一 个 例子 来 说 明 : 

为 了 证 明 《 几 何 原 本 》 卷 二 的 命题 8 一 一 任意 两 分 一 线段 
AB 于 C 点 , 则 由 原 线段 AB 与 其 中 一 个 分 段 BC 构成 之 矩形 的 
四 倍 与 另 一 分 段 AC 上 之 正方 形 的 和 等 于 原 线段 AB 与 前 一 分 
段 BC 之 和 上 的 正方 形 , 梅 氏 径 取 AB 为 股 、BC 为 义 ， 然 后 册 
图 4 一 33 立 得 “ 医 内 有 长 方形 四 ， 和 缘 勾 乘 股 之 积 ， 又 有 勾 股 较 
自 乘 瞪 一 ”"， 也 就 是 

4ab 二 (b 一 a)* 二 (a 十 b)? 
即 4AB . BC+AC= (AB+BCY? 


勾 股 容 方 

《 九 章 算 本 》 勾 和 股 章 第 15 题 为 :“ 今 有 勾 五 步 ， 股 十 二 步 。 
问 勾 中 容 方 几何 ?” 术 文 为 :“ 并 勾 、 股 为 法 , 勾 股 相 乘 为 实 , 实 
如 法 而 一 ， 得 方 一 步 .” 刘 徽 对 此 作 了 两 个 证 明 ， 其 一 用 图 验 ， 
其 二 用 比率 。 我 们 仅 介 绍 前 者 : 
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刘 微 注 称 : “ 匈 股 相 乘 为 
朱 、 青 、 黄 带 各 二 。 令 黄 睫 变 
于 隅 中 ， 朱 、 青 各 以 其 类 ， 令 
从 其 两 径 ， 共 成 修之 器 :中方 
黄 为 广 ， 并 勾 、 股 为 蛮 。 故 并 
勾 股 为 法 。" 知 以 d 表 勾 股 内 容 
正方 形 的 边 长 ， 由 图 显 见 


ab 一 〈a 十 b) d 
一 人 改 4 一 二 


图 4 一 37 勾 股 容 方 
勾 股 章 第 17 至 21 题 都 以 “ 今 有 邑 方 ”或 “ 今 有 邑 ”开头 ， 
其 构图 布 算 都 与 勾 股 容 方 (或 长 方 有 关 ， 
与 勾 股 容 方 有 点 类 似 的 一 个 问题 
由 左 图 所 示 , 图 中 1 二 1', 1 二 1'， 
由 出 入 相 补 原理 可 得 口 直 一 口 横 。 中 
国 古 代数 学 家 很 早 就 已 认识 了 这 一 命 
股 中 容 直 题 :《 周 租 算 经 》 中 的 日 高 图 和 赵 殉 的 
补 注 就 利用 了 这 一 性 质 ， 刘 微 对 重 差 公式 的 推导 也 很 可 能 与 这 
一 命题 有 关 ; 杨辉 则 首先 用 明确 的 文字 将 其 表述 出 来 ， 


“ 直 田 之 长 名 股 ， 其 闽 名 勾 ， 于 两 隅 角 斜 办 一 线 ， 其 
名 强 。 弦 之 内 、 外 分 二 勾 股 ， 其 一 名 中 容 横 ， 其 一 股 中 容 
直 ， 二 积 二 数 茹 同 。o 


Em 


DD 南宋) 杨 烷 《 续 古 摘 奇 算法 》 卷 下 ， 海 总 题 解 。 
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他 又 指出 这 一 命题 是 重 差 测量 的 理论 依据 ， 关 于 这 一 点 我 们 将 
在 后 面 详 论 。 

1 梅 文 易 有 -一 个 应 用 此 命题 的 精采 例 
子 ， 这 是 中 国 十 代数 学 中 为 数 不 多 的 一 
个 极 值 问题 。 他 在 《几何 通 解 ) 中 提出 : 
在 所 有 两 边 与 勾 、 股 重合 、 田 一 相对 项 
忆 在 斜 边 上 的 勾 股 内 容 矩 形 之 中 ， 以 其 
两 边 各 为 勺 、 股 之 半 的 那 一 个 面积 为 最 

Cc 让 大 。 他 的 证 明 很 简单 : 在 图 4 一 39 中 , 设 

图 4- .39 梅 氏 证 图 : D、E 分 别 为 勾 股 之 中 点 , S 为 弦 上 任意 
一 点 ,， 则 有 DjSD=DKS, 口 FH= 口 KMD 品 KS, 于 是 品 FH 半 
[ESD， 两 边 再 同 加 上 口 MC， 即 肿 FC 守 品 SC，。 

入股 容 图 

勾 股 容 圆 问 题 最 早 也 见于 《 九 章 算术 》, 勾 股 章 第 16 题 为 : 
“ 今 有 勾 八 步 ， 股 十 五 步 。 问 色 中 容 圆 ， 径 几何 ?” 术 旦 :“ 八 步 
为 勺 ， 十 五 步 为 股 ， 为 之 求 弦 。 三 位 并 之 为 法 ， 以 色 匀 股 ， 售 
之 为 实 。 实 如 法 得 径 一 步 .” 若 以 d 表示 勾 股 形 内 切 圆 直径 ， 则 


2ab 


d= a 十 b 才 C 


刘 徽 注目 :“ 勾 、 股 相 乘 为 图 之 本 体 ， 朱 、 青 、 黄 寡 各 二 ， 
倍 之 则 各 为 四 .可 用 画 于 小 纸 , 分 裁 邪 正之 会 , 令 址 倒 相 补 , 各 
以 类 合 ， 成 修 医 : 圆 径 为 广 ， 并 勾 、 股 、 弦 为 吉 。 故 并 勾 、 股 、 
弦 以 为 法 。" 这 是 一 个 图 验 法 的 证 明 ,“ 颠 倒 相 补 , 各 以 类 合 ” 的 
方式 应 如 下 页 图 所 示 。 
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刘 微 也 用 比率 理论 对 此 术 进 
行 了 证 明 ， 他 又 提出 了 两 个 新 的 
公式 : 

d 一 a 十 b 一 <c 
d= V2 (c—a) Cc—b) 


联系 此 二 式 的 就 是 已 知 两 差 求 弦 
和 较 的 公式 ， 赵 误 和 刘 徽 对 勾 股 
章 第 12 题 的 注 中 都 已 证 明 , 前 式 
则 可 直接 由 图 4 一 40 得 到 ，。 

宋 元 著 作 中 有 许多 关于 圆 与 
勾 股 形 关系 的 内 容 《 数 书 九 章 》、 
《四 元 玉 鉴 》 及 石 信道 的 《 铃 经 》 
等 书 均 有 反映 ， 李 冶 的 《 测 圆 海 
镜 ) 更 是 一 部 专 论 此 题材 的 著作 ，。 

图 4 一 40” 勾 股 容 贺 李 治 自序 “老大 以 来 ， 得 洞 渊 九 
容 之 说 ”;“ 洞 渊 ” 是 人 名 还 是 书 名 现 已 无 从 详 考 ， 但 自 清末 李 
善 兰 以 来 ， 研 究 者 都 认为 “ 九 容 之 说 ”就 是 《 测 圆 海 镜 》 卷 二 
之 勾 上 容 圆 、 股 上 容 圆 、 弦 上 容 圆 、 勾 股 上 容 圆 、 勾 外 容 圆 、 股 
外 容 圆 、 弦 外 容 圆 、 勾 外 容 圆 半 、 股 外 容 圆 半 等 九 道 题目 ， 现 
分 述 如 下 :9 


@ 图 4 一 41 为 《 测 贺 海 镜 》 卷 首 绘 出 的 贺 城 图 式 . 李 伍 用 ai、bi、ci 表示 直角 
顶点 在 ii=1，2, 3, ……13) 的 勾 股 形 之 三 边 ; 这 一 表达 给 研究 和 陈述 带 来 很 大 
方便 。 参 阅 其 《 测 四 海蚀 研究 历程 考 》,《 中 算 史 论 从 )， 第 四 集 。 
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(1) 勾 上 容 圆 ( 指 圆心 在 2 号 勾 
股 形 的 勾 as 之 上 ) 
d 二 2azb, 
人 ~ b;,++c, : 
(2) 股 上 容 圆 ( 指 圆心 在 3 号 勾 
0 股 形 的 股 bs 之 上 ) 
2asb, 
”as 十 ¢， . 
(3) 驼 上 容 圆 ( 指 圆 心 在 一 勾 股 
i 形 的 弦 上 ) 车 以 a 、b 表示 图 中 虚线 


911 5 3 


图 4 一 4 阅 城 图 式 色 股 形 的 勾 、 股 ， 由 勾 股 容 方 公式 可 


9a’'b’ 
a/ 十 b! 
(4) 勾 股 上 容 圆 ( 指 圆心 在 12 号 勾 股 形 之 勾 at 与 股 bz 的 
交点 上 ) 


d= 
(5) 勾 外 容 圆 〈 指 与 10 号 勾 股 形 的 勾 aio 相 外 切 ) 
2aiobio 
d= 于 (bo 一 aio) 
(6) 股 外 容 圆 《〈 指 与 11 号 勾 股 形 的 股 bu 相 外 切 ) 
2aubu 
a 
(7) 弦 外 容 圆 ( 指 与 13 号 勾 股 形 相对 的 色 股 形 的 弦 cs 相处 
切 ) 


d 二 2aisb1 
(ais 十 b,,)》 Cs 


(8) 勾 外 容 贺 半 ( 指 与 14 号 勾 股 形 的 勾 as 相 外 切 ) 
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_ 2aiib,， 


(9) 股 外 容 圆 半 〈 指 与 15 号 勾 股 形 的 股 bjs 相 外 切 ) 


2alisb,: 
二 一 一 一 一 
ci5 一 bi; 


以 上 九 式 的 分 子 都 是 勾 股 积 的 2 倍 , 分 母 为 边 的 和 或 差 , 在 
形式 上 与 勾 股 容 贺 公式 十 分 类 似 。 清 代 许 多 数学 家 都 曾 探 讨 过 
九 容 公 式 的 来 源 ， 其 中 李 善 兰 的 见解 最 为 合理 。 他 在 《天 算 或 
问 》 中 写 道 :“ 勾 股 容 圆 及 九 题 ， 缘 以 勾 股 相 乘 倍 之 为 实 ， 而 法 
则 各 异 ， 要 和 皆 以 容 圆 之 大 勾 股 为 主 。 大 勾 股 以 三 事 和 为 法 ， 得 
圆 径 . 勾 上 容 圆 之 勾 股 ， 其 三 事 和 即 大 色 股 之 股 弦 和 ， 故 即 以 
股 纺 和 为 法 。 股 上 容 圆 之 勾 股 , 其 三 事 和 即 大 色 股 之 色弱 和 ，, 故 
即 从 色 弦 和 为 法 。 此 即 连 比例 中 率 自 乘 ， 末 率 除 之 ， 得 首 率 之 
理 也 .” 实 际 上 ， 除 了 (3) 式 可 以 视 为 勾 股 容 方 以 外 ， 其 余 八 
个 公式 都 可 以 由 勾 股 容 圆 公式 经 过 比率 变换 导出 来 。 试 以 勾 上 
容 圆 即 公式 (1) 为 例 ， 因 为 图 中 的 实 线 勾 股 形 都 相似 ， 遂 有 


d 


a 十 bj 十 cas 十 bs; 二 c。 bi 十 cl b, 十 c， 
2aib， 2a,b, 


ppte) rte) (Tbste,) CD 二 
考虑 到 “ 勾 上 容 圆 之 色 股 , 其 三 事 和 即 大 刍 股 之 股 弦 和 ”, 也 就 
是 

a 十 bs 十 cs 一 bj 十 cj 

2aib, 2a,b, _ | 

ai 十 bi 十 cl bb, 十 ec， 
李 冶 在 润 浏 九 容 术 的 启发 下 写成 《 测 圆 海 镜 》, 全 书 170 问 
都 是 围绕 着 贺 城 图 式 所 展开 的 勾 股 形 与 圆 的 关系 问题 。 卷 一 录 
有 识别 杂记 692 条 ， 分 别 曾 明 各 勾 股 形 诸 线段 及 其 和 、 差 、 积 


所 以 
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之 间 的 关系 ， 各 条 内 容 深浅 不 一 ， 其 中 名 为 诸 杂 名 目 中 的 最 后 
10 条 可 以 说 是 全 书 的 基本 公式 ,多数 题目 的 布 列 与 演算 都 离 不 
开 它 们 。2 这 10 个 公式 是 : 

a11 xb 一 
aio X bij, 一 5 


2 
ais Xb 一 天 


2 
dz 
al 义 bs 一 六 


b, x b's = (Sy 


A Xa 一 (Sy 


d 
as Xb;,= (5) 
d 2 
(《a15 士 cls) (bu -十 cv) 一 《7 ) 
(al 十 Ci) (bs 十 cis) 一 (Sy 
ai Xb,=d’ 


每 一 个 公式 都 相当 于 一 条 几何 学 定理 ， 它 们 对 于 后 面 诸 卷 
中 应 用 问题 的 解决 是 很 重要 的 。 例 如 卷 三 第 2 题 ， 相 当 于 已 知 
an、b;， 求 4d, 设 4d 二 x， 于 是 

2b,—xX—= 2b,, 
又 因 2an Xbiwo=d’ 


QD 参阅 梅 荣 照 《 李 冶 及 其 数学 著作 》,《 宋 元 数学 史 论 文集 》。 李 促 则 以 十 四 事 
为 根本 ， 另外 四 个 公式 是 : (cl 一 al)《cl 一 bl) 一 d2/2， ai2Xbiy 一 ctXca， al3 Xbis= 
2aitXbis，aizXxbis 一 2asxbl， 见 其 《 测 圆 海 镜 研究 历程 考 》。 
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内 all (2b,—x) =x’ 
郧 得 —x:—alx 二 2anb,=0 

李 治 在 用 天 元 术 列 方程 和 解 方程 的 时 候 ， 通 常 都 是 直接 引 
用 识别 杂记 中 的 结果 ， 用 “本 法 识别 得 ”云云 来 注 明 立 术 和 代 
换 的 理由 ， 这 种 作法 有 点 类 似 于 欧 几 里 得 的 《原本 》 而 与 传统 
的 九 章 著作 体例 相抵 生 。 当 然 ,《 测 圆 海 镜 》 中 的 内 容 基本 上 还 
是 在 《 九 章 算术 》 勾 股 容 圆 问题 的 框架 上 发 展 起 来 的 ， 它 的 识 
别 杂记 也 不 能 等 同 于 《原本 》 中 的 公理 体系 。 但 是 《 测 圆 海 
镜 》 的 确 向 世人 证 明了 ， 以 勾 山 术 为 核心 的 中 国 古代 几何 学 具 
有 丰富 的 内 容 和 它 自己 的 特定 推理 模式 ,《 九 章 算术 》 也 不 是 中 
算 家 从 事 数学 著作 的 唯一 范本 。 


(二 ) 勾 股 测量 


背景 、 原 理 及 主要 工具 

中 国 古 代 有 很 发 达 的 测量 技术 。《 周 解 算 经 》 开 篇 就 借 周 公 
之 口 提 出 “ 夫 天 不 可 阶 而 升 ， 好 不 可 得 只 寸 而 度 ， 请 向 数 安 从 
出 ”的 疑问 , 然后 由 商 高 大 讲义 股 术 的 基本 原理 和 用 和 抢 之 道 。 起 
克 注 则 称 : “ 劝 治 涝 水 , 决 流 江 河 。 望 山川 之 形 , 定 高 下 之 势 …… 
乃 勾 股 之 所 由 生 也 。” 的 确 , 持续 的 天 文 观测 记录 、 巨 大 的 军事 
和 水 利 工 程 、 宏 伟 的 建筑 ， 乃 至 姥 县 村 野 的 划分 、 田 亩 土地 的 
丈量 、 地 图 的 绘制 等 等 ， 无 一 离 不 开 测 量 。 古代 的 测量 技术 大 
致 可 分 为 两 类 : 一 类 是 直接 的 测量 ， 另 一 类 是 间接 的 测量 。 在 
中 国 古 代 ， 前 者 处 理 的 问题 多 为 方 田 、 商 功 之 属 ， 后 者 则 是 色 
股 、 重 差 的 主要 内 容 。 

勺 股 测 量 的 理论 依据 是 相似 色 股 形 对 应 边 成 比例 的 性 质 。 
《 周 钥 算 经 》 测 日 径 术 提 到 “以 率 率 之 ”， 实 际 上 就 是 利用 了 这 
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一 性 质 。 刘 微 在 《 九 章 算术 》 勾 股 容 方 术 注 中 则 明确 地 提出 了 
“( 诸 相 似 勾 股 形 ) 其 相 与 之 势 不 失 本 率 ” 的 命题 。 同 时 我 们 也 
要 注意 ， 葛 基 在 出 入 相 补 原理 之 上 的 “ 勾 中 容 横 股 中 容 直 二 积 
二 数 丝 同 ” 命 题 ， 与 上 述 “ 相 与 之 势 不 失 本 率 ” 的 命题 是 等 价 
的 ， 因 此 中 算 家 也 可 能 采用 后 者 这 种 更 直观 的 形式 来 建立 其 勾 
股 测 量 的 理论 。 : 

勾 股 测量 的 主要 工具 有 两 种 ;一 为 矩 ， 二 为 表 。 竹 就 是 弯 
成 直角 的 曲 尺 ， 有 的 两 边 有 刻度 .。《 周 佣 算 经 》 中 商 高 用 和 矩 之 道 
为 :“ 平 年 以 正 绳 ,， 候 矩 以 望 高 , 覆 矩 以 测 深 ， 卧 矩 以 知 远 ”, 形 
象 地 描述 了 根据 测量 对 象 的 位 置 使 用 矩 的 不 同方 式 。 表 就 是 垂 
直 的 量 杆 ， 古 代 立 表 测 影 以 计时 间 ， 以 至 我 们 今日 还 把 手腕 上 
戴 的 计时 工具 称 作 表 .9@ 关于 用 表 的 方法 ， 刘 微 在 《海岛 算 经 》 
中 有 所 介绍 , 关键 的 步骤 是 要 “ 参 相 直 ”, 即 人 目 、 表 端 和 测 点 ， 
或 者 两 个 表 端 和 测 点 必须 在 同一 直线 上 。 

旁 要 和 其 他 简单 的 测量 问题 

郑 众 所 注 九 数 名 目 中 ， 唯 一 不 能 与 《 九 章 算术 》 章 名 对 应 
的 是 位 于 最 后 的 旁 要 ， 而 勾 股 不 在 郑 注 古 九 数 之 内 ( 见 本 书 第 
14 页 )。 由 此 看 来 , 古代 旁 要 当 为 勾 股 之 一 部 分 。 顾名思义 ， 旁 
要 (y60) 乃 从 旁 要 取 之 意 ， 引 伸 来 就 是 间接 测量 的 技术 。《 九 
章 算 术 》 色 股 章 后 八 问 皆 为 间接 测量 的 题目 , 尤其 最 后 三 题 , 刘 
徽 谓 之 “ 立 四 表 望 远 及 因 木 望 山 之 术 ， 皆 端 旁 互 见 ， 无 有 超收 
若 斯 之 类 .” 它 们 很 可 能 就 是 古 旁 要 的 流风 余 韵 .@ 


QD 大 便 说 ,《 周 骨 》 中 的 “外” 字 也 是 表 的 意思 ， 修 折 意 大 周 骨 ， 与 般 同 义 ， 
会 意 为 直立 。 
加 ”参阅 钱 宝玉 《 中 国 数学 史 》， 第 45 一 46 页 。 
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图 4 一 42” 色 外 见 林 图 4 一 43 ” 因 木 望 山 
勾 股 章 第 17 至 21 题 皆 与 一 方形 城池 有 关 ， 或 以 其 为 参照 
测 其 旁 距离 ， 或 在 旁 设 点 测 此 城 之 大 小 。 以 第 17 题 为 例 :“ 今 
有 吧 方 二 百 步 ， 各 中 开门 。 出 东 门 十 五 步 有 木 ， 问 出 南 门 几何 
步 见 木 ?” 如 图 BC 二 EC 一 100 步 ，DE 二 15 步 ， 按 术 文 有 
_ BCXxEC 100? 


RARR 
AB 一 DE = 一 666 5 ( 步 )。 


勾 股 第 23、24 题 属于 同一 类 型 , 都 需要 借助 一 表 来 进行 测 
量 。 以 第 23 题 为 例 :“ 有 山居 木 西 ， 不 知 其 高 。 山 去 木 五 十 三 
里 ， 木 高 九 丈 五 尺 。 人 立木 东 三 里 ， 望 木 末 适 与 山峰 斜 平 。 人 
目 高 七 尺 。 问 出 高 几何 ?” 

如 图 CD=95 尺 ,，EF 一 7 尺 , BD 一 53 里 , DF 一 3 里 , 按 术 
文 有 


_ (CD 一 EF) xBD 

DF 

_ (95—7) X53 
3 


AB +CD 
十 95 


一 1649 六 ( 尺 ) 
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A 勾 股 章 第 22 题 造 术 十 分 巧妙 ,因为 
测 点 周围 无 所 依 借 ， 遂 用 四 表 构 成 一 个 

类 似 方 邑 的 图 形 :“ 有 本 去 人 不 知 远 近 。 

EF | 立 四 表 ， 相 去 各 一 丈 ， 令 左 两 表 与 所 望 

参 相 直 。 从 后 右 表 望 之 ,入 前 右 表 三 寸 。 

问 本 去 人 几何 ?” 如 图 A 为 木 BC=BF 


Cc B 二 10 尺 ，EF= 二 0.3 尺 ， 按 术 文 有 
图 4 一 44 四 表 望 木 _BCxBF _ 10 _ 2 
AB— EF 03™3333 
( 尺 ) 


利用 勾 股 比率 进行 间接 测量 的 问题 ， 当 以 《孙子 算 经 》 卷 
下 第 25 题 为 典型 :“ 今 有 竿 不 知 长 得 ， 度 其 影 得 一 丈 五 尺 。 另 
立 一 表 , 长 一 尺 五 寸 , 影 得 五 寸 。 问 竿 长 几何 ?” 此 题 与 古 和 希腊 
哲人 泰利 斯 《Thales， 前 640? 一 前 546 年 ?) 测量 金字 塔 的 传 


说 如 出 一 燥 。 
E ie ! 邓 高 注 《 数 术 
M Nc pc Ni MM 个 利用 全 等 三 角形 
图 4--45 ”三 表 测 水 进行 间接 测量 的 方 


法 ,与 另 一 个 关于 泰利 斯 测量 海中 航船 距离 的 传说 十 分 相似 ， 
“ 今 有 大 水 不 知 广 狭 ， 欲 不 用 算法 ， 计 而 知之 。” 设 图 中 MN 为 
水 宽 , 甄 弯 的 办 法 是 : 在 水 一 岸 委 直方 向 等 距离 地 竖立 三 表 , 由 
中 表 之 A 点 望 水 两 岸 并 将 视线 经 过 前 表 之 E、D 两 点 记 下 ; 然 
后 在 后 表 上 标识 出 等 高 的 E' 、D' 两 点 ,视线 AE' 、AD' 与 大 
地 交 于 M ”和 N', 度量 MN 即 知 水 宽 。 

勾 股 量 天 术 
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盖 天 说 是 流行 于 西汉 时 期 的 一 种 宇宙 结构 学 说 ， 其 显著 特 
征 之 一 就 是 可 以 在 天 高 地 广 、 人 目 有 限 的 前 提 下 运用 勾 股 术 间 
接地 测 出 天 地 之 数 ， 从 而 显示 出 其 理论 的 可 征 性 。《 周 佣 算 经 》 
卷 上 陈 子 论 日 的 一 段 话 ， 就 是 关于 这 一 技术 的 具体 描述 ， 


“夏至 南 万 六 千里 ， 冬 至 南 十 三 万 五 千里 ， 日 中 立 竿 
无 影 。 此 一 者 天 道 之 数 。 周 年 长 八 尺 ， 夏 至 之 日 共 一 尺 六 
寸 。 租 者 ， 股 也 。 正 蕉 者 ， 名 也。 正 南 千里 ， 和 名 一 尺 五 十 。 
正 北 千 里 ， 和 名 一 尺 七 寸 。 日 益 南 ， 曼 益 长 。 候 名 六 尺 ， 即 
取 竹 ， 空 径 一 寸 ， 长 八 尺 ， 捕 影 而 视 之 ， 空 正 掩 日 ， 而 日 
应 室 。 由 此 观 之 ， 率 八 十 寸 而 得 径 一 寸 。 故 以 句 为首， 以 
角 为 股 。 从 租 至 日 于 六 万 里 而 骨 无 影 。 从 此 以 上 至 日 ， 则 
八 万 里 。 若 求 邪 至 日 者 ， 以 日 下 为 句 ， 日 高 为 股 。 句 、 股 
各 自 乘 ， 并 而 开 方 除 之 ,得 邪 至 日 ， 从 骨 所 志 至 日 所 十 万 
里 。 以 率 率 之 ， 八 十 里 得 径 一 里 。 十 万 里 得 径 千 二 百 五 十 
里 。 故 日 ， 日 径 千 二 百 五 十 里 。”@ 


这 段 文字 包括 五 项 内 容 : 

(1) 由 三 组 实测 数据 〈“ 夏 至 之 日 里 >、“ 正 南 千 里 句 ”、 
“ 正 北 干 里 名 ”得 出 ， 八 尺 之 表 在 子午 线 方向 上 每 隔 千 里 日 影 
相差 一 寸 :在 图 4 一 46 中 .车 以 A、B、C 分 别 表示 彼此 相距 1000 
里 的 测 点 , 在 夏至 日 正午 . AD=1.7 尺 ,BE=1.6 尺 ,CF 一 1.5 
尺 。 这 一 结论 虽然 是 由 夏至 之 日 正午 的 三 个 测 点 得 出 的 ， 但 对 


中 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 26 一 27 页 。 
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任何 日 期 都 适应 ， 只 要 假定 日 高 为 常数 有 是 大 地 为 平面 状 . 吕 

(2) 由 地 隔 千 里 日 影 差 一 寸 的 法 则 推出 测 点 与 “日 下 ” 
(“日 中 立 午 无 影 ” 之 点 ) 的 距离 ““ 骨 至 日 下 ”); 在 图 4 一 46 
中 ， 若 以 B 表示 测 点 所 在 ，G 为 日 下 点 ， 夏 至 日 影 长 BE 二 1.6 
寸 , 由 于 地 隔 干 里 影 差 一 寸 , 由 此 向 北 16000 里 则 影 长 为 0, 于 
是 BG 二 16000 里 ; 同 理 可 知 测 点 距 冬 至 日 下 为 135000 里 , 皆 为 
“天 道 之 数 ”。 

(3) 当 影 长 为 6 尺 时 〈“ 候 名 六 尺 ”) ， 由 简单 比率 关系 可 
求 得 日 高 : 在 图 4 一 46 中 , 设 BE=6 尺 ， 则 BG=B’H==60000 
里 ， BB 二 8 尺 ， 故 得 SH 一 80000 里 ; 忽略 表 高 不 计 ， 此 为 日 
高 之 数 。 

(4) 由 “ 勾 三 、 股 四 、 弦 五 ”可 得 该 点 至 日 距离 〈“ 政 至 
日 ”) 为 100000 里 ,“ 候 句 六 尺 ” 的 目的 仅 在 于 获得 完整 的 数字 。 
对 于 一 般 的 情况 ， 则 应 用 勾 股 定理 计算 ， 在 图 4 一 46 中 ， 

SB= vBG’+SG?’ 

《5) 又 可 由 简单 的 比率 关系 测 得 日 径 ， 在 图 4 一 47 中 : CD 

为 竹 管 径 , OF 为 管 长 , OF 为 “ 斜 至 日 >，AB 为 日 径 ,“ 以 率 率 


| CON | 


OF 80 
一 1250 (里 ) 


OD ”关于 盖 天 说 之 大 地 形状 问题 有 不 同 的 意见 , 就 是 《 周 体 算 经 》 本 文 也 有 相 
互 矛盾 之 处 ;但 就 陈 子 所 述 色 股 量 天 术 而 言 ， 无 疑 假定 大 地 是 平面 状 的 。 
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D AE BFC 


图 4 一 46 ” 测 日 高 远 图 4 一 47 济 日 径 z 

在 西汉 末年 识 纬 之 学 流行 , 颂 生 方士 侈 谈 数 术 的 时 代 ,《 周 
合算 经 》 以 可 征 信 于 近 物 的 急 股 术 和 切实 可 循 的 步 又 ， 测 算出 
一 组 六 地 之 数 来 建构 宇宙 体系 ， 显 示 出 了 其 研究 传统 的 独特 风 
够 。 尽 管 关于 平面 大 地 的 前 提 并 不 正确 ， 限 于 测量 的 精度 所 得 
数据 亦 有 一 定 误 差 ， 但 其 理论 之 自治 、 算 法 之 便捷 却 是 无 可 置 
疑 的 。 另 一 方面 ， 当 这 一 研究 传统 面临 其 他 理论 挑战 之 际 ， 它 
也 必然 会 通过 改进 和 完善 自己 独特 的 测算 技术 来 寻找 生存 和 进 
一 步 的 发 展 ， 重 差 术 的 理论 和 算法 就 是 在 这 种 背景 中 诞生 
的 .由 - 

重 闲 术 的 起 源 、 基 本 公式 及 原理 : 

重 差 术 是 中 国 古 代 一 种 特殊 的 勾 股 测量 技术 ， 它 的 出 现 大 
致 可 以 定 在 公元 1 基 纪 初 。 尽 管 论 者 注意 到 《局 诈 算 经 》 陈 子 
论 日 中 出 现 了 两 表 (实际 上 是 三 表 ) 及 其 影 长 数据 ， 尽 管 后 来 
的 赵 殉 和 刘 徽 都 企图 以 重 差 理 论 来 解释 上 述 中 子 论 日 的 内 容 ， 
但 细 究 《 周 幅 算 经 》 本 文 就 会 发 现 ， 关 于 太阳 高 、 远 、 大 小 的 
数据 都 是 由 简单 的 色 股 比率 推出 来 的 。 另 一 方面 ， 郑 众 注 九 数 


@ 参阅 伟大 为 《 论 (导体 ; 研究 传统 的 历史 发 展 与 转折 》, 《清华 学 报 }, 新 18 
卷 、 第 1 期 ，1988 年 。 : 
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时 声言 “ 今 有 重 差 ”, 说 明 其 时 重 差 术 已 经 出 现 但 相对 于 古 九 数 
来 说 还 是 个 新 鲜 事 物 。 比 郑 众 略 迟 的 张衡 在 《 灵 宪 》 中 曾 说 : 
“用 重 差 义 股 ， 悬 天 之 野 ， 薄 地 之 仪 ， 皆 移 千 里 而 差 一 寸 .” 说 
明 其 时 重 差 已 被 用 来 充实 《 周 藤 算 经 》 的 字 宙 理论 了 。 但 是 无 
论 是 郑 众 还 是 张衡 ， 对 重 差 的 技术 细节 都 未 予 披露 。 
最 早 谈 到 重 差 术 之 细节 和 造 术 原 理 的 是 赵 豆 ， 其 《 周 佣 算 
经 》 日 高 图 注 称 : 


“ 黄 甲 与 黄 乙 其 实 正 等 。 以 表 高 乘 两 表 相 去 为 黄 甲 之 
实 。 以 影 差 为 黄 乙 之 广 耐 一， 所 得 则 次 得 黄 乙 之 豪 ， 上 与 
日 齐 。 按 图 当 加 表 高 , 今 言 八 万 里 者 , 从 表 以 上 复 加 之 。 青 
丙 与 青 已 其 实 亦 等 。 黄 甲 与 青 丙 相连 , 黄 乙 与 青 已 相连 ,其 
实 亦 等 .>@ 


左 为 日 高 图 ,SAB 为 
日 高 ，BD 为 南 表 与 日 下 
点 之 矩 , CD、JK 为 南 、 北 
二 表 。 根 据 勾 中 容 横 等 于 
股 中 容 直 的 性 质 : 

DJD= 口 NJ 

图 4 一 48 日 高 图 DJB=DOHJ 
即 DJD+DCcB=DNJ 十 DHM 


个 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 } 上册， 第 34 页 。 

多 传 本 《有 周 估算 经 》 日 高 轩 有 误 ， 后 人 所 补 日 高 图 亦 多 与 术 文 不 符 。 此 图 和 
证 缘 从 吴 文 俊 《 我 国 古代 测 望 之 学 重 差 理论 评介 兼 评 数 学 史 研 究 中 某 些 方法 问题 》， 
《科技 史 文集 ;， 第 8 辑 。 


第 四 章 ” 商 功 勾 股 411 


故 LICB=LHM : 

此 即 “ 青 丙 与 青 已 其 实 亦 等 ”。 又 因 “ 以 表 高 乘 两 表 相去 为 黄 甲 
之 实 ”， : 

即 DID=CDXDK 

又 因 [J]CB 二 LFC 

得 CHM=[L]FC 

故 MI 王 CQ 

而 JM=JI-MI=KL—CQ=KL—DE 


此 即 “ 以 影 差 为 黄 乙 之 广 ”， 再 考虑 LJD== 门 NJ, 于 是 
_CDxDK_CDxDK 


MN MM KL-DE 
| _CDxDK 
所 以 AB=&F BE+GB 


这 就 是 重 差 术 求 日 高 的 公式 。 赵 爽 特 别 指出 :“ 按 图 当 加 表 高 ， 
今 言 八 万 里 者 ,从 表 以 上 复 加 之 。” 一 面 指出 《 周 估 算 经 》 中 计 
算 日 高 时 未 加 表 高 的 芯 漏 ， 另 一 方面 也 向 读者 上 暗示 《 周 佣 算 
经 》 中 的 日 高 、 远 等 数据 是 由 重 差 术 推导 而 来 的 。 

刘 徽 也 认为 重 差 术 与 古代 测量 日 之 高 远 的 方法 有 关 ， 其 
《 九 章 算 术 序 》 称 : 


“ 立 两 表 于 洛阳 之 城 ， 令 高 八 尺 。 南 北 各 尽 平地 ， 同 
日 度 其 正中 之 景 。 以 景 差 为 法 ， 表 高 乘 表 间 为 实 ， 实 如 法 
而 一 ， 所 得 加 表 高 , 即日 去 地 也 。 以 南 表 之 景 乘 表 间 为 实 ， 
实 如 法 而 一 。 即 为 从 南 表 至 南 戴 日 下 也 。”@ 


中 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 山 ， 第 92 页 。 
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( 南 表 至 ) 南 戴 日 下 一 页 用 所 全 兴 雪 同 


在 这 两 个 公式 中 ,“ 表 间 ” 实 为 两 表 至 日 下 距离 之 差 ,“ 景 差 ” 即 
两 影 〈 景 通 影 ) 之 差 ， 重 差 可 能 就 由 此 得 名 。 其 中 前 式 就 是 赵 
爽 所 注 日 高 公式 ， 如 不 拘泥 赵 丈 的 注 文 ， 当 有 更 为 简捷 的 证 明 


在 左 图 中 


LjJB= 上 LHJ 
DCB=DFC 
故 = 口 JB 一 口 CB= 
DHJ ~ DFC = DID 
图 4--49 重 差 公式 的 证 明 =| HI— [LiFC 
即 CDxDK= (KL-—DE) XAG 
所 以 AB 一 AG+GB 一 长 FRR 十 GB 
这 就 是 日 去 地 公式 。 
加 _ CDxDK 
又 由 口 CB-= 口 FC 和 AG= 这 全 站 
得 BDxCD=DEX AG 
下 pD_DEXAG_DEX (CDXDK)_DEXDK 
TCD ~ CD (KL-DE) KL—DE 


这 就 是 〈 南 表 至 ) 南 戴 日 下 公式 。 

刘 徽 《 九 章 算术 序 》 中 还 说 :“ 周 官 大 司徒 职 , 夏至 日 中 立 
八 尺 之 表 ， 其 景 尺 有 五 于， 请 之 地 中 。 说 云 ， 南 戴 日 下 万 五 干 
里 。 夫 云 尔 者 。 以 术 推 之 .” 就 是 说 ， 由 千里 差 一 十 的 原则 和 夏 


@ 大 疗 吴 文俊 《出 入 相 补 原理 }。 
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至 日 影 长 ， 可 由 第 二 个 公式 求 出 地 中 至 夏至 南 戴 日 下 之 距 为 


DEXDK 15 000 里. 
BD= RT DE = 一 15000 里 


这 种 解释 虽然 不 是 《 周 攻 算 经 》 本文 的 原意 ， 但 说 明 重 差 理论 
的 出 现 是 与 主张 盖 天 说 的 天 文学 家 改进 色 股 量 天 术 的 努力 密切 
相关 的 。 

重 差 术 的 应 用 、 推 广 及 意义 

测量 日 之 高 远 毕竟 只 是 盖 天 理论 上 的 需要 ， 重 差 术 的 生命 
力 在 于 它 可 应 用 和 征 信 于 入 类 在 地 上 的 实践 活动 ， 所 以 刘 徽 序 
云 : “明天 同 容 之 象 犹 日 可 度 , 又 况 泰 山 之 高 与 江海 之 广 裁 ?” 于 
是 “ 却 造 重 差 ， 并 为 注解 ， 以 究 十 人 之 意 ， 组 于 勾 股 之 下 。 度 
高 者 重 表 ， 测 深 者 累 甜 ， 孤 离 者 三 望 ， 离 而 又 旁 求 者 四 望 。 触 
类 而 长 之 ， 则 虽 山 遐 诡 伏 ， 靡 所 不 入 .” 这 里 “ 辑 造 重 差 ” 的 
“ 造 ”， 是 相对 “为 之 作 注 ”的 “ 注 ” 而 言 ， 系 将 自 撰 的 《 重 
差 》 一 卷 附 于 所 注 《 九 章 算术 》 勾 股 章 之 后 ， 所 以 《 隋 书 - 经 
籍 志 》 有 “《 九 章 算术 》 十 卷 ， 刘 徽 扎 ” 的 说 法 。 李 淳 风 等 人 
受 诏 注 算 书 时 ， 特 意 将 此 卷 独立 出 来 并 因 其 首 问 之 义 命 名 为 
《 海 品 算 经 》。 

《海岛 算 经 》 共 九 问 , 是 刘 徽 论述 重 益 术 之 应 用 的 杰作 。 书 
中 第 -一 问 的 重 表 法 、 第 三 问 的 连 索 法 和 第 四 问 的 累 矩 法 ， 向 来 
被 认为 是 应 用 重 差 原理 测量 高 深 广远 的 三 个 基本 方法 。 其 实 这 
三 种 方法 ， 只 有 重 表 法 是 基本 的 。 《海岛 算 经 》 中 的 九 个 问题 ， 
都 可 以 依据 勾 股 比率 算法 求 得 所 谓 “ 表 高 "、“ 表 间 ”、“ 表 景 ”、 
“ 景 差 ” 等 数据 ,然后 利用 重 表 法 求解 .?“ 凡 望 极 高 , 测 绝 深 而 
兼 知 其 远 者 必用 重 差 , 勾 股 则 必 以 重 差 为 率 , 故 日 重 差 也 。” 刘 


@ 参阅 白 尚 恕 《 刘 微 (海岛 算 经 〉 造 术 的 探讨 》，《 科 学 史 文集 》,， 第 8 辑 。 
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徽 在 《 九 章 算术 序 》 中 的 这 段 话 ， 提 网 者 领地 道 出 了 重 差 术 的 
广泛 应 用 及 其 与 勾 股 比率 算法 的 关系 。- 

《海岛 算 经 》 首 题 为 :“ 今 有 望海 岛 ， 立 两 表 齐 高 三 丈 ， 前 
后 相去 千 步 , 令 后 表 与 前 表 参 相 直 。 从 前 表 却 行 一 百 二 十 三 步 ， 
人 目 着 地 取 望 岛 峰 , 与 表 未 参合 .从 后 表 却 行 一 百 二 十 七 步 , 人 
目 着 地 取 望 岛 峰 ,， 亦 与 表 、 木 参合 。 问 岛 高 及 去 表 各 几何 ?” 此 
题 显然 是 重 差 测 日 的 翻版 ， 只 不 过 把 日 高 改 成 岛 高 、 影 长 改 成 
“人 目 着 地 ”而 已 。 因 为 要 立 两 表 观 测 ， 刘 微 称 为 重 表 法 ， 

第 三 题 为 :“ 今 有 南 望 方 色 , 不 知 大 小 。 立 两 表 东 、 西 去 六 
丈 , 齐 人 目 , 以 索 连 之 。 令 东 表 与 邑 东 南阳 及 东北 隅 参 相 直 。 当 
东 表 之 北 却 行 五 步 , 遥望 邑 西 北 隅 , 入 索 东 端 二 丈 二 尺 六 寸 半 。 
又 却 北 行 去 表 十 三 步 二 尺 , 遥望 吕 西 北 隅 , 适 与 西 表 相 参合 。 问 
邑 方 及 妈 去 表 各 几何 ?” 如 图 D、F 表示 东 、 西 二 表 之 所 在 ， 中 
以 绳索 相连 ， 故 名 连 索 法 (其 实 刘 微 并 无 
此 名 , 这 是 后 人 的 叫 法 ), CD=22. 65 尺 称 
为 “入 索 ”; 若 以 此 “入 索 ” 作 为 虚构 的 
“前 表 ”， 则 第 一 次 “ 北 却 行 ” 步 数 DE 一 5 
步 即 为 “前 表 景 ”; 再 按 虚线 所 示 虚 构 “ 后 
表 ”JK, 则 KL 即 为 虚构 的 “后 表 景 ”>， 因 
此 问题 就 可 转化 成 重 表 类 型 来 求解 了 。 关 
键 是 求 出 这 一 虚构 的 “后 表 景 ”KL， 
图 4 一 50” 南 望 方 吧 值得 指出 的 是 ， 刘 徽 将 KL 称 作 “ 景 
差 >， 但 是 这 个 “ 景 差 ”并 没有 海岛 〈 即 日 高 ) 公式 中 的 景 差 那 
样 的 实际 意义 ， 它 不 过 是 刘 徽 随意 借 来 的 一 个 术语 而 已 。 这 个 
“ 景 差 ” 可 以 通过 相似 色 股 形 LKJ 和 LDF 的 对 应 边 成 比例 而 得 
到 ， 即 


_JKxDL_CDxDL 


KL= FD “~ FD 


所 以 刘 微 称 :“ 以 入 索 乘 后 去 表 ， 以 两 表 相 去 除 之 ， 所 得 为 景 
差 。”? 
已 知 KL、DE、 DL、CD 诸 数 , 就 可 以 套用 海岛 公式 来 计算 


了 ， 故 


_(DL—KL) xCD _ (DL—DE) xCD 


AB RIL—DE 1+CD RL—DE 
(DL—KL) xDE 
BD—— RL-DE 


这 就 是 刘 徽 说 的 “以 前 表 减 之 (“ 景 差 ”)， 不 尽 以 为 法 。 置 后 
去 表 , 以 前 去 表 减 之 , 余 以 乘 入 索 为 实 。 实 如 法 而 一 , 得 邑 方 。 
求 去 表 远 近 者 , 置 后 去 表 , 以 景 差 碱 之 , 余 以 乘 前 去 表 为 实 。 实 
如 法 而 一 ， 得 吧 去 表 。” 

全 第 四 题 乃 典型 的 累 矩 法 , 题 日 :“ 今 有 
望 深谷 ， 候 矩 岸 上 ， 令 句 高 六 尺 。 从 句 端 
望 谷 底 入 下 股 九 尺 一 十 。 又 设 重 矩 于 上 ,其 
和 矩 间 相 去 三 丈 。 更 从 名 端 望 谷底 ， 入 上 上 股 
八 尺 五 寸 . 间 谷 深 风 何 ?” 如 图 粗 线 绘 出 上 、 
下 两 矩 ， 其 中 KL 二 FE==6 尺 ,， GF 一 9.1 
尺 ，JK= 二 8.5 尺 ,， KF 一 30 尺 ; 车 以 J]K 为 


B 


4 一 5 伪 乱 涩 从 。 虚构 的 “后 表 "， 再 按 虚 线 所 示 虚 构 “前 


@ 自 清 代 李 第 《海岛 纬 笔 》 以 来 , 许多 人 都 认为 此 句 有 误 , 而 将 “为 景 差 ” 三 
字 移 至 下 旬 之 后 读 作 “以 入 罕 玫 后 去 表 ， 以 两 表 相 去 除 之 ， 所 得 以 前 去 表 减 之 ,不 
尽 为 景 差 "?， 即 以 KL 一 DE 为 “ 景 差 ”"。 这 样 改动 图 然 可 以 使 “ 景 差 ” 具有 海岛 公式 
中 的 意义 , 但 却 不 合作 者 之 意 . 这 里 仅 提 出 两 条 反 驶 的 理由 : 一 、 若 按 此 思路 理解 ， 
“两 表 相 去 ”应 为 DK 而 非 FD,“ 后 去 表 ” 应 为 KL 而 非 DL, 但 算 理 指示 的 怡 是 后 
者 而 非 前 者 ; 二 、 求 “去 表 远 近 ”(BD) 术 中 “ 置 后 去 表 ， 以 景 差 减 之 ， 余 以 乘 前 
去 表 为 实 ”?， 这 里 的 “ 景 莽 ”也 是 指 KL 而 不 是 KL 一 DE.。 


416 大 哉 言 数 


表 ”CD， 就 将 问题 化 为 重 表 类 型 了 。 关键 是 要 求 出 虚构 的 “前 
表 景 ”DE。 由 相似 勾 股 形 EDC 和 EFG ， 可 得 


DE_FE 
CD GF 
_FExCD FEXJK 
DE= GF GF 
ae _-- FExJIK FE (GF—jK) 
而 KL—DE=FE—DE=FE 一 ER 一 一 一 CE 一 一 


现在 套用 海口 求 高 公式 


DEXDK DEx (FK—FD) DF-xFK 
KL—DE KL— DE KL—DE 
FE xJK 

_ 6F ) XPEK 
~ FEXx (GF—JK) 
GF 


BD = 


—DE 


_FKXJK_ 
DE=GF—JK PE 


这 就 是 刘 征 所 说 的 “ 置 矩 间 ， 以 上 股 条 之 为 实 。 上 、 下 股 相 减 ， 
余 为 法 ， 除 之 。 所 得 以 名 高 减 之 ， 即 得 谷 深 。” + 

以 上 三 题 ， 都 是 经 过 两 次 测 望 得 出 基本 数据 入 算 。 当 问题 
更 加 复杂 的 时 候 , 两 个 测 点 就 显得 不 够 了 ,《 海 岛 算 经 》 二 、 五 、 
六 、 八 问 就 由 三 望 求 解 ， 七 、 九 问 则 由 四 望 求 解 。 三 刻 、 四 妃 
也 都 是 从 上 述 三 种 方法 演变 而 来 ， 现 各 举 一 例 说 明 : 
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第 二 题 大 意 为 ， 
欲 测 山 顶 一 株 松树 的 
高 AH， 先 立 二 表 
CD、JK 并 确定 下、L 
两 点 ， 要 使 由 此 二 点 
经 前 、 后 表 端 C、J 望 

图 4 一 52“ 望 松山 上 松 顶 A“ 参 相 直 ”; 再 
从 巨 点 “三 望 ? 树 根 H, 记 下 视线 与 前 表 的 交会 点 F 并 量 出 CF， 
就 可 求 得 松 高 
AH 一 区 站 十 CF 


这 一 公式 当 是 由 比率 算法 给 合 重 表 法 而 来 ， 因 为 


PE, pp 
一 一 一 一 一 一 


、 AB AB-HB AH 
所 以 ”而 = 二 二 


_CFxAB 
”AH GD 
”又 由 海岛 公式 可 得 
_ DKxCD 
AB=E&7 HFE+CD 
_CF DK x CD _ CF x DK 
故 AH=EnX (KNEE 二 CD) 一 一 站 RE 十 CF 


第 七 题 大 意 为 ， 从 岸 顶 下 、L 两 点 用 矩 下 望 水 面 之 A 点 及 
渊 底 日 厂 之 A' 点 ,是 为 四 望 ; 在 和 矩 尺 上 分 别 量 得 JK、J'K .GF、 
G'F, 则 水 深 

p/p CGF -JR)XJTK—(G'F—] K)XIJIKIXFK 

(CF—T EK) (GF— IJK) 
这 是 两 次 应 用 累 矩 法 测 深 公式 而 来 。 由 第 四 题 可 知 : 
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_FKxJK 


下 二 GE 一 及 一 
,FEFKXJK 
各 i i 
两 式 相 减 即 得 B’'B，。 
关于 重 差 测 量 的 应 用 ,《 数 书 九 章 》、 


《 续 古 摘 奇 算法 》、《 四 元 玉 鉴 》、《 九 章 算 
法 比 类 大 全 》《 神 道 大 编 历 守 算 会 》， 以 
及 《算法 统 宗 》 诸 书 都 有 记录 。 在 重 差 
理论 和 算法 至 于 完善 的 魏 亚 时代， 中 国 
古代 的 地 图 绘制 技术 也 达到 一 个 高 峰 ， 
这 -一 事实 暗示 了 重 差 术 在 当时 得 到 了 广 
泛 的 应 用 。 反 观 西方 . 虽然 古 希 腊 人 有 
非常 发 达 的 几何 学 ， 但 他 们 对 实际 测量 
图 4 一 53” 仿 第 望 少 石 没有 倾注 过 多 的 热情 ; 即使 有 过 一 些 著 
名 的 测 天 量 地 的 例子 ， 但 是 像 《海岛 算 经 》 这 样 自 成 体系 、 构 
思 巧 妙 、 直 接应 用 于 事 功 的 著作 却 不 曾 诞 生 。 在 中 世纪 的 欧洲 
和 其 他 她 区 , 测量 的 技术 只 限于 一 望 , 直到 16 世 红 中 时 以 后 才 
出 现 了 与 重 表 法 相当 的 二 望 技 术 。 无 庸 置疑 ， 在 一 个 相当 长 的 
历史 时 期 里 ,中 华 民族 在 测量 领域 的 成 就 是 居于 世界 最 前 列 的 。 

斜面 重 差 术 

《海岛 算 经 》 诸 问 的 造 术 ， 多 数 是 对 重 差 基 本 公式 的 推广 。 
这 里 再 专门 介绍 另外 一 种 形式 的 推广 ， 那 就 是 李 淳 风 所 提出 的 
斜面 重 差 术 。 

关于 这 一 技术 出 现 的 天 文学 背景 以 及 它 与 《 周 苯 算 经 》 研 
究 传 统 的 关系 ， 本 书 无 意 多 着 笔墨 。 大 致 来 说 ， 斜 面 重 差 术 是 
针对 古代 地 平 观念 的 错误 而 提出 来 的 一 种 在 斜面 状 大 地 上 测量 
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日 之 高 远 的 技术 。 在 《有 周 散 算 经 》 测 日 诸 术 之 后 ， 李 淳 风 写 下 
了 很 长 的 一 段 注释 ， 在 其 开头 部 分 ， 李 氏 对 “千里 差 一 寸 ” 的 
前 提 进 行 了 批评 , 并 且 和 否定 了 地 平 说 ; 这 一 点 学 术 界 早 有 定 评 。 
与 此 形成 对 照 的 是 ， 这 有 段 长 注 的 中 间 一 部 分 ,长 期 以 来 未 能 引 
起 世人 的 充分 注意 ,原因 大 概 是 其 中 几 个 关键 术语 令 人 费解 。 不 
久 前 有 人 作出 了 较 圆 满 的 解释 ， 原 来 它们 正 是 李 淳 风 针 对 自己 
在 前 面 提出 的 否定 性 结论 而 采取 的 补救 措施 ， 即 把 重 差 测量 技 
术 推 广 到 斜面 大 地 上 的 结果 。9 

李 淳 风 注 道 ;“ 然 地 有 高 下 , 表 望 不 同 , 后 六 术 乃 穷 其 实 。” 
后 六 术 者 : “第 -一 ， 后 高 前 下 术 ”; “第 二 ， (前 高 ) 后 下 术 ”; 
“第 :三 ， 政 下 术 ”;“ 第 办， 政 上 术 ”;“ 第 五 ， 平 术 ”; “第 六 术 者 
是 外 衡 ”。 其 中 第 五 术 就 是 平面 重 差 术 , 第 六 术 严 格 说 来 够 不 上 
“ 术 ”, 而 只 是 一 个 借助 比率 算法 揭示 “不 合 有 地 平 ” 的 说 明 。 现 
在 我 们 介绍 前 面 四 术 . 先 来 看 一 、 二 术 的 术 文 : 


“第 一 二 高 前 下 术 。 高 为 多， 表 间 为 弦 。 后 复 影 为 
所 汉 率 ,， 表 为 甩 有 率 , 以 名 为 所 有 数 。 所 得 益 股 为 定 间 。 第 
二 ， 所 下 林 。 以 县 所 下 为 名 ， 表 辣 为 弦 。 置 其 所 下 ， 以 影 
乘 表 除 ， 所 得 减 股 ， 余 为 定 间 。?2 


“后 高 前 下 ”是 指 在 斜面 大 地 上 测 日 时 前 表 低 后 表 高 ,“ 前 
高 后 下 ”正好 相反 。 上 面 术 文 指示 的 是 如 何 计算 一 个 叫 “ 
加” 的 量 。 什 么 是 “ 定 间 ” 呢 。 椎 若 术 文 可 知 ， 它 就 是 假定 党 


L 参阅 傅 大 为 《 论 〈 周 艇 》 研究 传 统 的 历史 发 展 与 转折 》。 
多 钱 宝 琛 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 29 页 ， 


图 4 一 54 后 高 前 下 术 图 4 一 55 ”前 高 后 下 术 
观测 (或 日 上 照 ) 方向 把 后 表 移 至 与 前 表 同 一 水 平 位置 时 的 两 表 
距离 ， 即 上 面 两 图 中 的 PDK。 以 第 一 术 为 例 验证 如 下 : “高 为 
名 ”的 “高 ”是 指 后 表 比 前 表 高 出 的 距离 KF;“ 表 间 为 弦 ” 的 
“ 表 间 ”， 是 指 两 表 间 的 距离 DK'; 那么 “ 股 ” 就 是 线段 DF 了 |; 
“后 复 影 ” 指 后 表 影 长 K'L',“ 表 ”高 为 JTK'， 因为 义 股 形 JE 


与 J'FL 相似 ， 故 有 
FL 
到 二 这 | 
FL 一 KE JE 一 JEK 
Ki'L' JR 
K'FxKL! 
Fk 


这 就 是 “后 复 影 为 所 求 率 ， 表 为 所 有 率 ， 以 句 为 所 有 数 ” 的 结 
果 ， 可 见 FK 为 “所 得 ";“ 益 股 为 定 间 ” 即 
FK +DF = DK 
同 理 在 第 二 术 中 :“ 所 下 ”为 DD',“ 表 间 ” 为 DK',“ 股 ”为 D'K'， 
“所 得 ”为 
FK'= 
“ 定 间 ”为 


DD'x KI'L! 
Tk 
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D'K'—FK'=D'F=DK 
显而易见 ， 李 淳 风 在 这 里 把 斜面 大 地 的 测量 问题 转换 成 了 
一 个 在 虚构 的 BL 平面 上 的 测量 问题 ,“ 定 闻 ” 就 是 经 过 转化 的 
“ 表 间 ”， 把 它 代入 重 差 基本 公式 就 可 求 出 相应 的 日 高 AB 和 前 
表 至 日 下 点 距离 BD。 李 淳 风 的 另 一 段 术 文 对 此 作 了 更 为 详细 
的 说 明 : 


“又 按 二 表 下 地 ， 依 水 平 法 定 其 商 下 。 郑 北 表 〈 即 后 
表 ) 地 高 则 以 为 句 ， 以 间 为 弦 。 置 其 高 数 ， 其 影 乘 之 ， 其 
表 除 之 ， 所 得 益 股 为 定 间 。 若 北 表 下 者 ， 亦 置 所 下 ， 以 法 
乘 、 除 ,所 得 以 减 股 为 定 间 。 又 以 高 、 下 之 数 与 间 相 约 ， 为 
地 高 、 远 之 率 。 求 远 者 ， 影 乘 定 间 ， 差 法 而 一 ,( 所 得 加 影 ， 
日 之 远 也 。 求 高 者 ， 表 乘 定 间 ， 差 法 而 一 ,) 所 得 加 表 ， 据 
之 高 也 。” : 


这 段 术 文 基本 上 还 是 对 前 二 术 的 说 明 ， 关 于 “ 定 间 ” 的 意义 与 
前 引 术 文 完 全 一 致 ,，“ 求 远 ”、“ 求 高 ”二 者 与 重 差 基本 公式 的 区 
别 仅 在 于 以 “ 定 间 ” 取 代 了 后 者 的 “ 表 间 ”。 值 得 注意 的 是 “又 
以 高 、 下 之 数 与 间 相 约 ， 为 地 高 、 远 之 率 ” 这 16 个 字 , 它们 提 
示 了 和 斜面 坡度 的 概念 

高 远 之 率 一 站 二 去 


间 


9 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 ) 上 册 , 第 28 页 ; 括号 中 的 19 个 字 为 钱 氏 所 补 , 但 
伟大 为 认为 不 应 有 “所 得 加 影 ”四 字 。 傅 氏 的 理由 是 以 BD 为 “日 远 ” 才 符合 传统 
的 测 日 术 ; 钱 氏 则 不 但 考 虚 了 语句 的 搭配 , 更 有 可 能 昭 顾 到 后 面 “ 求 那 去 地 ”的 一 
段 话 , 因为 在 那里 的 确 是 以 南 表 影 端 所 在 的 EE 点 为 观测 基点 的 , 也 就 是 说 李 淳 风 更 
有 可 能 以 BE 〈 而 不 是 BD) 为 “日 远 ”。 
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HN Ki'F 


即 坡度 二 一 太 RT (图 4 一 -54) 
或 。 坡度 = 已 -BE (图 4 一 55) 


下 面 还 有 一 段 至 今 尚 未 被 人 解 破 的 注 文 ， 移 照 录 如 下 : 


“ 求 那 去 地 者 ， 防 乘 定 间 ， 差 法 而 一 ， 所 得 加 强 ， 日 
那 去 地 。 此 三 等 至 尼 以 日 为 正 。 求 日 下 地 高 下 者 ， 置 戴 日 
之 远近 ,地 高 下 率 有 洪 之 , 如 间 率 而 一 , 所 得 为 日 下 地 高 下 。 
形势 隆 杀 与 表 间 同 ， 可 依 此 率 。2 


“有 敢 去 地 者 ” 即 《 周 解 算 经 》 本 文中 的 “有 那 至 日 者 ”， 已 知 
日 之 高 、 还 即 可 依 勾 股 定理 计算 出 来 ， 但 是 李 浮 风 又 提出 一 种 
新 的 算法 : 在 图 4 一 54 中 .因为 勾 股 形 ABE 和 CDE 相似 ， 所 
以 


AE— CEXAB 
代入 日 高 公式 有 | 
AF =KT xX (KP PE 十 CD) 
=CEX (gi E+ 1) 
ee 


是 “ 弱 乘 定 间 ,， 差 法 而 -: ， 所 得 加 弦 ,， 日 政 去 地 。” 注 意 这 
的 纺 ” 已 不 是 前 述 ' 表 间 为 弦 ” 的 “ 弦 ”DK'， 而 是 小 勾 股 
形 CDE 中 的 弦 CE， 因 为 求 “ 那 去 地 ”与 这 个 小 色 股 形 有 关 ， 


DD ” 钱 宝 琼 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 28 页 。 
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“日 下 地 高 下 者 ” 系 指 虚构 的 测量 平面 和 和 斜面 上 两 个 “日 
南下 ”点 高 程 之 差 : 在 图 4 一 54 上 为 BM , 在 图 4 一 55 上 为 BN 。 
因为 勾 股 形 MBD (或 HBD) 与 K'IFD (或 DD'K') 相似 ， 所 以 


这 就 是 “ 置 戴 日 之 远近 ， 地 高 下 率 乘 之 ， 如 间 率 而 一 ， 所 得 为 
日 下 地 高 下 。” 注 意 这 里 的 “地 高 下 率 ” 系 指 两 测 点 高 程 之 差 K'F 
(或 DD'),“ 间 率 ” 则 指 两 表 间 的 距离 DK'。 

“形势 隆 杀 与 表 间 同 ， 可 依 此 率 ”， 是 说 只 有 在 整个 测量 地 
区 的 坡度 都 与 两 表 间 的 坡度 相同 的 条 件 下 ， 才 可 以 用 此 关系 计 
算 “ 日 下 地 高 下 ”。 

现在 再 来 看 李 淳 风 的 三 、 四 两 术 : 


“第 三 ， 邪 下 术 。 依 其 北 高 之 率 高 其 句 影 ， 今 与 地 势 
隆 杀 相 似 ， 余 同 平 法 。 假 令 苯 邪 下 而 南 ， 其 那 亦 间 ， 不 须 
别 望 。 但 弦 短 与 名 、 股 不 得 相应 。 其 南里 数 亦 随 地 势 ， 不 
得 校 平 ， 乎 则 促 。 老 用 此 术 ， 但 得 南 望 。 若 北 望 者 ， 即 用 
句 影 南下 之 术 ， 当 北 高 之 地 。 第 四 ， 邪 上 术 。 依 其 后 下 之 
率 下 其 句 影 ， 此 谓 回 望 北 极 以 为 高 远 者 ， 望 去 取 差 亦 同 南 
望 。 此 本 弦 长 ， 亦 与 句 、 股 不 得 相应 。 唯 得 北 望 ， 不 得 南 
望 。 着 南 望 者 ， 即 用 句 影 北 高 之 术 ?9 


这 段 术 文 看 似 复 杂 , 其 实 应 用 起 来 远 比 一 、 二 术 要 简单 。 李 
浮 风 认为 大 地 是 一 北 高 南 低 的 斜面 , 那 下 术 适 于 一 般 的 测 日 高 ， 


D 钱 宝 琛 校 点 《 算 经 十 书 》 上 册 ， 第 29 一 30 页 ， 标 点 符号 略 有 改动 。 
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绰 上 术 则 适 于 测 北 极 。 与 一 、 二 术 不 同 的 是 ， 收 下 、 绰 上 二 术 


图 4 一 56 绰 下 术 图 4 一 57 那 上 术 


中 的 影 长 皆 为 斜面 大 地 上 的 影 长 ， 而 一 、 二 术 中 的 影 长 是 平面 
上 的 影 长 。 换 言 之 ， 应 用 一 、 二 术 时 必须 在 测 点 周围 找到 一 小 
块 平 地 ， 因 此 它们 适合 于 台阶 状 地 形 上 的 测量 ; 那 下 、 邓 上 二 
术 则 适 于 坡度 始终 如 一 的 斜面 大 地 上 的 高 程 测 量 . 具 体 方 法 是 : 
对 于 后 表 JK' 高 前 表 CD' 低 的 情况 用 那 下 术 , 此 时 “高 其 句 影 ， 
令 与 地 势 隆 杀 相似 ”， 也 就 是 把 应 在 平面 大 地 上 的 影 长 K'L' 和 
D'E'“ 升 高 ”为 斜面 大 地 上 的 影 长 KTL 和 D'E (此 时 ]L'! 和 CE 
变 成 了 JL 和 CE， 是 为 “ 弦 短 与 句 、 股 不 得 相应 ”); 对 于 后 表 
低 前 表 高 的 情况 则 用 邪 上 术 ， 此 时 “下 其 句 影 ”， 也 就 是 以 K'L 
和 DI'E 取代 K'L' 和 DI'E' (此 时 J' 和 CE' 变 成 了 JL 和 CE，,， 是 
为 “ 弦 长 ， 亦 与 句 、 股 不 得 相应 );“ 余 同 平 法 ”， 意 思 是 除了 以 
斜面 影 长 取代 平面 影 长 外 ， 表 间 、 表 高 等 数据 都 保持 不 变 ， 代 
入 重 差 求 高 公式 即 有 

AM (或 AH) 一 去 一 太 攻 十 CD 
这 样 做 的 理由 ， 作 者 和 后 人 都 没有 提 到 。 我 们 认为 : 那 上 、 导 


CD'x DD'K' 
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下 二 术 仍 然 是 重 差 基本 公式 结合 比率 算法 的 产物 。 假 定 把 MH 
看 成 是 一 个 水 平平 面 ， 在 其 上 应 用 重 差 求 高 公式 ， 可 得 


_ CDxDK 
在 图 4 一 56 和 4 一 57 中 ， 很 容易 证 明 
AB CD 


AM (或 AH) CD' 
KL—DE=KIiL~—D'E 
pK=D'K' 
将 它们 代入 AB 即 得 AM (或 AH) 。 
关于 至 南 戴 日 下 的 距离 ， 注 文 称 :“ 其 南里 数 亦 随地 势 , 不 
得 较 平 , 平 则 促 .” 就 是 说 在 图 4 一 56 中 应 为 MD', 若 以 GD' 为 
“其 南里 数 ” 就 会 失 之 于 少 。 


(三 ) 三 角 学 和 其 他 


三 角 学 的 有 关 题 材 

中 国 古 代 缺 乏 一 般 角 的 概念 ， 以 至 系统 的 三 角 学 未 能 被 充 
分 地 发 展 起 来 ， 但 是 这 并 不 等 于 说 中 算 家 在 三 角 学 领域 毫 无 建 
树 ; 实际 上 ， 古 算 中 的 勾 股 就 包含 许多 三 角 学 的 内 容 。 

刘 微 的 割 贺 术 包 含 一 个 反复 运用 勾 股 定理 计算 弦 长 的 过 
程 , 其 割 六 钥 以 为 十 二 钥 术 中 的 “ 半 面 五 十 为 句 ”, 实际 就 是 30° 
角 的 正弦 值 ;* 类 似 地 ,继续 倍 边 运算 可 依次 求 得 15"、7. 5°、3.75° 
人 的 正 嘴 值 . 同 理 , 赵 友 钦 的 割 圆 程序 则 依次 给 出 45°、22. 5°、 
11. 25"、5. 625"…… 的 正弦 值 。 

张 尼 在 《大 衡 历 》 中 创造 了 通过 观测 八 尺 之 表 的 影 长 求 太 
阳 天 项 忠 ， 进 而 推算 该 地 节气 初 目 影 长 的 方法 。 为 此 他 提出 了 
计算 天 项 距 的 步 轨 漏 术 ， 相当 于 一 个 从 0" 到 80" 之 间 间 隔 为 1° 
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的 正切 函数 表 @。 它 们 很 可 能 是 在 阳 城 〈 今 河南 登 封 县 告 成 镇 ) 
夏至 太阳 天 项 距 和 影 长 的 实测 数据 基础 上 ， 由 差分 方法 得 到 
的 。 他 

郭守敬 在 授时 历 中 运用 了 沈 括 的 会 圆 术 和 勾 股 比率 算法 ， 
在 推算 赤道 积 度 和 赤道 内 外 度 方面 推陈出新 ， 从 数学 上 来 说 相 
当 于 提出 了 与 球面 直角 三 角形 中 已 知 -一 斜 边 求 二 直角 边 的 纳 皮 
尔 公 式 相当 的 算法 。 

明 未 《大 测 》《 制 圆 八 线 表 》、 《测量 全 义 》 等 书 开 始 介 绍 
西方 的 三 角 学 ， 当 时 把 正弦 、 正 切 、 正 割 、 正 矢 、 余 弱 、 余 切 、 
余 割 、 余 矢 这 八 个 三 角 函 数 叫 做 八 线 ， 三 角 学 亦 称 八 线 学 ， 

清 初 梅 文 映 著 《平王 角 举 要 》、《 弧 三 角 举 要 》, 是 中 国人 自 
已 撰写 的 第 一 套 三 角 学 教科 书 。 

三 角 学 中 的 图 解法 

明 末 以 来 一 些 学 者 把 数学 分 作 量 法 和 算法 两 大 支 ， 大 体 上 
相当 今日 的 几何 学 与 代数 学 。 清 代 梅 文 易 、 李 善 兰 等 数学 名 家 
都 对 “以 量 代 算 ”很 感 兴趣 , 他 们 的 研究 也 有 一 定 的 创造 性 。 现 
举例 说 明 

梅 文 易 著 《 环 中 乘 尺 》， 自称 “所 以 明 平 仪 弧 角 正 形 ， 乃 天 
外 观 天 之 法 >。 所 谓 “ 平 仪 弧 角 正 形 *”， 就 是 如 图 4 一 58 所 示 之 
天 球 在 -子午 平面 上 的 平行 正 投影 :图 中 S 表示 某 一 天 体 ,Z 为 
极点 ，AB 为 垂直 于 极 轴 的 大 圆 引 ，ZS 为 天 体 S 的 去 极度 ， 角 


中 参阅 [ 英 ] C，Cuillen ( 古 克 礼 ) ，An Eighth Century Chinese Table of Tan- 
gents, Chinese Seience, Vol., 5S, 1984. 

@@ 参阅 刘 金 沂 、 赵 症 秋 《 唐 代 一 行 编 成 世界 十 最 早 的 正切 函数 表 》.《 自 然 科 
学 史 人 研究 》, 第 5 卷 ， 第 4 期 ，1986 年 。 

@ 参阅 钱 宝 琼 《 中 国 数学 史 》， 第 210 一 214 页 。 
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SZC 为 天 体 所 在 经 线 与 起 始 经 线 ZB 之 间 的 夹 角 。 关 于 ZS 和 角 
SZC 的 量 法 , 梅 氏 指出 :“ 以 横 线 截 弧度 , 以 直线 取 角 度 , 并 与 
外 周 相应 .” 即 作 “平行 于 AB 的 “ 横 线 ”DC , 截 得 ZC 即 等 于 ZS; 
又 在 以 DC 为 直径 的 小 圆 (注意 图 4 一 58 右边 的 小 圆 相 当 于 左 
边 的 DC 图 ) 上 作 “ 直 线 ”RS, 截 得 之 CR 即 等 于 CS, 也 就 等 于 
方位 和 角 SZC， 


图 4 58 ， 平 仪 弧 角 正 形 图 4--59 ” 黄 赤 相 炒 

利用 这 -法 则 . 梅 氏 在 《 环 中 乘 尺 》 中 证 明了 球面 三 角 的 
余弦 定理 . 给 出 了 已 知 2 边 、 两 边 - 一 夹 角 、 两 边 一 对 角 、 两 角 
一 夹 边 等 四 类 球面 三 角形 的 图 解法 。 下 面 是 一 个 来 自 天 文学 
的 例子 : 知已 知 星体 S 的 距 黄 极度 a 和 黄道 经 度 B, 求 其 距 北极 
度 和 赤道 经 度 。 解 法 如 图 4 -59， 依 次 为 : 

(1) 作 大 圆 . 定 Q 为 黄 极 ，AB 为 黄道 ; 

(2) 作 QC =a; z 

(3) 作 CDVAB， 以 CD 为 直径 作 半 圆 ; 

(4) 在 该 半圆 上 截 CR=8; 


@ 参阅 沈 康 身 《 球 面 三 角形 的 梅 文 易 图 解法 》《 数 学 通报 》,1965 年 ,第 5 期 。 


(5) 过 R 作 RS1CD， 垂 足 S 即 星体 在 “ 平 仪 正 形 ” 中 的 
位 置 ; 

(6) 作 直 径 A'B', 令 人 AOQA'= 黄 赤 交 角 &; 

(7) 作 POIL MN， 则 PP 为 北极 ; 

(8) 过 S 作 C'D'//A'B'， 则 C'P 为 所 求 星之 距 北 极度 ，; 

(9) 以 CD' 为 直径 作 半 圆 ， 

(10) 过 S 作 RIS |CID'， 则 CIR 为 所 求 星 之 赤 经 。 

李 善 兰 应 用 几何 图 解 方 法 于 弹道 力学 , 写成 《火器 真 诀 》 一 


书 。 全 书 共 12 款 , 诸 款 环 环 相 扣 ,对 各 种 条 件 下 的 枪 炮 之 射程 - 


与 射 角 的 关系 展开 了 讨论 。 从 方法 上 来 说 ， 李 氏 诸 款 实质 上 是 
对 一 个 理想 的 力学 模型 (不 计 空 气 阻力 、 温度 及 旋转 效应 等 ) 进 
行 代数 处 理 ， 然 后 以 几何 形式 表达 出 来 的 实用 法 则 。 特 别 值得 
注意 的 是 ， 李 氏 的 这 种 代数 处 理 是 通过 传统 勾 股 算术 的 语言 实 
现 的 ， 因 而 他 的 研究 可 以 看 成 是 西方 近代 力学 知识 与 中 国 古代 
数学 传统 相 结合 的 产物 .。 现 以 其 第 10 款 为 例 , 说 明 这 一 方法 的 
本 质 : 


“斜面 与 平 、 重 二 线 成 勾 股 形 ， 则 平地 最 远 界 与 斜面 
最 远 界 比 ， 若 股 弦 和 与 弦 比 ， 而 股 弦 交角 之 通 弦 即 炮 轴 方 
向 也 。” 
由 普通 力学 可 知 , 当 抛射 角 为 45° 时 , 抛射 体 在 平面 上 可 达 
到 最 远 射 程 


QD 5 清 3 李 善 兰 《 火 器 真 识 ),《 哆 古 背 识 算 学 }， 同 治 六 年 〈1867》 刊本 ， 
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vz 


Smax = 
式 中 v 为 初速 度 ，g 为 重力 加 速度 。 而 在 一 个 倾角 为 B 的 斜面 
有 人 


ve 


Si = 
me g (1 二 sinB) 
作为 西方 近代 力学 著作 第 一 个 中 文 译 本 《 重 学 》 的 译 者 之 一 , 李 
善 兰 是 知道 这 些 公 式 的 .2 令 人 感 兴趣 的 是 他 的 表达 方法 : 参照 
图 4 一 60， 由 上 两 式 可 得 


Sm 人 AB 十 BC 
ST 一 1 十 sinB 一 人 


4 mn 
图 4 一 60 ”平面 与 斜面 上 的 最 大 射程 图 4 一 61 斜面 最 大 射程 及 发 射 角 
这 就 是 李 氏 所 谓 “平地 最 远 界 与 斜面 最 远 界 比 ， 若 股 弦 和 与 弦 
比 。” 下 面 关 于 炮 轴 方 向 ( 即 抛射 角 ) 的 一 句 话 较为 费解 ， 它 与 
图 4 一 61 所 示 已 知 B 和 Suwax 求 S'x 及 相应 犀 发 射 角 “ 的 作 图 程序 


有 关 : ， 
(1) 作 勾 股 形 ABC, 令 一 B==90"， A=B, APB= Snmx; 
(2) 以 C 为 贺 心 ，CA 为 半径 作 圆 ; 
(3) 经 过 BC 作 直 线 PQ， 


QD 李 善 兰 于 1859 年 2 月 2 日 在 《火器 真 雇 》 的 自 识 中 写 道 :“ 凡 枪 炮 铝 子 皆 
行 抛物 线 , 推算 甚 繁 , 见 余 所 译 《 重 学 》 中 。”《 重 学 》 译 成 于 1856 年 左右 , 在 《 火 
器 真 识 } 之 前 。 
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(4) 作 PE 1 AC 并 交 AB 于 PD， 则 PD=Simwx; 
(5) 连 PA， 则 人 APC=a。 
最后 这 一 步 所 得 过 PA， 就 是 股 BC 和 弦 AC 之 交角 ACP 的 通 
支 ， 所 以 李 善 兰 说 :“ 股 弦 交 角 之 通 弦 即 炮 轴 方向 也 。?” 
以 上 图 解法 的 正确 性 可 说 明 如 下 : 由 作 图 法 (1)、 (2)、 
《3)、(4) 可 知 


APBD 福 和 人 AED 
故 PD=AD 
AB AD+BD PD+BD ,,BD 
PD™ PD ~ PD “~!it+PD™itsnb 
即 PD 一 一 一 人 2 一 一 me 


1 十 singB 1T 干 sin8 一 > ™ 
又 由 作 图 法 (5〉 可 知 


ABC = 方 AQ 


(LQCF + ZFCA) 

= 90° 十 B) 

5 +B 

用 李 善 兰 这 件 别具一格 的 工作 作为 全 书 的 最 后 一 个 例子 是 

有 象征 意义 的 : -- 方 面 ， 李 善 兰 既是 中 国 古 代数 学 传统 的 最 后 
一 位 杰出 的 代表 ,又 是 西方 数学 在 晚近 中 国 最 有 力 的 传播 者 , 因 
而 他 的 工作 常 能 反映 出 中 、 西 两 种 数学 在 那个 时 代 互 相交 融 的 
历史 本 原 ; 另 一 方面 ， 自 李 善 兰 而 后 ， 作 为 九 数 之 流 的 传统 数 
学 已 经 基本 走 完 了 它 的 漫长 历程 ， 中 国 的 数学 业已 开始 逐渐 地 
汇 入 到 整个 世界 数学 发 展 的 洪流 之 中 了 。 李 善 兰 的 个 人 经 历 就 
是 这 一 历史 转变 的 缩影 : 写作 《 则 古音 裔 算 学 》 的 李 着 兰 仍 是 
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传统 意义 上 的 中 算 家 ， 而 参与 上 海 墨 海 书馆 译 书 工作 和 担任 北 
系 同 文 馆 天 文 算 学 总 教习 的 李 善 兰 则 是 带 有 启蒙 色彩 的 近代 科 
学 家 了 。《 火 如 真 雇 》 的 完成 正好 在 这 两 个 时 期 之 间 , 我 们 在 这 
个 例子 中 已 经 目 然 地 引出 了 传统 数学 与 近代 自然 科学 交汇 的 课 
题 ， 但 是 对 这 一 历史 进程 的 细致 讨论 已 经 超出 本 书 的 写作 计划 
了 : 


在 对 中 国 古代 数学 的 方方面面 作 过 一 看 巡礼 之 后 ， 我 们 现 
在 可 以 考虑 这 样 几 个 略 带 理论 色彩 的 历史 问题 了， 那 就 是 : 与 
古代 世界 上 其 他 民族 或 地 区 的 数学 相 比 ， 中 国 古 代数 学 有 哪些 
显著 的 特征 ? 在 世界 数学 发 展 和 人 类 科学 思维 演进 的 历史 长 河 
中 ， 中 算 家 的 思想 和 方法 占有 何等 位 置 ? 在 数学 观念 和 成 果 日 
新 月 异 的 今天 ， 中 华 古 算 为 人 们 提供 了 什么 样 的 启示 ? 

对 这 些 问 题 作出 回答 之 前 ， 我 们 由 衷 地 推崇 如 下 的 原则 : 
“要 真正 了 解 中 国 的 传统 数学 ,首先 必须 掀 开 西方 数学 的 先入 之 


见 ， 直 接 依据 目前 我 们 所 能 掌握 的 我 国 固有 数学 原始 资料 ， 设 : 


法 分 析 与 复原 我 国 古 时 所 用 的 思维 方式 与 方法 ， 才 有 可 能 认识 
它 的 真实 面目 .”"@ 这 是 因为 ， 我们 今日 所 受过 的 数学 教育 ， 极 
容易 使 人 得 到 -种 偏颇 的 印象 ， 当 代数 学 的 巨大 成 就 ， 是 沿 着 
自古 希腊 人 以 来 所 走 过 的 唯一 一 条 王者 之 路 而 发 展 来 的 。 因此 
如 果 不 能 在 占有 原始 文献 的 基础 上 ， 对 古人 的 工作 、 思 想 及 方 


中 ”参阅 吴 文俊 《对 中 国 传统 数学 的 再 认识 ),《 百 科 知 识 》, 1987 年 第 7、8 期 。 


可 
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法 以 全 和 其 研究 传统 和 知识 青 景 的 解说 ， 我 们 就 将 天 法理 


”中 华 古 算 的 真 详 。 


中 国 古代 数学 有 哪些 显著 的 特征 呢 ? 谈 到 特征 ， 我 们 不 妨 
选择 一 个 具有 代表 性 而 又 可 资 比 较 的 知识 系统 来 作 参 照 。 最 理 
想 的 参照 系统 无 疑 是 古 希腊 数学 ， 因 为 它 常 被 说 成 是 西方 科学 
精神 的 具体 体现 。 相 对 于 古 希腊 数学 ， 中 国 古 代数 学 有 如 下 一 
些 显著 的 特征 。 

便捷 的 记 数 制度 与 计算 工具 

由 于 十 进位 值 制 的 原理 是 这 样 简单 而 在 今日 又 是 这 样 深入 
人 心 ， 我 们 往往 容易 忽视 这 一 发 明 的 伟大 意义 。 对 此 只 要 设想 
一 下 ， 如 果 我 们 现在 采用 的 记 数 制度 不 是 十 进位 值 制 ， 而 是 阿 
基 米 得 在 《 数 砂 者 》 中 所 描述 的 那 种 字母 记 数 系统 ， 那 么 每 一 
个 人 从 开 蒙 识字 起 ， 要 把 多 么 大 的 精力 花费 在 学 习 和 掌握 记 数 
上 面 ? 我 们 也 不 妨 尝试 一 下 用 十 巴比伦 人 或 十 罗马 人 的 记 数 系 . 
统 作 一 个 简单 的 四 则 运算 ， 相 信和 即使 是 训练 有 素 的 会 计 师 也 会 
为 此 感到 头疼 。 这 就 说 明 ， 采 用 合理 的 记 数 制度 对 人 类 是 至 关 
重要 的 。 实 际 上 ， 中 算 家 在 算术 和 代数 领域 的 成 就 长 期 居于 世 
界 前 列 ， 与 其 说 是 他 们 比 同 时 代 的 外 国 同 行 更 为 聪明 ， 不 如 说 
他 们 比 后 者 更 为 幸运 ， 原 因 是 他 们 在 记 数 制度 和 计算 工具 方面 
具有 得 天 独 厚 的 优势 .在 十 进位 值 制 基础 上 发 展 起 来 的 筹 算 , 不 
但 为 中 国人 提供 了 记 数 和 计算 的 有 力 工具 ， 而 且 自 然 地 引导 出 
了 分 离 系 数 这 一 重要 的 数学 方法 。 考 察 中 国 古 代数 学 中 一 些 脸 
灾 人 口 的 成 就 ,如 分 数 、 人 负数、 小 数 的 概念 及 表达 、 比 率 算 法 、 
开 方 和 解 高 次 方程 、 线 性 方程 组 的 表示 及 求解 、 天 元 术 及 四 元 
术 的 表达 、 最 大 公约 数 及 最 小 公 倍 数 算法 、 两 两 互 素 算 法 、 同 
余 式 解 法 等 ,无 一 不 与 应 用 便捷 的 记 数 制度 和 计算 工具 有 关 。 相 
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反 ， 一 个 使 用 笨拙 记 数 制度 并 轻视 计算 工具 的 民族 ， 要 想 发 展 
完善 的 算法 体系 就 真是 匪夷所思 了 。 

丰富 多 采 的 推理 方式 

与 二 希腊 人 唯一 接受 演绎 的 逻辑 推理 不 同 ， 中 国 古 代 孝 学 
家 不 拘 一 格 地 采用 各 种 形式 的 推理 方法 。 这 里 我 们 首先 要 揭 破 
一 个 天 方 夜 谭 式 的 神话 ， 长 期 以 来 ， 有 人 相信 没有 达到 严格 演 
绎 的 知识 不 算 科学 ， 照 此 论 理 ， 今 天 的 物理 学 和 化 学 就 算 不 得 
科学 ， 生 物 学 更 不 待 说 ， 数 学 中 的 许多 分 支 也 不 是 科学 ， 这 当 
然 是 不 合理 的 ; 况且 ， 即 使 是 公理 化 的 严格 演绎 达到 了 ， 该 体 
系 中 也 不 能 包罗 一 切 , 这 是 近代 数学 哲学 中 最 深刻 的 命题 之 一 。 
其 次 , 我 们 要 弄 清 中 国 吉 代数 学 体系 的 建构 形式 : 一 般 来 说 , 中 
国 十 代数 学 是 一 种 从 实际 问题 出 发 ， 经 过 分 析 提 高 而 概括 出 一 
般 原理 、 原 则 和 方法 ， 以 求 最 终 解决 一 大 类 问题 的 体系 。 用 出 
入 相 补 、 无 穷 分 割 求 和 、 斜 解 下 墙 、 截 面 比较 等 原理 处 理 几 何 
求 积 问题 的 作法 ， 就 体现 了 中 算 家 对 公理 方法 的 初步 认识 。 刘 
徽 的 《 九 章 算术 注 》 也 显示 了 强烈 的 演绎 推理 的 倾向 ， 只 不 过 
限于 作 注 的 形式 未 能 将 其 逻辑 结构 充分 展现 而 已 .@ 李 治 《 测 圆 
海 镜 》 中 的 “识别 杂记 ”、 李 善 兰 《 方 圆 羡 幽 》 中 的 十 条 “ 当 
知 ”分别 是 作者 阐述 勾 股 容 圆 和 尖 锥 术 的 基础 , 也 体现 了 一 定 
的 演绎 风格 。 但 是 在 中 国 古 代数 学 中 ， 更 多 见 到 的 推理 是 通过 
直观 、 类 比 、 观 察 、 归 纳 等 非 演绎 方式 实现 的 。.@ 与 柏拉图 痛斥 
他 人 “可 耻 地 不 顾 纯 理智 的 抽象 对 象 ， 而 回复 到 感性 ， 并 求助 


@ 参阅 部 书 春 《 刘 繁 〈( 九 章 算 术 注 中 的 定义 及 演 绿 逻辑 试 析 》,《 自 然 科 学 
史 研究 》 第 2 卷 ， 第 3 期 ，1983 年 互 见 巫 寿康 《 刘 微 ( 九 章 算 术 注 ) 逻辑 初 
探 》, 《自然 科学 史 研 究 》， 第 6 卷 ， 第 1 期 ，1987 年 。 

四 参阅 豪 小 了 明 《 论 中 国 古 典 数学 的 思维 特征 》， 《上 自然 科学 史 研 究 》, 第 9 卷 ， 
第 4 期 ，1990 年。 
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(这 种 帮助 非得 卑 躬 届 膝 背 尽 尊严 才能 获得 ) 于 物质 ”D 相 反 , 刘 
微 在 他 的 推理 中 不 蛋 诉 诸 经 验 和 直觉 ， 图 验 法 和 棋 验 法 的 应 用 
就 是 例子 。 类 比 推理 在 《 九 章 算 术 》 商 功 章 中 已 现 端倪 , 沈 括 、 
杨辉 、 朱 世 杰 、 吴 敬 、 李 善 兰 等 人 用 来 更 是 得 心 应 手 。 观 察 与 
归纳 也 是 中 算 家 经 常 运用 的 推理 方法 ， 朱 世 赤 对 三 角 翅 公 式 和 
高 阶 招 差 术 的 研究 、 李 锐 对 方程 根 与 系数 关系 的 考察 都 是 成 功 
的 范例 。 形 数 结合 、 寅 理 于 算 对 中 算 家 来 说 是 天 经 地 义 的 : 开 
平方 、 开 立方 和 解 高 次 方程 的 方法 都 由 几何 模型 导出 ; 刘 微 说 
明 古 率 周 三 径 一 的 粗 朴 ,是 通过 实际 算出 圆 内 接 正 12 边 形 的 面 
积 来 实现 的 。 宋 元 算 家 津津 乐 道 的 演 段 法 ， 本 质 上 与 古代 图 验 
法 无 异 , 但 是 更 侧重 于 阑 明 算 法 的 合理 性 而 不 是 阑 明 几 何 关系 。 
这 一 切 说 明 : 尽管 中 国 古 代 没 有 欧 几 里 得 《原本 》 那 样 完整 的 
演绎 系统 ， 但 不 能 因此 就 认为 中 国 古 代数 学 没有 逻辑 思维 与 证 
明 ; 恰恰 相反 ， 中 国 古代 数学 家 的 推理 方式 是 丰富 多 采 的 。 

构造 性 的 问题 和 机 械 化 的 算法 

如 果 说 古 希 腊 的 数学 家 以 发 现 几何 学 定理 为 乐事 的 话 ， 那 
么 中 算 家 则 以 构造 精致 的 算法 为 己任 ,2 通过 构造 性 的 手段 把 
实际 问题 化 归 为 一 类 计算 模型 ， 然 后 用 一 套 机 械 化 的 算法 求 出 
具体 的 数值 解 来 ,这 是 中 国 古 代数 学 中 最 为 醒目 的 一 个 标志 , 难 
怪我 们 的 先 人 把 数学 叫做 “ 算 ” 学 。 今 有 术 、 齐 同 术 、 开 方术 、 
“方程 ” 术 、 割 圆 术 、 更 相 减 损 术 、 增 乘 开 方法 、 天 元 术 、 四 元 
术 、 大 衍 求 一 术 、 调 日 法 , 反差 术 , 这 些 法 术 虽 然 繁 简 不 一 , 但 
其 实质 都 是 一 套 机 械 化 的 计算 程序 ， 几 乎 可 以 照搬 到 现代 计算 


QD 引文 见 〔 美 ] M， 克 莱 办 《古今 数学 思想 》,， 第 1 册 ， 第 53 页。 
加 参阅 李 继 闵 《 试 论 中 国 传统 数学 的 特点 》, 《中 国 数学 史 论 文集 》，( 二 )， 


436 大 哉 言 数 
De wwe 一 rmeormmrmmerrrrersrrrrererrmrreremrreemrrmermerre 


机 中 来 。 机 械 化 或 程序 化 的 思想 在 中 算 家 的 著作 中 相当 明显 ， 
《 九 章 算术 》 中 “以 熏 不 足 术 求 之 ”、“ 以 正人 负 术 入 之 ”、“ 如 方 
程 ” 等 术 文 ， 中 相 当 于 调 出 健 不 足 、 正 负 、“ 方 程 ” 等 程序 进行 
运算 的 指令 ; 刘 徽 所 谓 “ 而 今 有 之 ”、 秦 九 韶 所 谓 “ 以 方程 求 之 ， 
正 负 入 之 ”也 都 具有 同样 的 意义 。 在 割 圆 术 、 大 衍 总 数 术 等 程 
序 中 ， 可 以 发 现 十 分 明显 的 循环 语句 和 子 程序 的 思想 。 勾 股 算 
术 中 的 基本 公式 ， 则 被 创造 性 地 用 来 表达 二 次 代数 关系 和 进行 
推理 。 在 建立 了 一 些 最 基本 的 算法 之 后 ， 中 算 家 还 特别 关注 它 
们 的 普 适 性 : 盈 不 足 术 不 仅 可 以 应 用 于 已 知 熏 觅 数据 的 五 种 基 
本 类 型 ， 而 且 可 以 用 来 解决 所 有 的 一 次 代数 问题 ， 只 要 通过 两 
设 构造 租 般 之 数 即 可 ; 重 差 术 脱 胎 于 在 平面 大 地 上 测量 日 高 的 
模型 ,， 《海岛 算 经 》 中 的 连 索 、 累 矩 等 技术 ,以 及 李 淳 风 的 斜面 
重 差 术 , 都 是 根据 不 同 的 测量 条 件 “ 虚 构 ” 重 表 所 在 的 平面 , 然 
后 借助 比例 关系 ,推出 应 用 基本 公式 的 各 项 数据 来 解决 问题 的 。 
贾 宪 三 角形 在 中 国 古代 数学 中 占有 十 分 重要 的 地 位 ， 主 要 原因 
就 是 它 的 构造 性 质 与 中 算 家 追求 算法 机 械 化 的 努力 和 谐 一 致 : 
增 乘 开 方法 、 埃 积 术 、 招 差 术 ， 以 及 后 来 清 代 学 者 对 组 合 数 的 
研究 都 与 贾 宪 三 角形 有 关 。 些 外 还 应 注意 ， 中 国 古 代数 学 中 的 
一 些 重 要 概念 ， 往往 由 算法 所 定义 或 导出 : “ 凡 数 相 与 者 谓 之 
率 ”，“ 今 两 算得 失 相 反 . 要 令 正 负 以 名 之 ”,“ 更 相 减 损 ， 求 其 
等 也 ”,“ 求 等 得 --”, “车 开 之 不 尽 者 为 不 可 开 ， 当 以 面 命 之 ”， 
“ 凡 可 开 四 数 或 止 二 数 , 其 二 数 不 可 开 是 为 元 数 ”, 以 上 所 举 , 正 
是 中 算 家 以 算法 揭 棵 的 率 、 负 数 、 最 大 公约 数 、 互 素 、 无 理 方 
根 和 虚 根 等 概念 的 真 敌 。 基 本 概念 既 由 算法 导出 ， 问 题 的 构造 
性 和 人 解 的 机 械 化 也 就 是 顺理成章 的 了 。 
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经 典 著 作 的 示范 作用 

如 同 西方 把 欧 几 里 得 《原本 》 看 作 “ 科 学 的 圣经 ”一 样 , 中 . 
算 家 把 《 九 章 算术 》 连 同 它 的 注解 奉 为 从 事 研 究 与 著述 的 诗 泉 。 
《详解 九 章 算 法 》《 数 书 九 章 》、《 九 章 算法 比 类 大 全 》、《 九 章 
翼 》《 九 章 袖 中 锦 》、《 九 章 通明 算法 》、《 九 章 杂 算 文 》……: ， 从 
这 些 书 名 就 可 以 推测 其 与 古本 《 九 章 算 术 》 的 关系 。 从 西汉 初 
以 远 清末 ,《 九 章 算术 》 成 了 中 算 家 这 一 跨 时 空 的 科学 共同 体 的 
主要 学 术 规 范 和 一 种 富有 生命 力 的 研究 传统 。 它 不 但 为 中 算 家 
准备 了 统一 的 滞 汇 辞典 和 著作 体例 ， 而 且 提 供 了 多 种 多 样 定 有 
启发 意义 的 思维 模型 。 中 网 期 数学 家 使 用 的 语汇 同 汉代 数学 家 
所 用 的 术语 没有 多 大 区 别 : 李 锐 的 “ 实 负 、 方 正 、 隅 正 ”, 道中 
人 一 -看 就 知道 指 的 是 形 如 

ax 十 aiX 一 23 一 0 (a;>0) 
的 二 次 方程 ， 李 善 兰 的 “ 股 统 和 与 弦 比 ”>， 对 于 熟悉 勾 股 术 的 人 
无 异 于 给 出 关系 式 
1 十 sinB (8 为 股 所 对 锐角 ) 

中 国 古 代数 学 著作 大 都 以 分 成 章节 的 问题 集 形式 出 现 ， 每 一 典 
型 问题 又 都 分 为 “ 问 ”“ 答 ”“ 术 ”“ 注 ”等 不 同 条 目 :“ 问 ” 
提出 含有 具体 数值 的 问题 ;“ 答 ”给 出 具体 答 数 ;“ 术 ”一 般 来 
说 是 解答 此 类 问题 的 算法 ,有 时 也 相当 于 一 个 公式 或 一 个 定理 ; 
“ 注 ” 是 说 明 造 “ 术 ” 的 依据 ， 实 质 上 相当 于 一 种 证 明 。 宋 元 以 
来 , 大抵 是 由 于 印刷 术 的 发 这, 又 多 了 一 种 条 目 “ 草 ”， 用 以 记 
述 依 “ 术 ” 求 “ 答 ” 的 详细 程序 出 。 这 一 体例 的 形成 与 包括 注释 
的 《 九 章 算术 》 大 有 关系 。《 九 章 算术 》 又 是 中 国 古 代数 学 问题 


@ 参阅 匡 文 作 《 对 中 国 传统 数学 的 再 认识 》。 
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对 《 九 章 算术 》 圆 田 和 于 立 圆 二 术 的 调整 ， 王 孝 通 、 刘 益 、 贾 
宪 、 秦 九 韶 、 李 冶 等 人 一 脉 相 承 的 对 高 次 方程 数值 解 的 探索 , 皆 
发 四 于 《 九 章 算术 》 的 开 方术 ; 色 股 算术 以 色 股 章 的 几 个 题目 
为 噶 拓 ; 《 测 贺 海 镜 》 中 的 庞大 公式 系统 盖 出 于 勾 股 容 圆 一 端 ; 
宋 元 数 学 家 的 吉 积 术 研 究 中 ， 商 功 和 少 广 这 两 种 不 同 的 推理 思 
路 梧 然 若 揭 ， 清 代数 学 家 关于 无 穷 宪 级 数 的 研究 五 花 八 门 ， 但 
其 主要 研究 手段 不 外 乎 连 比 例 和 才 积 两 种 ， 从 本 质 上 仍 未 脱离 
《 九 章 算 术 》 之 察 白 。 难 怪 在 西学 传 入 之 后 ， 梅 文 映 仍 然 发 出 
“ 信 古 《 九 章 》 之 义 ， 包 举 无 方 ” 的 感叹 。 然 而 我 们 也 应 看 到 ， 
正 是 由 于 《 九 章 算术 》 示 范 作 用 的 有 效 及 研究 传统 的 相对 强 固 ， 
中 国 古 代数 学 中 似乎 未 曾 产 生 过 足以 摇 撼 其 根基 的 挑战 ， 当 然 
也 就 不 曾 出 现 数学 观念 和 方法 的 剧烈 变革 ， 即 使 际 逢 发 展 高 峰 
期 的 宋 元 数 学 也 是 如 此 。 因 此 尽管 梅 文 易 、 康 息 等 人 企图 以 古 
《 九 章 》 收 摄 包 举 西方 数学 ,尽管 戴 胞 、 李 善 兰 等 人 凭借 他 们 的 
智慧 和 技巧 把 个 别 题材 推 近 到 了 微 积分 的 门 前 ， 但 《 九 章 算 
术 》 的 示范 作用 到 了 清 代 已 成 强 妈 之 来 ， 中 国 古 代数 学 这 一 研 
完 传 统 也 就 逐 痢 完成 了 它 的 历史 使 命 。 

浓厚 的 人 文 色 彩 和 鲜明 的 社会 性 

与 古 希腊 人 把 数学 看 作 纯 理念 的 精神 活动 形成 对 照 ， 中 国 
古代 数学 具有 浓厚 的 人 文 色彩 和 鲜明 的 社会 性 。 柏 拉 图 标榜 数 
学 “迫使 灵魂 用 抽象 的 数 来 进行 推理 ， 而 厌 弃 在 辩论 中 引入 可 
见 可 失措 的 对 象 .”J 欧 几 里 得 在 《原本 》 中 抹 去 了 所 有 实际 来 
源 的 蛛丝马迹 。 相 反 . 中 算 家 从 不 讳言 他 们 的 知识 来 源 于 社会 


中 引 自 [ 美 ] M.， 克 芋 因 《古今 数学 思想 }, 第 1 册 ， 第 50 页。 
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实践 ,《 周 佣 算 经 》 陈 述 的 勾 股 定理 就 产生 于 “ 古 者 包 牺 立 周 天 
历 度 ” 的 需要 。《 九 章 算术 》 更 是 秦汉 之 际 封建 大 一 统 帝 国 形成 
过 程 中 政治 、 经 济 、 军 事 、 文 化 各 层面 的 映射 : 票 米 来 自 易 物 
交换 ， 训 分 来 自 等 级 分 配 ， 商 功 来 自 土木 和 水 利 工 程 ， 均 输 来 
自 官方 摊派 劳役 , 《五 曹 算 经 》 体现 了 在 儒家 治国 精神 主导 下 国 
家 对 行政 官吏 的 技术 要 求 。《 数 书 九 章 》 反 映 了 作者 在 天 文 、 地 
理 、 气 象 、 音 乐 、 建 筑 、 商 业 、 军 事 诸 方面 的 广博 知识 和 修养 。 
刘 徽 注 中 广 征 博 引 ,典籍 如 《黑子 》、《 左 传 》、《 考 工 记 》， 实物 
如 径 寸 金丸 和 律 嘉 量 狮 ， 只 要 有 助 于 说 理 ， 一 律 采 搬入 书 。 他 
未 能 算出 件 合 方 盖 的 体积 大 概 不 是 因为 方法 不 当 或 思路 不 精 ， 
而 很 可 能 是 由 于 没 能 绘 出 这 一 模型 的 立体 图 来 ; 而 曾 为 材 官 将 
军 并 目睹 其 父 制造 指南 车 、 干 里 船 等 物 的 祖 咕 ， 则 有 可 能 实际 
造 出 一 个 件 合 方 盖 模 型 , 由 此 “技术 "地 发 现 其 中 的 数量 关系 .@ 
中 国 古代 数学 中 的 许多 杰出 成 就 都 有 明显 的 实际 背景 ， 大 衍 求 
一 术 与 古代 历法 中 推算 上 元 积 年 有 关 ; 分 数 、 小 数 及 不 同 数 制 
的 换算 问题 , 其 动因 主要 是 律 学 中 确定 标准 律 管 的 需要 。 此 外 ， 
数学 家 的 社会 地 位 、 数 学 教育 的 官 守 、 数 学 发 展 与 学 术 思潮 的 = 
寻 递 关系 ， 这 些 我 们 在 第 一 章 中 论述 过 的 问题 也 都 能 够 加 强 我 
们 的 结论 :中 国 古 代数 学 具有 浓厚 的 人 文 色 彩 和 鲜明 的 社会 性 。 

中 国 古 代数 学 是 一 个 延续 了 两 千年 左右 的 知识 体系 ， 它 有 
丰富 的 内 涵 并 经 历 了 不 同 的 发 展 阶段 ， 因 此 以 上 概括 出 的 一 些 
特征 只 能 是 就 整体 而 言 正 确 的 ， 如 我 们 说 《 九 章 算术 》 是 儒家 
九 数 传统 的 流风 ， 就 是 以 秦汉 之 际 的 政治 经 济 为 背景 得 到 的 宏 


DD ” 傅 大 为 先生 对 此 另 有 高 见 ， 他 认为 刘 、 祖 二 人 在 球 积 问题 上 的 败 胜 ， 是 由 
他 们 各 自 所 使 用 的 方法 必然 地 决定 的 .参阅 Daiwie Fu, Why Did Liu Hui Fail to De- 
rive the Volume of a Sphere? Historia Mathematica, Vol. 18, No. 3, 1991. 
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观 论 汤 。 例 外 总 能 找到 ， 但 无 关 宏 旨 ， 否 则 历史 学 家 驻 得 完全 
按 弃 理论 。 同样 道理 , 十 希腊 数学 也 不 是 干 篇 一 律 的 演绎 推理 ， 
德 度 克利 特 (Democritus, 前 460? 一 前 357 年 ) 把 原子 论 引 入 
几何 学 ， 阿 基 米 得 和 海伦 借助 力学 和 机 械 来 处 理 数学 问题 ， 丢 
番 图 的 《算术 》 以 问题 集 的 形式 研究 代数 问题 ， 这 些 都 与 二 硕 
腊 数 学 传统 的 主流 有 所 偏 离 。 然 而 就 整体 来 说 ， 古 代 中 国 和 和 希 
腊 的 数学 的 确 分 别 代 表 着 东方 和 西方 两 大 数学 传统 .前 者 是 一 
个 机 械 化 的 算法 体系 ;后 者 是 一 个 公理 化 的 演绎 体系 。 一 部 数 
学 发 展 的 历史 , 就 是 这 两 大 数学 传统 反复 互 为 消长 的 历史 .9 当 
古 希 腊 和 颠覆 了 古代 埃及 和 巴比伦 的 算术 基础 而 要 求 数学 立足 
于 几何 的 时 候 ， 张 苍 、 耿 寿 昌 们 也 冷落 了 墨家 的 还 辑 而 以 颂 家 
的 九 数 为 基础 发 展 了 自己 的 算法 体系 。 中 世纪 以 后 ， 这 两 大 研 
究 传 统 经 由 阿拉 伯 人 得 以 交融 ， 并 对 文艺 复兴 时 代 的 欧洲 数学 
产生 了 巨大 的 影响 ， 代数 符号 的 人 使用、 小数、 对 数 的 发 明 、 三 
次 和 四 次 方程 根 式 解 等 成 果 纷 纷 涌现 ， 它 们 应 该 说 是 以 中 国 古 
代数 学 为 代表 的 东方 算法 传统 在 新 时 代 的 产物 。17 世纪 初 法 国 
的 理性 怀疑 论 者 曾 与 号 称 “ 算 盘 师 ”(Reckoning master) 的 一 
批 人 就 数学 的 本 质 和 研究 方法 展开 过 争论 ， 其 间接 结果 是 促使 
笛 卡 儿 为 寻求 一 般 的 方法 而 建立 了 解析 见 何 。 在 币 卡 儿 的 工作 
中 不 难 发 现 逻 辑 和 算法 两 大 传统 的 影子 : 他 以 古 和 希腊 的 几何 学 
问题 为 依托 ， 和 阐述 的 方法 却 与 宋 元 算 家 使 几何 代数 化 的 思想 灵 
坚 相 通 。18 世纪 初 ， 逻 辑 与 算法 两 大 传统 的 交锋 通过 贝克 莱 
(G.， Berkeley ，1685 一 1753 年 ) 对 牛顿 的 批评 而 再 度 兴 起 ， 结 


@ 参阅 李 文 林 《算法 、 演绎 倾向 与 数学 史 分 期 》, (自然 辩证 法 通讯 》, 第 8 卷 ， 
第 2 期，1986 年 . 
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果 是 后 者 的 拥护 者 们 用 缺乏 逻辑 严密 性 但 可 征 于 实 的 算法 占 得 
上 风 ， 算 法 的 传统 在 微 积分 的 胜利 凯歌 声 中 主宰 了 数 坛 ， 而 微 
积分 的 基础 直到 19 世纪 才 被 持 逻 辑 传统 的 数学 家 耶 以 严厉 的 
甄别 和 重建 。 这 些 例子 都 表明 ， 在 数学 发 展 的 长 河中 ， 逻 辑 和 
算法 各 领 风骚 ， 二 者 互 为 补充 ， 近 现代 数学 就 是 融合 了 这 两 种 
古代 传统 而 发 展 起 来 的 .@ 

数 系 理论 的 完善 和 分 析 基 础 的 疯 立 ， 非 欧 几 何 的 诞生 ， 佑 
罗 瓦 理 论 和 抽象 代数 的 浇 人 能 ， 公 理化 运动 的 兴起 和 对 数学 基础 
的 严格 审查 ， 所 有 这 些 近世 数学 的 理论 成 就 都 容易 给 人 造成 一 
个 粗略 的 印象 ,仿佛 19 世纪 以 来 的 数学 是 逻辑 传统 一 枝 独 秀 的 
世界 。 但 是 实际 情况 并 不 是 那样 简单 ， 在 现代 数学 的 许多 重要 
分 支 中 ， 算 法 仍然 是 至 关 重 要 的 因素 ， 而 多 数 第 一 流 的 数学 家 
无 不 在 两 种 传统 之 间 维 持 着 平衡 。 面 对 数学 基础 方面 的 深刻 危 
机 , 直觉 主义 学 派 极力 推崇 构造 性 的 数学 , 他 们 怀疑 实 无 穷 , 拒 
绝 选择 公理 ,极端 的 直觉 主义 者 甚至 否认 无 理 数 和 连续 函数 ,其 
主要 原因 就 是 他 们 认为 这 些 事物 无 法 通过 有 效 的 步骤 加 以 构造 
或 判断 ， 这 一 基本 思想 与 中 国 古代 数学 的 算法 传统 不 无 相通 之 
处 。 中 国 古 代数 学 是 构造 性 观念 的 温床 ， 全 部 “方程 ”理论 和 
算法 都 是 构造 性 的 ;大 衍 求 一 术 实际 上 是 孙子 定理 的 一 个 构造 
性 证 明 ; 所 谓 算法 的 机 械 化 不 过 是 构造 性 的 一 个 自然 体现 而 已 。 
随 着 电子 计算 机 的 进一步 发 展 和 广泛 的 应 用 ， 构 造 性 观念 和 算 
法 传统 将 日 益 显示 出 重要 性 ， 中 国 古 代数 学 的 启示 意义 也 必 将 


中 近代 数学 基础 逻辑 主义 学 派 的 创始 人 怀特 海 (A. N. Whitehead ，1861- 一 
1947 年 )， 梗 年 对 中 国 哲 学 倾注 了 极 大 的 热情 ， 不 知 这 种 转变 是 否 与 哥 德 尔 〈 开 . 
Godel ，1906- 一 1978 年 ) 不 完备 定理 给 逻辑 主义 带 来 的 霜 撼 有 关 ? 可 惜 的 是 他 没有 
第 丰 汪 多 天 广 国 在 公 于 学 要 使 我 们 失去 7 一个 在 最 高 智力 层次 上 观察 两 大 数学 传 
统 交 流 的 机 会 。 
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为 更 多 的 有 识 之 士 所 认识 。 举 例 来 说 ， 用 类 似 《 九 章 算术 》 中 
的 消 元 法 在 计算 机 中 解 线性 方程 组 就 远 比 用 克 药 姆 〈G. 
Cramer，1704 一 1752) 方法 简捷 ;对 朱 世 杰 四 元 术 稍 加 推广 的 
程序 可 以 在 计算 机 上 轻易 地 解决 用 当前 最 有 效 的 一 种 方法 未 能 
“顺利 解 出 的 多 元 高 次 方程 组 D。 即使 拔 开 计算 机 不 谈 , 中 国 古 代 
数学 中 的 一 些 计算 技术 在 今日 仍 具 实用 价值 ， 例 如 由 两 两 连环 
求 等 计算 若干 整数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 的 方法 ， 在 数字 
较 大 或 较 多 的 情况 下 就 远 比 用 分 解 素 因数 法 来 得 方便 。 中 国 古 
代数 学 中 的 一 些 思想 和 方法 则 可 由 现代 数学 理论 加 以 诠释 : 斜 
解 暂 堵 原理 昭示 着 对 多 面体 体积 理论 的 透彻 领悟 ， 洁 运算 引入 
新 数 的 作法 与 现代 数 系 理论 关于 运算 封闭 性 的 要 求 不 谋 而 合 ; 
由 埃 积 术 和 纵横 图 所 代表 的 中 算 家 处 理 离散 型 问题 的 成 果 ， 有 
些 已 被 现代 组 合 学 家 加 以 利用 ; 中 国 古代 数学 视 勾 股 定理 为 几 
何 问题 的 核心 ， 这 与 现代 度量 理论 以 广义 的 勾 股 定理 作为 欧 氏 
空间 的 标尺 颇 为 相似 ， 中国 古代 虽然 缺乏 一 般 角 度 的 概念 ， 但 
考虑 到 现代 微分 几何 可 以 从 无 限 小 距离 出 发 导出 有 关 概 念 和 性 
质 , 则 中 算 家 把 长 度 置 于 角度 之 上 也 就 不 足 为 奇 了 @; 至 于 中 算 
家 不 拘 一 格 地 进行 推理 特别 是 窝 理 于 算 的 思想 ， 受 到 现代 从 事 
机 器 证 明 的 学 者 们 的 青睐 是 毫 不 足 怪 的 ， 该 领域 中 的 一 些 成 果 
已 为 我 们 列 画 出 了 逻辑 与 算法 两 大 传统 并 驾 齐 驱 的 美妙 前 景 ， 

事实 雄辩 地 说 明 ， 中 国 古 代数 学 是 一 个 具有 鲜明 特征 的 科 
学 研究 传统 ， 它 不 但 在 世界 数学 发 展 史 和 人 类 文明 演进 的 历程 
中 发 挥 过 重要 的 作用 ， 对 现代 数学 的 发 展 也 富有 一 定 的 现实 音 


QD 参阅 吴 文俊 《对 中 国 传统 数学 的 再 认识 }》.。 
”参阅 吴 文俊 《对 中 国 传统 数学 的 再 认识 》， 互 见 李 国 伟 《中 国 古代 对 角度 的 
认识 》， 第 六 届 中 国 科学 史 国 际会 议论 文 ，1990 年 ， 剑 桥 。 
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义 和 局 示意 义 。 


《大 截 言 数 》 的 书 名 取 自 《 周 散 算 经 》， 相 传 苦 者 周公 向 善 
算 的 贤 大 夫 商 高 请 教 “ 数 安 从 出 ”, 商 高 一 番 宏 论说 得 周公 从 心 
底 发 出 这 一 赞美 “大 ”者 至 大 也 , 今 人 对 这 个 词 的 漫不经心 就 
像 对 待 十 进位 值 制 一 样 。《 和 孟子 。 尽心 》 目 :“ 充 实 而 有 光辉 之 
谓 大 。” 以 此 标准 来 衡量 中 国 古 代数 学 , 其 成 就 可 谓 充实 , 其 思 
想 可 谓 光 辉 ， 一 句 “ 大 截 言 数 ” 真 可 以 概括 万 般 崇 敬 和 欣赏 之 
情 .@ 对 此 传说 的 真实 程度 , 我 们 现在 还 无 法 说 清 , 但 周公 上 承 
攻 舜 马 汤 文 下 启 孔 备 董 韩 朱 ， 其 在 中 国 封建 正统 文化 中 的 地 位 
是 不 容 置疑 的 ,《 周 佣 算 经 》 的 作者 或 许 是 想 用 这 样 一 个 棉 子 来 
证 明 自家 学 说 合乎 其 时 的 政治 或 思想 规范 吧 ? 不 管 怎么 说 ， 周 
公 为 新 王朝 制定 典章 制度 史 有 所 载 , 所 以 刘 徽 说 :“ 周 公制 礼 而 
有 九 数 ， 九 数 之 流 ， 则 《 九 章 》 是 矣 。” 至 于 周公 时 代 或 更 早期 
数学 的 面 狐 ， 以 及 九 数 到 《 九 章 》 的 演进 脉络 ， 目 前 我 们 的 认 
识 还 相当 肤浅 。 除 此 之 外 ， 本 书 不 尽 人 意 之 处 尚 多 : 限于 篇 幅 
和 体裁 ， 更 主要 是 由 于 作者 的 学 力 不 还 ， 一 些 问 题 没 能 充分 展 
开 ， 与 国外 数学 的 比较 显得 单薄 ， 中 西 两 种 数学 传统 在 明 末 以 
后 的 交汇 则 付 之 开 如 , 好 在 有 刘 徽 的 一 句 名 言 聊 以 自 黑 :“ 和 欲 陋 . 
形 措 意 ， 惧 失 正 理 ， 敢 不 阅 言 ， 以 俊 能 言 者 .” 就 此 搁 笔 。 


@ 有 趣 的 是 , 阿拉 伯 人 就 把 托 勒 密 的 《数学 汇编 》(Syntaxis Mathematica) 冠 
之 为 《至 大 论 》 (Almagest ) 。 
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A 


阿波 罗 尼 (Apollonius, 前 262? 一 
前 190 年 ): 33 

阿达 玛 (J. Hadamard, 1865 一 1963 
年 )，362 

阿尔 般 那 (al 一 Banna): 179 

阿尔 。 花 刺 子 模 (al--Khwarizmi， 
780? 一 850 年 )，178 

阿尔 ， 卡 西 (al 一 Kashi): 178， 

201，208，260，306，368 

阿 基 米 得 (Archimedes ， 前 287 一 - 
前 212 年 ); 33, 100, 180,306， 
368，371，433，440 

阿 默 斯 (Ahmes):， 110，231 

阿 诸 尔 德 (A. Arnauld，1612 一 - 
1694 年 )，126 

阿 耶 波多 (Argabhatu，467 一 -550 
年 ); 33，159，271 


爱 顿 ，143 

艾 约 瑟 (JEdkins，1823 一 1905 
年 )，31 

埃 兹 拉 (Abraham ibn Ezra， 
1096 一 1167 年 ): 178 

奥 古 斯 特 (R. Augustus): 142 

安 止 斋 : 24，50 


B 


巴尔 (T. Pdl): 332 

白虎 通 义 。，340 

日 普 (J. Bouvet, 1656 一 1730 年 ); 
142，143 

白 尚 息 : 155，365，413 


百 鸡 术 衔 ，260，281 


班固 (公元 32 一 92 年 ): 13，70 
鲍 瀚 之: 18、85，86，87 

保 其 寿 : 349，351 

北魏 献 文 帝 : 4 

贝克 莱 (G. Berkeley, 1685 一 1753 
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年 ): 440 

笔算 : 27 

毕 达 寿 拉 斯 (Pythagoras): ?0， 

263，306，388 

边 网 : 5，115，309，310 

状 古 通 源 : 24 

薄 树 人 : 65 

柏拉图 (Plate ， 前 430? 一 -前 349 
年 ?); 263，434，438 

位 努 利 , 雅 各 (Bernoulli, jacob 1， 
1654 一 1705 年 ): 304，306 ，336 
卜 和 群 通 繁 : 33 


C 


猜 度 术 : 304，306，336 

蔡 江 (133- 一 192 年 ):， 2 

殖 元 定 (1135 一 1198 年 ) :77,101， 
149，151 

曹操 (155- 一 220 年 ):， 72 
萌 士 劳 : 115 

萝 唐 ， 曹 唐 算 法 :23 

测量 法 义 : 9 

测量 全 义 : 371， 

测量 异同 : 9 

测 圆 海 镜 、 测 圆 海 镜 细 草 : 6 ，21， 
22. 61，76，78，80, 101，118， 


378, 420 


21< 一 215，222,， 263, 399 一 403， 
434，438 


测 贺 海 镜 分 类 释 术 ， 26 ，212 
测 贺 海 镜 解 ， 32 

测 阅 算术 : 8，26 

茶 余 客 话 : 352 

常 仪 ，56 

陈 本 礼 : 145 

陈 从 运 : 20，49 

陈 炽 : 13，16 

陈 挎 (? 一 989 年 )，138 
陈 尘 (1810-~1882 年 ): 289 
陈 厚 粹 (1648 一 1722 年 ); 90, 92，， 
394 

陈 际 新 : 28 

陈 杰 ，263 

陈 良 佐 : 389 

陈 其 元 : 352 

陈 尚 德 : 24 \ 

陈 世 仁 (1676 一 1722 年 ): 287, 289 
陈 万 策 : 92 

陈 修 龄 : 263 


陈 直 : 58 
陈 扩 13，37 


陈 遵 妇 (1901 一 1991 年 )，268 
乘除 捷 法 : 137 

来 除 通 变 本 术 ,乘除 通 变 算 宝 : 7， 
22, 50, 87, 88, 101, 136, 204, 
295 

程 大 位 (1533 一 1606 年 ): 8, 17， 
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24 一 26, 44, 51, 53, 87, 91, 92， 
201，348 

程 光 绅 : 92 

程 是 : 76 

程 鸯 : 76 

程 贞 一 : 389 

赤水 遗 珍 : 212，321 

重 差 : 3，18 

重 差 图 说 : 31 

崇文 总 目 : 23 

” 畴 人 传 , 续 编 , 三 编 , 四 编 : 1, 28， 

64，80，92 

筹 算 : 27 

褚 人 获 :， 270，353 

咱 厌 秀城 :70、323，327 

屡 : 1，56 


春秋 纬 : 340 

春 在 堂 随笔 : 393 
D 

大 测 ，426 


大 戴 记 : 81，111，342 

大 方 广 佛 华 严 经 : 99 

大 鉴 禅 师 (1274 一 1339 年 )，52 
大 挠 : 1，56，61 

大 矢 真 一 : 51 

大 衍 求 一 释 ，279 

大 衍 索 隐 : 348 


戴 德 : 342 

戴 法 兴 : 64 

戴 念 祖 : 151，288 

戴 启 : 10 

戴 网 : (1805 一 1860 年 ): 10，30， 

31，324，438 

戴震 (1723 一 1777 年 ): 16, 17,79 

戴震 文集 : ?79 

代数 难题 解 : 32 

代数 学 : 11，231 

代 微 积 拾级 : 11，231 

丹 齐 克 (T. Dantzig): 33，96 

德 恩 (M. Dehn, 1878 一 1952 年 ): 

361 

德 广 克 利 特 (Demoecritus ， 前 
460? 一 前 357 年 ): 362，440 

得 一 算 经 : 20，49 

闻 平 : 62 

邓 通 : 119 

第 卡 儿 (了 及. Descartes, 1596 一 1650 
年 )， 31，126，222，440 

递 兼 数理 : 302，330 

丁 蕊 ， 丁 巨 算法 : 23，50，301 

丁 取 忠 : 260，324 

丁 易 东 : 348 

于 在 图 (Diophantus，246? 一 330 
年 ?): 263，440 

丢 勒 (A. Darer, 1471 一 1528 年 ): 


Pd 
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347 

莫 方 立 遗 书 : 10 

莉 光 壁 : 77，141 

曹 泉 : 20，98 

董 祷 诚 (1791 一 1823 年 ): 10, 30， 

302，324 

董仲舒 (前 179 一 前 104 年 ): 69 

杜 德 美 (P. Jartoux ，1668 一 1720 
年 ): 28，321 

杜 石 然 :14,21,89,125,179.180， 

220，295，、300，、359，362 

杜 预 〈222 一 284 年 )，36 

杜 知 寿 ，92 

杜 忠 ， 杜 忠 算术 ; 13，15 

度 算 释 例 : 27 

段 式 成 〈? 一 863 年 ): 40 

对 数 简 法 : 30 

对 数 尖 锥 变法 释 : 31 

对 数 探 源 ，3] ，324，327 

敦煌 遗书 总 目 案 引 :; 20 

怒 积 比 类 :31,302 一 304,332 一 340 


E 


鄂 图 (V. Otho ，1550? 一 1605 
年 )，368 


发 蒙 算 经 24 


法 经 ， 107，、119 

范 望 ; 114 

方 苞 (1668 一 1749 年 )，328 

方程 论 : 27，230，252，388 

方程 新 术 草 : 29、249 

方士 氏 : 137 

方圆 阅 湖 : 31, 324 一 326, 370, 434 

方圆 者 积 : 27，371，378 

方 中 通 (1633 一 1698 年 ): 230, 348 

房 玄 龄 : 73 

非 波 那 契 (L. Fibonacci, 1170? 一 
1250 年 ); 179，260 

费 尔 马 (P. de Fermat ,1601 一 1665 
年 ): 11，32 

费 讲 ， 352 

伏 闵 , 牺 ， 戏 , 记 牺 ， 密 琳 : 1，55 
一 57，77，138，143，388 

傅 大 为 : 301, 305, 385, 409, 419， 

439 

传 仁 均 ， 101，309，310 

傅 庭 芳 ，318，337 

傅 神 华 ，40，64 


G 


人 徊 罗 瓦 〈( 上 E，Galois，1811 一 1832 
年 ); 232 


, 改正 算法 ，26 
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高 斯 (K. F. Gauss, 1777 —1855 
年 ); 271 

- 表 德 尔 (K. Gedel，1906--1978 
年 )，441 

齐 圆 八 线 表 : 426 
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议 学 师 隔 记 : 92 

但 [ 琴 秀 : 329 

何 承 天 (370--447 年 ): 3, 29, 61， 

101，186、187 

何 国 宗 : 90 

何平 子 : 24，50 

何 绍 庚 ， 323 

何 曼 (? 一 249 年 )，73 
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刻 普 勒 (J. Kepler,，1571 一 1630 
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李 约 世 (Joseph Needham): 179， 
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李 兆 华 : 145，148，150，286 ，330 

李 之 藻 (1565 一 1630 年 ): 9，180 
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礼 记 : 37，81 

黎 应 南 : 30 

也 成 算 经 : 99 
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历 象 考 成 : 9、563 
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利 玛 密 (M. Ricci, 1552- 1610 
年 ): 9、230 

梁启超 (1873- -1929 年 ): 78 

次 述 : 18 

梁 内 沥 志 : 352 

染 宗 上; 110 

购 仪 群英 集 匀 : 23，215 
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闻 妨 比 记 :52 

摩 育 群 : 342 
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秋 德 术 解 ，31、，33? 

次 步 惫 :324 

林 科 策 : 35 

伶 伦 ， 冷 纶 : 56 

灵 宪 : 2 


刘邦 (前 256 一 前 195 年 ): 1 

刘 秉 忠 (1216 一 1274 年 )，89 

刘彻 (前 156 一 前 87 年 ): 15，62， 

69，82 

刘 大 鉴 : 23，89，215 

刘 唉 (857 一 1909 年 ): 35 

刘 涝 ， 2，16，82，100，267，308 

刘 徽 :3，12, 13, 16, 17, 57, 61， 
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373,，375 一 377. 379, 385 一 387， 
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刘 洁 民 : 131，363 

刘 谨 : 24，101，114 

刘 金 沂 : 426 

刘 物 : 77，343 

刘 汝 谐 : 23，89，198，211 

刘 仁 隆 :，26 
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刘 歼 (? 一 23 年 ); 2, 13,，57、69 
1， 82. ill, 267, 268, 365 

Xi: 286 

刘 益 :6,， 23, 121, 204, 205, 221， 

438 

刘 莱 程 : 332 

刘 因 : 52 

刘 祝 : 20 

刘 智 : 267 

刘 迷 (544 一 610 年 );， 4，64，182 ， 

308— 310，313 
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鲁班 木 经 : 52 
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鲁 胜 ;73 

鲁 圳 公 : 36 
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: 24，101，114 

: 101，149 
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论语 : 340 
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罗 册 瓦尔 (G. Roberval，1602 一 
1675 年 ): 325 
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骆 腾 凤 (1770 一 1841 年 ) ，260， 
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马 续 ，16 
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枚 乘 〈?” 一 前 140 年 ): 37 
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梅 氏 从 书 辑 要 : 27，28 

梅 文 易 (1633- 一 1721 年 ); 9，27， 
28, 36, 44, 64, 78, 91, 92, 201, 
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梅 理 成 (1681 一 1763 年 ): 27，92， 
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重 康 : 36 
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38，155，443 

梦 溪 笔谈 :6,24,40,49,290,310， 
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阮 元 (1764 一 1849 年 ); 1, 14, 80， 
212, 216 : 


S 
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二 统 术 衍 铃 : 79 

一 统 术 注 : 80 

沙 克 什 〈1278 一 1351 年 ): 2212 

山海 经 ，56 

邵 座 (1011 一 1077 年 ); 77, 138 一 
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沈 括 (1031 一 1095 年 ): 5，6，24， 
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310,，315，318，325，329，369， 
381 一 385，435 

沈 康 身 , 128, 136, 137, 159, t90， 
263，271，306，380，427 

沈 立 : 24 

沈 钦 裴 : 216，279 

沈 钦 韩 : 13 

沈 茧 燕 : 263 ‘ 
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沈 曾 植 ，82 

声 律 通 考 : 289 

诗经 ;98 

尸 子 :56 

十 批判 书 ，66 

石 塘 算 书 : 24 

石 信道 : 23，211，399 

十 三 、 十 四 世纪 中 国民 间 数 学 : 24 

十 三 经 注意 : 14，80，264 

实 义 难 陀 : 99 

时 日 酵 : 133，260，279，281 

史记 , 历 书 , 律 书 , 夏 本 纪 , 和 孔子 
世家 , 孙子 吴起 列传 , 56, 62 一 
64，105，149，328，354，355 

史记 索 隐 :， 56 

史 赵 :，36 

世 本 : 56,，57, 111 

世界 数学 史 简 编 : 110 

释 锁 算 书 : 23，198 

士 文 伯 : 36 

授时 历 草 : 212 

授时 历 捷 法 立成 : 50 

授时 历经 ， 历 议 : 311 

铬 腾 (下 . van Schooten, 1615? 一 
1660 年 ): 

数 度 入: 271 

数 砂 者 : 10，433 

数 ， 科 学 的 语言 ， 33，96 


数理 精 荀 : 31，63，90，231，263， 

301，305，323，375，386 

数论 导 引 :188 

数 书 九 章 ,数学 九 章 , 数 术 大 略 :7， 

21, 43, 71, 75 一 77, 79, 101, 117， 

118，131 一 134，168，183，205 一 

208, 212, 221, 249, 266, 269, 272 

一 274，278，279，310，364，370， 

399，418，437，、439 

数 术 记 遗 : 18，、21，38，39，、45 一 

48, 51, 78, 84, 86, 99, 100, 260，, 

342，343，406 

数学 汇编 ， 至 大 论 ，443 

数学 史 ，110，178 

数学 拾遗 : 260 

数学 通 轨 : 26 ，53 

坚 亥 : 56 

妖 ，56，65 

说 宕 :51 

说 文 解 字 :， 37，103，229 

司马 光 〈1019 一 1086 年 ): 43 

司马 贞 , 56 

斯 科 特 (J. F. Scott)，110，178 

斯 特 灵 (S. Stirling、1692 一 1770 
年 ): 31，336，339 

斯 蒂 汶 (S. Stevin, 1548? 一 1620 
年 ?); 119 

四 库 全 书 : 17，63，79，279 
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四 元 玉 鉴 :7, 23, 32, 76# 89, 101， 
102,125, 201,211,215-- 220, 295 
一 300，316 一 320，369，399，418 
四 元 玉 鉴 细 草 : 31 


宋 景 昌 : 279 

宋 刻 算 经 六 种 : 16, 86, 258, 268， 

389 

宋 太 :， 58 

宋 史 ，, 律 历 志 ，, 职 祖 志 .选举 志 , 艺 
文 志 ,. 礼 志 :1, 23,， 62, 85，87， 
186，198 

宋 书 ， 律 志 ， 历 上 ;62，182 

宋 元 数 学 史 论 文集 : 50，88，89， 
125，179，204，400 

苏 仲 湘 : 33 

桶 布 演 草 : 32 

算法 统 示 ,和 直 指 算法 统 这: 8，25， 

26, 44, 45, 51, 53, 87, 91，92， 
100，183，249，287，348，418 
算法 全 能 集 ，23，24，50，301 

算法 千古 集 ， 6 

算法 指南 : 26，53 

算法 签 要 : 25，26 

算 经 十 书 :11, 12,17, 18, 20, 58， 

74，78，87，99，108，109 ，116， 
120 一 123,127,129,134,135,.158， 
160, 161, 163, 165, 171, 184, 185， 


192, 194, 210, 225, 230, 236, 241， 
258，261，269，273，283，357 一 
359, 362, 379, 388, 391, 407，410， 
411，419，421 一 423 

算 经 图 解 : 24 

算 林 拔 荃 : 26 

算盘 书 : 179 

算 圈 论 ， 2 

算术 : 13，440 

算术 探究 ，271 

算术 之 铀 ，208 

算数 书 : 13，14，230 

算 学 发 蒙 ，54 

算 学 启蒙 ; 7，23，50，117，125 ， 
186，211，295 

算 学 新 说 : 25，53，119，288 
孙 腕 : 355 

孙 褒 让 (1848 一 -1908 年 ): 35，36， 
66，93 

孙子 算 经 ; 18, 19, 37, 79, 84, 86， 
87, 99, 104, 109, 113, 130, 177, 
189,193,249,254,267 一 271 ,275， 
285，287，406 

隋 书 , 律 历 志 , 经 籍 志 , 百 官 志 :38， 
39, 62—64, 83, 117, 122, 156, 
204，309，357，413 

隋 断 谊 : 5 
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塔 塔 利 亚 (N. Tartaglia, 1499? 一 
1557 年 ): 179 

泰利 斯 (Thales , 前 640? 一 -前 546 
年 ?2); 406 

太 匡 : 56 

太平 御 鉴 : 37 

太 玄 : 71，143 一 145，282，328 
太 玄 校 释 : 144 

谭嗣同 (1865 一 1898 年 )，93 


理 
东 
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陶 宏 景 (456 一 536 年 :) ，72 

陶 家 仪 ，51 .52 

天 算 或 间 : 32，401 

天 学 真 原 ，62 

田 感 : 355 

田亩 比 类 算法 : 7，22，121，204， 
364，370 

挑灯 集 异 : 270 

通 典 ，83 

通 原 算法 : 26 

通 证 上 古今 算 学 宝 鉴 : 8, 24, 26, 53， 
348，349 


同文 算 指 : 9，180 

透 帘 细 草 : 24，101，301 

托 勒 密 (Ptolemy, 85? 一 155 年 ): 
198 ，443 

脱 脱 :186 

椭圆 求 周 术 : 370 

椭圆 新 术 : 32，370 

椭 吏 正 术 : 370 

椭 病 正 术 解 . 32 

椭 贺 拾遗 32 


W 


外 切 密 率 : 30 

汪 某 (1768 一 1813 年 ); 9. 28, 29， 
145，222 一 224，、，302，330，331 
王安石 (1021 一 1086 年 )，87 
上 缠 (226- 一 249 年 ); 72 

王 皮 (77 一 217 年 ): 13 
王 重 民 ，20 

王 铃 : 209 

王 攻 (前 45 一 公元 23 年 ); 2, 82， 
111，365 

玉 蕃 〈228- 一 266 年 )，365 

王 示 和 “(210? 一 285 年 ); 72 
王朔 : 267 

王 文 素 (1463- 一 ?): 8, 24 一 26, 53， 
348，349 

王 散 之 (321 一 379 年 ): 72 
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王 仙 :， 90 

王 先 谦 (1842 一 1917 年 )，13 

王 玫 通 : 5,20,203.210,211,379， 

380，394，438 

王 愤 勋 : 133，280 

王 引 之 (1766 一 1834 年 ) :328 

王 怕 (1235 -1281 年 ):， 7，、86 

王 应 鹿 (1223 一 1296 名:)，1f 

二 要， 85 

王 渝 和 后 : 40、，13]. 300、，301，325 
上 振 鹏 : 52 

士 真 癸 ，18 

市 达 、 维 上 时 特 (FF. Vieta. 1340: 一 
1603 全) 19、126，209，224 

伟 型 亚 力 (A. Wylie. 1815--1887 
年 )，31，271 

了 朴 : 40，414 

魏 书 ， 律 历 志 : 62 

自 寿 康 : 434 

吴 诚 ，324 

吴 继 绥 ，91 

兴 政 善 : 212、332 

吴 敬 :8, 17, 24, 25, 53. 54, 201， 

435 

吴 文 俊 : 235, 274, 275, 358, 362， 

410，412，432，437，442 

吴 裕 窒 : 124，228 

五 曹 算 经 ; 4, 18, 19, 61, 84，86 


一 88，364，370，439 

五 经 算术 : 4, 18, 19, 61, 84, 189 
武 院 山 人 让 书 : 253 

武则天 (624 一 705 年 ); 5，115 
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西安 半 坡 : 95 

西 镜 录 : 180 

内 勒 维 斯 特 (J. J. Sylvester， 
1814 一 1897 年 )，220 

是 公 (Theon of Alexandria): 198 

和 希 外 伯 特 (D. Hilbert ,1862 一 1943 
全) 361 

，Heath ，1861 一 1940 


夏 供 轩 , 夏侯 阳 算 经 :18 一 20, 37， 
49.61. 62, 79, 84, 86, 104, 113, 
136. 193 

政策 期 (1823 一 1864 年 ): 324， 
339。，370 

夏 没 :28 

复 源 洋 : 26 

下 平和 夫 : 51 

下 学 例 算 学 : 30 

先秦 名 学 史 : 66 

详解 九 章 算法 :7,22,24,88,193， 
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249，291 一 294，437 

详 明 算法 : 24，50 

项 名 达 (1789 一 -1850 年 ); 10, 30， 
263，324，339，370 

象 数 - : 床 : 30 

当 作 政 : 370 

谢 察 微 , 谢 察 微 算 经 ; 24, 51, 260 
谢 桂 华 : 120 

谢 经 算术 .24 

解 延 年 ，143 

心机 算术 括 : 20 

心 竟 杂 人 粗 : 346，348 一 350 

新 书 : 111 

新 五 代 史 ， 司 天 考 : 62 

新 唐 书 ,艺文志 , 轨 志 .选举 志 ;20， 
49，83 

信 都 芳 : 20 

本 直人 恒 言 ，52 

徐 昂 : 309，310 

徐 承 需 : 309，310 

徐光启 〈1562 一 1633 年 )， 9 

徐 心 鲁 : 26，44，53，54 

徐 有 于 (1800 一 1860 年 ): 10, 324， 
339，370，378 

徐 后 : 3，16，19 ，82 

许 瑟 入 : 18、382，386 

许 衡 (1209 -1281 年 ); 7，89 
许 半 : 26 


许 商 ， 许 商 算 术 : 2，13，15 
续 古 摘 奇 算法 :7,22,77,260,269， 
343 一 348，397，418 

续 资 治 通 鉴 长 编 : 85 

雪村 友 梅 (1290- 一 1346 年 ):，52 


Y 


雅 可 比 (C. G. J. Jacob}，1804 一 
1851 年 ): 305 

严 敦 杰 (1917 一 1988 年 ), 44, 51， 

88，103，137，333 

严 蔡 ，26 

颜 师 古 (581 一 645 年 )，36 

读 铁 论 : 38 

燕 圭 论 谋 录 :， 85 

杨 泛 : 7, 16, 17, 22 一 24, 50, 62， 

77, 87, 88, 101, 121, 136, 198, 

201, 204, 205, 260, 269, 286, 291， 

293 一 296，301，305，336，343 一 

348，364，、384 一 388，397 ，435 

杨辉 算法 : 22，80，121 

杨 鉴 ，24 

杨 溥 ，26 

杨 伟 : 182 

杨 锡 二 :，92 

扬 雄 〈 前 53 一 公元 18 年 )，70 一 

72, 143 

杨 云 轻 : 23 
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杨 之 : 45 

杨 作 枚 : 92 

养生 论 : 72 

阁 : 58，65 

姚 玫 辅 : 115 

耶律 楚 材 (1190 一 1240 年 ): 309， 
310 


一 切 经 音义 : 99 
一 位 算法 : 20，49 
仪 礼 : 37 

界 ，155 


议 古 根源 : 6， 23，204，221 
益 古 集 ，22，23，221 
益 古 演 段 : 6, 21, 22, 42, 79, 80， 
88，101，211，213 
惨 梅 : 92 

易 数 钩 隐 图 : 343 

易 图 的 数学 结构 : 77，1L41 
易 之 潜 : 212 

艺 游 录 : 260，279，281 
叶子 奇 : 145 

悉 契 粹 编 : 34，81，95- 
阴 景 恰 : 20 

急 趟 文字 乙 编 : 96，98 

应 用 算法 : 23，88 

湾 涯 胜 览 : 20 

庸 闲 毅 笔 记 : 352 

腐 章 算法 ，26 


永乐 大 典 ，17，26，79，199 
尤 保 三 : 354 

西 阳 杂 和 粗 : 40 

游艺 : 92 

融 : 56，57，388 

奥 区 : 56 

俞 晓 群 : 37 

俞 检 (1821 一 1907 年 )，353 
玉 海 : 49，63 

圆 的 度量 : 368 

圆 方 勾 股 图 解 : 25 

圆 容 较 义 : 9 

元 好 问 : 89 

元 裕 :， 89，211 

元 史 ， 历 志 ， 部 守 获 传 ，311 
原本 : 11, 12, 128, 356, 403, 435， 
437 

圳 向 东 : 267，361 = 
圳 小 明 : 434，430 

月 行 度 : 2 


2 


造 整 数 勾 股 级 数 法 ，2 

则 十 苷 音 算 学 : 11，31，32，428 
曾 纪 鸿 (1848 一 1877 年 ) ，324 
增补 算法 浑圆 图 ， 349 一 351 
张 苍 : 1，12，13，64，72，440 
张 德 辉 : 89 | 
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张 敦 仁 ，212，279、280 

张衡 (78 一 -139 年 ); 2，61，226， 
341，342，365 

张 潮 : 346 一 348，350 

区 来 〈1054 一 1 人 第)，40 

张 理 京 : ]26 

张 左 建 ， 张 仁 建 算 经 : 4，18，19， 
61, 62, 82, 84. 86. 87, 104, 106, 
109.127.134 一 136,164,177,189， 
203,249.254,257— 260 .281 ,285， 
286，、310 

张 遂 ， 一 行 (683--727 年 ): 5, 20， 
64, 221, 286, 310, 315.、 329. 425 
张 廷 玉 : 315 

张 文 说 (1211-_1283 年 )，89 
张 孝 祥 (1132 一 1170 年 )，52 
张 秦 敬 : 92 

张 载 -1020 一 1077 年 )，75 
张 务 冠 : 54 

张 择 端 : 51 

张 祖 贵 : 137 

章 炳 鼎 (1869 一 1936 年 )，81 
章 用 (1911 一 1939 年 )，32，334， 
337 

章 学 诚 〈1738 一 1803 年 ): 8]1 

长 孙 无 最 :309 

召 谐 日 名 考 : 80 

照 胆 ，23，21] 


赵 湾 秋 : 426 

赵 二 出 (927 一 976 年 ): 85 

赵 琦 美 : 279 

赵 丙 ， 婴 ， 君 赚 : 3，18，61，62， 
68 

赵 晚 (1077 一 1100 年 )， 85 

赵 友 钦 : 24，368，425 

对 窟 :4.、16, 19, 20, 45, 61, 260， 
406 


郑 丙 办 ，26 
郑 万 耕 : 144 


郑玄 〈127 一 200 年 ): 14，16，37， 
57，77，105，149，150，341 
郑 众 (? 一 83 年 ): 14，404 
指明 算法 : 26 

指南 算法 : 24 

致 曲 术 : 370 

志 雅 堂 杂 钞 : 269 

中 国 代 数 故 事 : 382，385 一 387 
中 国 古 代 度 量 隐 图 集 : 59，111， 
112，282，283 

中 国 古 代 科 技 成 就 ，21 ，358 

中 国 古 代 思 想 史 论 : 77 

中 国教 育 史 : 82 

中 国 科 学 扒 记 : 271 

中 国 数学 大 网: 382 

中 国 数学 简 史 : 382 

中 国 数学 史 :13,68,368,273,311， 
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357，404，426 

中 国 数学 史 简 编 : 35，95，308 
中 国 算 术 故 事 : 48 

中 国 算 学 之 特色 : 35，46 

中 国 珠算 史 稿 : 44，51 

中 国 天 文学 史 : 268 

中 国 最 新 的 消息 : 143 

中 算 导 论 :137,159,263,271,306 
中 算 家 的 内 插 法 研究 : 307 ，309 
中 算 史 论 从 ; 38, 84, 91, 99, 183， 
263，324，349，357，399 

重 学 : 429 

周 葡 算 经 : 3, 5, 13, 18, 57, 72， 
78, 79, 84, 86, 87, 98. 203, 283， 
308,365,388 一 391,397,403,404， 
407---413，418 一 425，439，:443 
周公 ， 且 : 14，57，403，443 
周 潮 光 : 75 

周 降 :52 

周 礼 : 12, 14, 65, 81, 105, 111,， 
149. 288 

周密 (1232- 1298 年 ); 269 
周 述 学 : 26、201，391 

周易 :37,55 一 57.66,.68 一 70,76， 
77、94，95、97、138 143，145， 
263 一 266,274,275.282,328.3410， 
341、343，345 

周易 本 义 : 138 


周易 略 例 ; 72 

周易 正义 : 264 

周 琼 : 186 

朱德 祥 : 362 

朱 鸿 ， 324 

朱 家 生 : 124，228 

诸 家 算法 : 88 

朱 世 杰 : 7，23，50，62，76，89， 

125,186,201,202,205,208, 211， 

215 一 220，286，295 一 301，304 一 

306,315 一 320.325,369,371,385， 

386，394，435，442 

朱 嘉 (1130 一 1200 年 ): 76，77， 

114，138，149，151 

朱 元 溢 :26 

朱元璋 (1328 一 -1398 年 ): 89 

朱 载 培 (1536 一 1612 年 ): 8，25， 

5%. 114, 151- 154，287 一 287 

朱 载 二 二 明代 的 科学 和 艺术 巨 
星 : 288 

珠算 入 门 : 54 

庄 享 阳 ，92 

庄子 : 12，282 

于 庆 ;82 

组 日 表 : 52 

缀 术 : 4，18，20，84，189，380 

分 伯 奇 (1819 一 1869 年 ); 91, 137， 

324 
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走 盘 集 : 51 

祖冲之 (429 一 500 年 ); 4, 16, 20， 
64, 117, 187, 188, 267, 368, 438 
祖 蜡 :; 4, 82, 362, 363, 376 一 378， 
439 


祖 申 :89，211，215 

左 潜 (? 一 1874 年 )，324 

左 传 , 左 氏 春秋 : 13, 36,69, 82， 
439 
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后 记 


诚 如 杜 石 然 先生 在 本 书 序 中 所 指出 的 那样 ， 中 国 数学 史 的 
研究 得 有 今日 蔚然 大 观 的 局 面 ， 应 归功 于 李 例 、 钱 宝玉 两 位 前 
辈 御 路 蓝 缕 、 以 局 山林 的 艰辛 劳作 。 我 在 撰写 本 书 的 过 程 中 ,对 
这 一 点 更 有 深刻 的 体会 : 许多 重要 是 材 的 研究 最 终 要 追溯 到 两 
位 先生 的 著作 之 中 ， 而 他 们 那 严密 考证 加 以 现代 科学 分 析 的 审 
慎 学 风 ， 亦 使 我 在 下 笔 前 尽 可 能 多 地 阅读 了 有 关 文 献 ， 从 而 能 
够 通过 人 分析、 比较 ， 决定 取 人 省 和 避免 无 用 之 功 ; 更 媚 论 李 倪 先 
生 留 下 的 那 一 批 堪 称 天 下 和 独步 的 中 算 藏 书 ， 现 在 就 保存 在 自然 
科学 史 所 图 书馆 中 ,可 供 我 随时 研读 和 各 采 撒 入 书 。 今年 适 连 李 、 
钱 二 位 先生 百年 诞 展 , 我 所 与 中 国 科技 史学 会 、 中 国 数 学 会 ,以 
及 国际 数学 史学 会 等 单位 将 联合 发 起 纪念 和 和 学术 讨 论 会 ; 余生 
也 晚 ， 未 曾 亲 承 二 位 先生 和 耳 提 面 命 ,， 现 将 此 书 题 献 维 二 位 先生 ， 
以 表达 一 个 后 来 者 对 开路 前 于 的 无 比 敬 你 之 情 。 z 

我 是 从 1978 年 开始 接触 专业 的 数学 史 知 识 的 ,当时 师 从 严 
敦 杰 、 杜 石 然 二 位 先生 研读 中 国 古 代数 学 经 典 ， 时 十 春风 ， 终 
生 难 忘 。 如 今 严 先 生 已 然 作 直 ， 杜 先生 东瀛 设 坛 ， 每 念 及 他 位 
的 严 带 要 求 与 亲切 教导 ,心头 都 会 涌 上 一 股 由 圳 的 感激 之 情 。 杜 
先生 不 但 审阅 了 本 书 的 详细 提纲 和 主要 章节 ， 稿 成 后 还 慨 然 跑 
序 一 篇 ， 为 这 本 小 书 增添 了 光彩 。 
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梅 荣 照 、 何 绍 庚 、 郭 节 春 等 先生 和 辟 是 我 的 师长 。 十 几 年 来 
耳濡目染 ， 我 从 他 们 那里 学 到 了 许多 知识 ， 更 从 他 们 的 著作 中 
汲取 了 智慧 。 

近年 来 中 国 数学 史 的 研究 呈现 出 题材 深化 与 方向 拓 广 这 两 
个 好 势头 ， 这 与 全 国 各 地 的 专家 学 者 们 的 努力 是 分 不 开 的 ， 本 
书 为 此 尽 可 能 地 作 了 反映 : 吴 文俊 先生 关于 中 国 古 算 之 机 械 化 
特征 和 构造 性 质 的 论述 始终 是 我 理解 十 算 真 请 的 一 个 指南 ， 李 
迪 、 沈 康 身 、 和 白 尚 抱 、 李 继 凤 、 王 渝 生 、 罗 见 今 、 李 光华 、 洪 
万 生 、 傅 大 为 (后 两 位 为 台湾 学 者 ) 等 先生 的 最 新 研究 成 果 ， 书 
中 也 都 作 了 介绍 并 一 一 注 明 其 出 处 。 至 于 作者 本 人 的 一 得 之 见 ， 
杜 石 然 先生 的 序 中 已 作 了 提示 ， 道 中 人 自 可 明 鉴 。 

初稿 区 出 不 入 ， 我 就 应 李 约 瑟 研 究 所 何 丙 郁 (Ho Peng- 
Yoke) 所 长 之 激 ， 来 到 英国 剑桥 讲 行 学 术 访 问 。 著 名 的 中 国 科 
学 史 专 家 、 今 年 九 十 二 岁 高 龄 的 李 约 配 (Joseph Needham) 博 
士 得 知 此 书 即 将 出 版 后 非常 高 兴 ， 欣然 为 我 题写 了 . 书 名 。 

辽宁 教育 出 版 社 近 年 来 出 版 了 许多 高 质量 的 学 术 著 作 。 颌 
晓 群 副 总 编 、 谭 坚 绽 辑 曾 数 次 通过 信函 和 国际 长 途 同 我 讨论 书 
稿 中 的 问题 刘 瑞 武 、 王 越 男 二 位 编辑 亦 为 初稿 的 修改 与 校 定 
付出 了 不 少 心 血 ; 潘 智 倩 女士 为 本 书 制 图 。 没 有 出 版 社 领导 的 
远见 和 以 上 人 士 对 学 术 事 业 的 热心 ， 出 版 这 样 一 本 “与 功名 进 
取 豪 不 相关 也 ”( 宋 应 星 《 天 工 开 物 。 卷 序 )) 的 书 是 不 可 能 的 。 

我 妻 杜 网 ， 以 及 宋 建明 、 李 小 娟 两 位 女士 帮助 卷 写 ， 王 社 
强 女士 编制 索引 ， 使 我 在 负 策 远 游 前 得 以 交 出 书稿 。 

受 惠 多 方 ， 没 齿 难 忘 ， 聊 记 数 语 以 志 谢 意 。 

刘 钝 1992 年 7 月 12 日记 于 
英国 剑桥 李 约 蕊 研究 所 


